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Borwort zur erjten Aujlage.

Was betweisbar ift, joll in der Wijjenjdaft nidht ohne Vereis
geglaubt werden. o einleudhlend dieje Forderung erjcheint, jo ift
fie doch, wie i) glaube, jelbjt bei der Vegriimdung der einfadyten
Wiffenjchaft, ndmlic) dezjenigen Theiles ver Yogif, weldher die Lelre
pon den Sabhlen behandelt, aud) nacd) den neuejten Daxftellungen™)
nod) feinedwegs ald erfilllt anzujefen. Jndem i) die Writhmetit
(Algebra, Analyjid) nuv einen Theil der Logif nenne, jpreche id)
ichon auz, dap i) den Bablbegriff fiir gdnlich unabhinglg von den
Vorftellungen oder Anjdautmgen ded NRaumes und der Jeit, dap id
ihn vielmehr fitv einen unmittelbaven Ausfluf der veinen Denfgefebe
fhalte. Meine Hauptantwort auf die tm Titel diejer Schrift gejtellte
Arage lautet: die Bablen jind freie Sdhdpfungen ded menjdhlichen
Geiftes, fie dienen ald ein Mittel, um die Verjchiedenheit der Dinge
feichter und jchdrfer aufjufajjen. Duvch den vein logijchen Aufbau ver
Sablen=TWifjenjchaft und durd) dasd in ihr gewonnene jtetige Jahlen-
Meich find wir exft in den Stand gefest, unjere Vorjtellungen von
Raum und Jeit genau ju unterjuchen, indem toiv diejelben auf diejes

*) Von den mir befannt gewordenen Sdhriften erwibhne i) dad verdienit
volle Qehrbuch) der Writhmetif und Algebra von € Sdhrover (Leipsig, 1873),
in weldem man aud) ein Literaturverzeidnily findet, und auferdem die Wb-
handlungen von Kronecter und von Helmholy iiber den Jahlbegrifj und iiber
Bihlen und Mejjen (in der Sammlung ver an € Jeller gevidhteten philojo-
phijchen ufjite, Leipjig 1887). Das Eridjeinen bdiejer Abhandlungen ijt die
Revanlafjung, welde mid) bewogen hat, nun aud) mit meiner, in mander
RBeziehung dhnliden, aber durd) thre Vegriindung dod) wefentlid) verjchiedenen
Auifajjung Hervorsutreten, die i) miv jeit vielen Jahren und ofhue jede Ve-
cinflujjung von irgend mwelder Seite gebildet Habe.
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in unjevem Geijte gejdhaffene Sahlen=Neich begichen *).  Verfolgt
man genau, wad wiv bei dem Jdhlen der Menge oder Anzahl von
Dingen thun, jo wird man auf die Vetradtung der Fibigteit ves
Geijtes gefithrt, Dinge auf Dinge su bezichen, einem Dinge ein Ding
ent)precjen ju lajjen, oder ein Ding durd) ein Ding absubilven, ohne
weldhe Fahigteit tiberhaupt fein Denfen moglic) ift. Auf diejer einzigen,
aud) jonjt gang unentbefrlichen Grundlage mup nad) meiner Anficht,
ie i) aud) jhon bei einer Untiindigung ber vorliegenden Sehriit
auggejprodhen habe **), die gejammte Wijfenjdhaft dex SBahlen ervichtet
werden.  Die Abjicht einer jolden Davitellung habe idh jhon vor der
Derausgabe meiner Sdyrift iiber bie Stetigleit gefapt, aber erjt nad
Grjcheinen dexjelben, und mit vielen Unterbrechungen, die durch gejteigerte
Amtsgejchdfte und andere nothwendige Arbeiten veranlapt wurden,
habe ih in den Jahren 1872 bis 1878 auf wenigen Bldttern einen
erften. Gntourf aufgejchrieben, welhen dann mehrere Mathematifer
eingejefen und theiliweije mit mir bejprochen Haben. Er triigt den-
jelben Titel und enthdlt, wenn auc) nicht auf das Bejte geordnet, doch
alle wejentlichen Grundbgedanten meiner vorliegenden Schrift, die mu
veren jorgfiltige Ausfiihrung giebt; ald joldhe Hauptpuncte evwihne
i) bier die jeharfe Unterjcheidung ves Gndlichen vom Unendlichen (64),
pen Begriff ver Anzahl von Dingen (161), ven Nachweiz, daf die
unter dem Jamen der bollftdndigen JInduction (oder des Shlujjes
bon 7 auj » 4 1) befannte BVeweisart wirtlich bereizfriftig (59, 60,
80), und dap aud) die Definition duvd) JInduction (ober Hecurfion)
beftimmt und wiberjpruchsfrei ift (126).

Dieje Schrift tann Jeder verjtehen, welder Das bejist, wad man
vert gejunden Menjdenverjtand mnennt; philojophijdhe ober mathe-
matijhe Schulfenntnifie find dazu nidht im Geringjten erforderlid).
Aber ich weip jehr wohl, dap gar Mandper in den jhattenhaften
Geftalten, die id) ihm vorfiihre, jeine 3ahlen, die ihn ald trewe und

*) Bergl. §. 3 meiner Sdrift : , Stetigleit und irvationale Jahlen”
(Braunjdyweig, 1872).

) Diridlet’s BVorlejungen diber Jahlentheorie, dritte Auflage, 1879,
8. 163, Unmerfung auf . 470.
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pertraute Freunve durd) bas ganze Leben begleitet haben, faum wieder-
erfennen mag; er wird durd) die lange, der Vejdyajfenheit unjeves
Treppen-Verjtandes entjprechende Heihe von einfachen Schliifjen, durd)
die niichterne Berglieverung der Gedanfenveiben, auf demen die Ge-
jee der Bablen beruben, abgejchredt und ungeduldig davitber werden,
Beweije fiiv Wahrheiten verfolgen ju jollen, die ithm nad) jeiner ver-
meintlichen inmeren Anjdauung von vornherein einleuchtend und gewip
erjceinen.  Jch exblide dagegen gevade in der Moglichteit, jolche
Wahrheiten auf andeve, einfachere uriidzufithren, mag die NReihe der
Sdliifie noch jo lang und jcheinbar EHinjtlic) jein, einen iiberzeugenden
Berweid dafii, daf ihv BVejib oder der Glaube an fie niemald un-
mittelbar durch innere Anjchauung gegeben, jondern tmmer nur durd)
eine mehr ober weniger volljtandige LWiederholung dex einzelnen Sdyliifje
evioorben ijt.  Jd) mochte dieje, der Schmelligleit ihrer Ausfiihrung
wegen jdhrer ju verfolgende Denfthatigteit mit derjenigen vergleichen,
welde ein vollfommen geiibter Qefer beim Lejen vervichtet; auch diefes
Lefen bleibt immer eine mehr oder weniger volljtindige Wiederholung
der eimzelnen Schitte, weldje der Anfinger bei dem miibhjeligen Budh-
ftabiven augjufiihren Hat; ein jehr fleiner Theil derjelber, und beghalb
eine jehr fleine Avbeit oder Anjtrengung ves Geijted reicht aber fiir den
qeiibten Lejer jchon aud, wm dad ridtige, wabre Wort ju erfennen,
freifich mu mit jehr groper Wabhrjheinlichfeit; denn befanntlich be-
gegnet e3 auc) bem geitbtejten Covvector vonm Jeit ju Jeit, einen
Dreucehler ftehen zu lafjen, d.§. jaljh su lefen, wad unmiglid) mdve,
wenn die jum Buchjtabiven gehivige Gedantenfette volljtindig wieder-
holt witrde. So jind wir aud) jchon von unjerer Geburt an bejtdndig
und in immer fteigendem Mape vevanlapt, Dinge auf Dinge ju
beziehent und damit diejenige Fihigteit ved Geiftes ju iiben, auf welder
aud) die Schdpfung der Fahlen beruht; duvd) diefe jdhon in unjeve
erften Qebensjafre fallende unabldijige, wenn aud) abfihtslofe Uebung
und die damit verbundene BVilbung von Urtheilen und Schlupreihen
eriperben wiv und aud) einen Schap von eigentlich avithmetijdhen
Wahrheiten, auf weldhe jpater unjeve evjten Lehrer jid) wie auy etroaz
Ginfadjes, Selbjtverftandliches, in dev inneven Anjdhauung Gegebenes
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berufent, und jo fommt es, dap mande, eigentlich jehr jujammen-
gejeste Vegriffe (wie 3. B. der der Anzahl von Dingen) faljdhlich fiin
einfac) gelten. Jn diejem Sinne, den i) durch die, einem befannten
Sprude nadygebildeten Worte ael 6 evdoomog dotduyriter De-
seichne, mogen die folgenden Bldtter ald ein Verjudy, die Wiifenjdhaft
ver Zablen auf einbeitlicher Grundlage zu ervichten, rohlwollende
Aufnabhme finden, und mogen jie andeve Mathematifer dazu anvegen,
die langen Jeiben von Schlitfien auf ein bejdjeideneres, angenefmeres
Map guriidzufiihren.

Dem Fede diejer Sdrift gemdp bejchrinfe ich mid) auf die
Betradytung der Reihe der jogenannten natiiclichen Jahlen. In relcher
Art fpiter die jchrittioeije Criveiterung des ahlbegriffes, bie Schipjung
ver Null, der mnegativen, gebvochenen, irvationalen und compleren
Jablen jtets burd) Juviidfiithrung auf die friiheren Veqriffe Heryu-
ftellen ijt, und 3war obhne jede Ginmijchung fremdartiger Vorjtellungen
(tvie 3. V. der ber mefbaren Gripen), die nad) meiner uffafjung
exjt burd) bie Jahlen-Wijjenjdhaft su volljtandiger Klarheit erhoben
terden fonmnen, dagd habe id) wenigftens an vem Beijpicle dev irratio-
nalen Jahlen in meiner friiheren Schrift {iber die Stetigfeit (1872)
geseigt; in gang dbhnlicher LWeije lafjen fid), wie ich dajeldbjt (8. 3) aud
jdhon ausgejprochen habe, die anderen Griweiterungen leicht behandeln,
und id) behalte mir vor, diejem Gegenjtande eine jujammenhingende
Darjtellung ju widmen.  Gerade bei diejer Aujfajjung erjdeint e3
alz etmad Selbitverftandliches und durchaus nidt Jeued, daj jeder,
auc) nod) jo fern liegende Sap der Wlgebra und Hoheren Analyiis
i) al2 ein Sab iiber die natiiclichen Jahlen ausiprechen [dft, eine
Behauptung, die ich auch wiederholt aud dem Munde von Divichlet
gehbrt habe. Aber i) exblide feinedwegs etwas Verdienjtliches davin
— unbd dad lag auc) Diridhlet ginzlich fern —, diefe miibhjelige Wimn-
jdyreibung twirflid) vornehmen und feine anderen, ald bdie natiirlichen
Sablen benuben und anerfennen ju wollen. Jm Gegentheil, bdie
gropten und fruchtbarjten Fortjdritte in der Mathematif und anderen
Wijjenjdhaften find vorugsieije duvd) die Schopfung und Ginfiihrung
neuer Begriffe gemadyt, nachdem die hiufige LWiederfehr jujammen=
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gefebter Grichetnungen, weldhe von den altenr Vegriffen nur miibhjelig
beBervicht werden, dazu gedbringt hat. 1lleber diejen Gegenjtand habe
i) im Sommer 1854 bei Gelegenbeit meiner Habilitation ald Privat-
pocent ju Gottingen einen Vortrag vor der philojophijdhen Facultit
ju halten gehabt, dejjen Abjicht aucd) von Gaup gebilligt wurde; dod)
ift hier nicht dex Ort, ndber davauf einjugehen.

Ji) benube jtatt dejjen die Gelegenbeit, nod) einige Vemerfungen
s machen, die fich auf meine fritheve, oben ermwdbhnte Sdyrift iiber
Stetigeit und irvationale Fahlen beziehen. Die in ihr vorgetragene,
im Herbjte 1858 erdad)te ZTheorie der irrationalen Fabhlen griindet
jich auf diejenige, im Gebiete der vationalen Bahlen auftretende Er-
jdheinung (8. 4), die ich mit dem Namen eines Sdynittes belegt und
suerjt genau erforidht habe, und jie gipfelt in dem Beweije ber Stetig-
feit bed neuen (ebietes der reellen Jablen (8. 5. IV). &ie jdpeint
miv etwas einfacher, ich mochte jagen rubiger, su fein, al3 die beiden
pon ir und von einander verjchiedenen Theovien, welde von den
Herren Weierjtrap und G. Cantor aufgejtellt jind und ebenfalld voll-
fommene Strenge bejien. Sie ijt jpiter ohne wejentliche Aenderung
bon Herrn U Dint in die Fondamenti per la teorica delle
funzioni di variabili reali (Pija, 1873) aufgenomimen; aber der
Wmjtand, dap mein Name im Laufe diejer Darjtellung nidht bei dex
Bejchreibung der vein arithmetijden Ericheinung ded Schnittes, jondern
ufdllig gerabe da evwdhnt wird, wo ed jid wum die Crifteny einer
pem Sdynitte entjprechenden mepbaren Gudfe Handelt, fonnte leicht
s der Vevmuthung Fiihven, dap meine Iheorie fidh) auf die Vetvad)-
tung jolder Gropen fjtiigte. MNichts fonnte unvichtiger jein; vielmehr
habe ich tm §. 3 meiner Schrift verjchiedene Griinde angefiihrt, wes-
halb ich die Ginmijchung der mepbaren Grofen gdanzlich vertverfe, und
namentlic) am Sdhlujje hinjidtlich deven Erijteny bemertt, dap fiiv
einen gropen Theil der Wifjenjdhaft vom Raume die Stetigleit jeiner
Gebilde gar nidht einmal eine nothvendige Vorausjebung ift, gany
abgejefjen davon, daf fie in den LWerfen iiber Geometrie zwar wohl
dem Namen nad) betldufig errwdbhnt, aber niemald deutlich evflirt,
aljo aud) nicht fitr BVeweije juginglih) gemadht wird. 1m died nod)
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niber 3u ecliutern, bemerfe i) beijpielSweije Folgended. Wahlt man
prei nicht in einer Gevaden [iegende Puncte 4, B, ' nad) Belieben,
nur mit der Vejdrdnfung, daf die Verhdltnijje threr Entfernungen
A B, AC, BC algebraijche *) Zahlen find, und fieht man im Raume
nur diejenigen Puncte M ald vorhanden an, fiiv welde die Verhilt-
nifie von AM, BM, CM 3u AB ebenfalld algebraijdhe Fahlen
find, jo ift ber aud bdiejen Puncten M Dbejtehende Jaum, wie leicht
su jeben, iiberall unftetig; aber tvoh dev Unjtetigfeit, Liidenhaftigtett
diefes Raumez find in ihm, jo viel id) jehe, alle Gonjteuctionen,
welde in Cufliv’s Elementen auftreten, genau ebenjo ausfithrbar, rie
i dem bollformmen f{tetigen Maume; die Unfjtetigleit diejes Jaumes
wiivde dafer in Cutliv's Wifjenjchaft gar nicht bemertt, gar nicht
empfunden werden. LWenn mir aber Jemand jagt, wir fonnten unsg
den Paum gar nicht anderd ald fjtetig denfen, jo midte i) dasd
besteifeln und Ddarvauf aufmerfijom machen, eine 1iie weit vor=
gejchrittene, feine 1iifjenjdhaftliche Bilbung erforderlich ift, um nux
das LWeien ber Stetigleit deutlich zu erfennen und um ju begreifen,
dap auper den rationalen Gropen=Berhdaltnifjen auch irveationale
auper den algebraijchen aud) trandcendente Ddentbar jind. UUm jo
jchoner erjcheint es mir, dap der Menjc) ohne jede Vorjtellung von
mepgbaven Gropen, und jwar durch ein endliched Spjtem einfacher
Denfjdhritte fich sur Scdhopfung des veinen, jtetigen Jahlenveiches auf-
jhwingen fann; und exft mit diejem Hillfsmittel wird e3 ihm nad)
meiner Anjicht moglich, die Vorftellung vom ftetigen Maume ju einer
peutlichen augzubilven.

Diejelbe, auf die Erideinung ded Sdynitted gegriindete Theorie
per irvationalen PFahlen findet man auch davgejtellt in der Intro-
duction & la théorie des fonctions d’une variable von 3. Tannery
(Porid, 1886). Wenn i) eine Stelle der Vorrede Ddiejed Ierfes
vichtig verjtehe, jo Hat der Herr Verfafjer dieje Theovie jelbitdndig,
aljo zu einer Beit erdacht, wo thm nicht nur meine Schrift, jondern
auch die in derjelben Worrede erwdfhnten Fondamenti von Dini

*) Dividlet’s BVorlejungen iiber Jahlentheorie, §. 159 bev jweiten, §. 160
per dritten ujlage.
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"nod) unbefannt waven: pieje Uebereinjtimmung jdeint miv ein ex-
freulicher Vetveis dafiir u jein, dap meine Auffajfjung der Natur der
Sadye entipricht, wad aud) von anbderen Mathematifern, 3. B. von
Seren N Paj) in jeiner Ginleitung in die Differential- und JIntegral-
vechnung (Yeipzig, 1883) anerfannt ijt. Dagegen fanmn id) Herrn
Fannery nicht ohne Weiteres beiftimmen, wenn er dieje Theorie die
Entwidelung eined von Herrn J. Vertvand Hervithrenden Gedanfens
nennt, welder in deflen Traité d’arithmétique enthalten fei und
parin bejtehe, eine irvationale Fahl ju definiven durd) Angabe aller
vationalen Zahlen, die fleiner, und aller derjenigen, die grbper jind
ald die ju definivende Bahl. Ju diejem Audjpruch, der von Herrn
0. Stoly — wie e3 ideint, obhne ndbere Lriifung — in der Vorvede
jum zweiten Thetle jeiner Vorlejungen iiber allgemeine Arithmetit
Yeipaig, 1886) wiederholt ijt, erlaube ich miv Folgendesd ju bemerfen.
Dap eine itrvationale Zahl durd) die eben bejdhriebene Angabe in der
That ald oolljtdndig beftimmt anjujefen ijt, diefe Ueberjeugung ijt
obne Jweifel aud) vor Herrn BVertvand immer Gemeingut allex
Nathematifer gewejen, die fich mit dem Vegriffe ded Jrrationalen
bejchiftigt Daben; jedem HHedner, der eine irvationale TWursel etner
Gleidhung ndberungsiweije bevechnet, jchwebt gerade diefe Art ihrer
Bejtimmung bor; und wenn man, iie 3 Herr Vertrand in jeinem
Werle ausjhlieplich thut (miv liegt die adyte Auflage aus dem Jahre
1885 vor), die irvationale Fahl als Verhdltnip mepbarer Gripen
auffapt, jo ift dieje Ant ihrer BVejtimmtheit jhon auf dad Deutlidyite
in der beriihmten Definition ausgejprodhen, weldhe Gutliv (Elemente
V. 5) fitr die Gleichheit der LVerhdltnijje aufjtellt. Gben bdieje uvalte
Ueberzeugung ijt nun gewipy die Quelle meiner Theorie, 1wie derjenigen
pes Heven Verteand und mandyer anderen, mehr oder weniger durd)-
gefithrten Werjudye gerwejen, die Ginfiibrung der irvationalen Bahlen
in die Avithmetit ju begriimden.  ber wenn man Hevrn Tannery
jowett volljtdndig beiftfimmen wird, jo mup man bei einer wirtlichen
Priijung dod) jofort bemerfen, dap die Darjtellung des Hevrn Vertvand,
in der die Erideinung ded Sdnitted in ihrer logijhen Neinbeit gar
nicht etmmal eviwdhnt wivd, mit der meinigen durchaud feine Wehnlid)-
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feit Dat, injofern fie jogleich ihre Buflucht zu der Erifteny einer mefy=

baren Groge nimmt, wad id) ausd den oben bejprochenen Griinden
gdnylich verwerfe; und abgejehen von diejem lmjtande jdheint miv
dieje Darftellung aud) in den nachfolgenden, auj die Unnabhme diejer
Erifteny gegriindeten Definitionen und Veweifen noch einige jo wefent=
liche QLiiden darjubieten, dap i) die in meiner Sdrift (8. 6) aus-
gejprochene Behauptung, der Sab V2.V 8 = V 6 jei nod) nirgends
ftreng betviejen, aud) in Hinjiht auf diejed, n mancher andeven Ve-
siehung trefiliche LWerf, welched ich damald nodh) nicht fannte, fit
gevechtfertigt Dalte.

Darzburg, 5. October 1887.

R. Dedekind.

BVorwort jur weiten Auflage.

Die vorliegende Schrift Hat bald nad) ihrem Erjdeinen neben
giinjtigen auch ungiinjtige Veurtheilungen gefunden, ja es find iy
arge Fehler vorvgeworfen. Jch habe mich von der Nichtigleit Ddiejex
Rorwiirfe nid)t iiberzeugen fonnen und lajje jest die jeit furzem ver=
qriffene Sdrift, 3ujderen offentlicher Vertheidigung es miv an Jeit
feht, obne jede enbderung tvieder abdructen, indem i) nur folgende
Bemerfungen dem erjten Vorworte hinjufiige.

Die Eigenjchaft, weldhe ich ald Definition (64) ded unendlichen
Syjtems benupt Habe, ift jchon vor dem Ericdeinen meiner Schrift
pon ®. Gantor (CGin BVeitrag ur Mannigfaltigleitzlehre, Crelle’s
Journal, Bd. 84; 1878), ja jogar jhon von Volzano (Parvadorien
ped Unendlichen §. 20; 1851) bervorgehoben. Aber feiner der ge-
nannten Scriftiteller hat den Verjuch gemacht, dieje Gigenjchaft juv
Definition ded llnendlichen zu erheben und auf diejer Grundlage die

|
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Wijjenjchaft von den Fahlen ftreng logijch aufzubauen, und gerade
hievin Dbejteht der JInhalt meiner miihjamen Arbeit, die i) in allem
Wejentlichen jchon mefhrere Jahre vor dem Erideinen der AbHandlung
pon &. Gantor und zu einer Heit vollendet hatte, ald miv das Wert
bon Volzano jelbjt dvem Namen nad) ganzlidy unbefannt war. Filx
Diejenigen, weldje JIntevefje und Verjtandnip fiir die Schivierigeiten
einer jolchen Unterjuchung Haben, bemerfe id) noch Folgendes. Man
fann eine gany andere Definition ded Endligen und lUnendliden
aufitellen, welche injofern nod) einfadjer erjdjeint, al bei ihr nidt
einmal der Vegriff der Wehnlichfeit einer Abbilbung (26) boraus-
gejebt wird, namlid):

L ©pjtem S Deipt endlich, wenn es {ich jo in fid) jelbit
abbilden lagt (36), daf fein edjter Theil (6) von S in fid) jelbit
abgebilbet wird; im entgegengejebten Falle Deipt S ein unendliches
Syjtem.” ;

Joun madie man einmal den Verjud), auf diejer neuen Grund-
[age Dad (Gebiude 3zu ervichten! Man wird aldbald auf groje
Sdywievigfeiten jtopen, und id) glaube behaupten ju diixfen, daf
jelbjt der MNachweis der volljtandigen Uebereinjtimmung diefer Defi-
nitton mit ver friitferen nur dann (und dann aud) leidht) gelingt,
term man die Peihe der natiiclichen Bablen jdhon ald entwidelt
anjebent und auch) bie Schlupbetracdhtung in (131) zu Hiilfe nehmen
parf; und dod) iff von allen diefen Dingen weder in der einen nod
u der anderen Definition die Hede! Man wird dabei exfennen, iwie
jebr grop die Anzahl der Gedanfenjchritte ijt, die ju einer joldjen
Wmformung einer Definition erforderlid) find.

Gtiwa etn Jahr nad) der Hevaudgabe meiner Sdrift habe id)
oie jchon im Jahre 1884 erjdyienenen Grundlagen der vithmetit
bon ©. Frege fennen gelernt. Wie verjchieden die in diejem AWerfe
niedergelegte Anjicht itber dad AWefen der Zahl von der meinigen aud
jeit mag, jo enthilt es, namentlich von § 79 an, dodh) auc) jehr
nahe Veriihrungdpuncte mit meiner Schrift, insbejondere mit meiner
Crfldvung (44). Preilid) ift die Uebeveinjtimmung mwegen der ab-
weichenden Ausdrudsweije nicht leicht ju erfermen; aber jdhon bdie
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Beftinumtheit, mit welcher der Vexfajjer jidh iiber die Schlupiveije von
noauf n -4 1 audjpridt (unten auf &.93), zeigt deutlid), dap ev
ier auf vemielben Voden mit miv jteht.

Sngwijden find (1890 — 1891) bdie Vorlejungen iiber bdie
Algebra der Logif von €. Sdyrdder faft volljtandig erjchienen. Auj
die Vedeutung diejed hochjt anvegenden Werfed, dem id) meine gropte
Anerfennung jolle, DHiev ndher einjugehen ijt unmbglich; vielmebhr
modte ich mid) nur entjdyuldigen, dap id) tvof der auf ©.25H3 Dded
erjiten Theiled gemachten Vemerfung meine etvad jdhwerfilligen Ve-
seidhnungen (8) und (17) bod) beibehalten Habe; Ddiejelben machen
feinen Anjpruch) davauf, allgemein angenommen zu twerden, jondern
bejcheiven fjid), lediglich den Sweden diefer arithmetijden Sdrift 3u
dienen, wozu jie nac) meiner njicht Dejjer geeignet {ind, ald Summens=
und Productyeichen.

Harzburg, 24. Augujt 1893.

R. Dedbekind.




Vorwort ur dritten Auflage.

AE i) vor etwa adht Jahren aufgefordert tourde, die damals
jchon vergriffene jweite Auflage diejer Schrift durch eine dritte 3
erjeben, trug ich Vebenfen darvauj eingugehen, teil ingwijchen jich
Jweifel an der Sicderheit wichtiger Grundlagen meiner Aufjafjung
geltend gemad)t Hatten. Die BVebeutung und teilweife Berechtigung
piejer Bweifel verfenne ich aud) bHeute nicht. Aber mein Verlvauen
in die innere Havmonie unjever Yogif ijt dadurd) nidht erjchitttert;
id) glaube, dafp eine ftrenge Unterjudung der Schopierfraft ded Geiftes,
aug Dbeftimmten Clementen ein neued BVeftimmted, ihr Syjtem ju
erjchaffenn, Dad uotwendig bon jedem Ddiejer Elemente verjchieven it
gewif baju fithren twird, die Grundlagen meiner Schrift einwand-
frei ju gejtalten. Durd) andeve Arbeitert bin i) jedod) verhinvert
eine jo jdmwierige Unterjuchung ju Gnde zu fithren, und id) bitte
paber um MNadfjicht, wenn die Sdrift jebt dodh in ungednderter
fyorm i dritten Male exjcheint, wad ficdh nur dadurc) rechtfertigen
[ipt, Dap dad Jnterefle an ibhr, wie die anfaltende Nachfrage 3eigt,
nodh nicht evlojchen ift.

Braunjdweig, 30. September 1911.

R. Dedekinbd.
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©piteme von Clementen.

1. Qm Folgenden berftebe i) unter einem Ding jeden
Gegenftand unjered Denfend. Um bequem von den Dingen {prechen
au fonmen, bezeichnet man fie durch Jeidhen, 3. B. durd) Bud)jtaben,
und man etlaubt fidh, fury bon dem Ding a oder gar bon a 3u
fprechen, wo man in Wahrheit dad durd) a beseidhnete Ving, feined-
toegd den BVudjftaben a jelbjt meint. CEin Ding ijt vollftandig be-
ftimmt durc) alled Dag, was von ihm audgejagt oder gedac)t twerden
fann.  €in Ding @ ift dafjelbe twie & (idbentijh mit &), und b
doffelbe wie @, wenn Alled, wad von a gedacht werden fann, aud
pont b, und wenn WAlled, wad von b gilt, aud) von a gedadht werden
fann, Daf @ und & nur Jeihen oder Namen filr ein und dad=
felbe Ding find, wird durd) dad Jeicken a = b, und cbenjo durdy
b = a angedeutet. Jft auferdem b = ¢, ift aljo ¢ ebenfall3,
toie a, ein Feiden filv dad3 mit & Dejeidnete Ding, jo ift aud
a = ¢ Jjt dbie obige Ucbereinftimmung ded durd) a Dbejeichneten
Dinges mit dem duvch & Dbeyeichneten Dinge nicht vorhanden, jo
feipen diefe Dinge a, b verjdjieden, @ ift ein andered Ding toie b,
b ein audered Ding wie a; ed giebt irgend eine Gigenjdaft, die
pem einen jufonumt, dem anberen nidht jufommt.

2. €3 fommt febhr haufig vor, daf verjdiedene Dinge a,b,¢...
aus irgend einer Vevanlafjung unter einem gemeinjamen Gejichts=

1
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puncte aufgefafpt, im Geifte jufammengeftellt werden, und man jagt
pann, dap fie ein Syftem S bilden; man nennt bdie Vinge
a, b, c... die Glemente ded Syjtems S, fie {ind enthalten
in S; umgefehrt befteht S aus biefen Clementen. Cin jolded
Spjtem S (obexr ein JInbeqriff, eine Mannigfaltigleit, eine Gejammt=
Deit) ijt al8 Gegenjtand unjeres Denfend cbenfalld ein Ding (1);
ed ift vollftandig beftimmt, wenn von jedbem Ding beftimmt ijt, ob
3 Element von S ijt oder nicht*). Dad Sphjtem S ift daber das=
felbe mwie bad Syftem 7, in Jeiden S = T, wenn jedes CElement
von S aud) Glement von 7, und jeded Element von I’ aud) Element
pon S ift. Fiir die Gleidhfovmigleit der Ausdrudsiweife ift ed vor-
theilhaft, aud) den befonderen Fall zuzulafien, dap ein Syjtem S
aus einem einyigen (aud einem und nur einem) Clement a befteht,
D. ). dap dad Ding @ Glement von S, aber jeded von a ber=
jhiedene Ding fein- Clement von S ift. Dagegen twollen wir dad
feere Syftem, weldges gar fein Element enthilt, aud gewiffen Griinden
hier gany ausidyliefen, obwohl e& fitr andere Unterfucdhungen bequem
fein fann, ein foldhed su erdidhten.

8. CGrfldrung. Cin Syjtem A Heipt Theil eined Syjtems S,
enn jedes Clement von A aud) Element von S ift. Da bdieje
Bejichung wijdhen einem Shjtem A und einem Spjtem S im
Folgenden immer wieder ur Sprache fommen wird, jo wollen toiv
diejelbe yur Abkiirzung durch) das Jeidhen A3 S ausdriiden. Dad

b

{4

*) Auf weldhe Weije diefe BVejtimmibeit ju Stande fommt, und ob wic
cinen LReg fennen, wm Bievitber ju entjdeiven, ift fiiv alles Folgende ginzlic)
gleichgiiltig; die au entwidelnben allgemeinen Gejefje Hingen davon gar nidt
ab, fie gelten unter allen Umfjtinden. ) erwidbhne died ausdriidlich, weil
Herr Kroneder vor Kurem (im Band 99 bded Journald fiir Mathematit,
€. 334 big 336) ber freien BVegriffsbildung in der Mathematif gewifje Be-
jdrinfungen Hat auferlegen wollen, die iy nidht ald Dbevedhtigt anexfemme;
niiber hievauj einjugehen erjdeint aber erjt dann geboten, wenn Dder aus:
geseichnete Mathematifer jeine Gritnde fiiv die MNothwendigleit oder aud) nur
die Jwedmipigleit diejer Bejdhrantungen verdifentlicht haben wird,
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umgefehrte Jeihen SE€A, wodurd) diejelbe Thatjache beseidnet
werden fonnte, werde id) der Deutlichfeit und Cinfadhheit Halbex
ganglic) bermeiden, aber id) twerde in Ermangelung eined befjeren
Wortes bidweilen fagen, daf S Ganzed von A ift, wodurd) alfo
audgedriict werden joll, dap unter den Elementen von S fidh) aud
alle Clemente bon A Definden. Da ferner jedes Clement s eines
Shitems S nach 2 felbjt ald8 Spjtem aufgefaipt werden famn, fo
fonnen wir aud) hievauf die Bejeichnung s3 S anwenden.

4. ©ap. Bujolge 3 ift A3 A.

5. Gap. Jit A3 B und B34, o it A = B,

Der BVeweid folgt aud 3, 2.

6. Grfldvung. Cin Syjtem 4 Deigt edhter Theil von S,
enn A Theil bon S, aber verjdhieden von S ift. Nad) 5 ift dann
S fein ZTheil von A, d. h. (8) es gieht in S cin Clement, weldhes
tein Glement von A4 ift.

7. Gap. Jjft 438, und B3C, was aud) fury durd
A3 B3 C beyeidhnet werden tann, jo ijt 43 C, und jwar ijt 4
gewip edter Theil von C, wenn A edyter Theil von B, ober wenn
B edhter Theil von C ift.

Der Beweid folgt aus 3, 6.

8. Crfldrung. Unter dem aud ivgend welden Spitemen A, B,
C... yujammengejepten Spyjtem, weldes mit M (4, B, C...)
bejeichnet werden foll, witd Ddadjenige Syjtem verftanden, dejjen
Elemente durd) folgende BVorjdhrift beftimmt werden: ein Ding gilt
pann und nur dbann ald Clement von M (4, B, C...), wenn
e5 Glement pon irgend einem der Syjteme A, B, C..., d. h. Gle=
ment bon A oder B oder C...ijt. Wir (afjen aud) den Fall
ju, bap mur ein ecingiged Syjtem A vorliegt; dann ijt offenbar
M(4d) = A. Wir bemerfen ferner, dap dad aus 4, B, C...
sujammengejete Shjtem M (4, B, C...) wohl zu unterjdheiden
ift bon demjenigen Syjtem, defjen Elemente die Syjteme 4, B, C...
jelbit fin.
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9. Gah. Die Syjteme 4, B, C... {ind Theile von
M A, B C..)

Der Beweid folgt aus 8, 3.

10. Sa. Sind 4, B, C... Theile eine3 Syjtems S, jo ijt
M4 B C..)38.

Der Beweis folgt aus 8, 3.

11. Sap. Jft P Zheil von einem der Syjteme 4, B, C...,
jo it P3 i (4, B, C...).

Der VBeweis folgt aus 9, 7.

12. Sah. Jjt jeded der Syjteme P, Q... Theil bon einem
ber Syfteme A4, B, C..., o it M (P, Q...)3 M4, B, C...).

Der Beweid folgt aus 11, 10.

13. @ap. Jjt 4 jujammengejett aud irgend tvelchen bder
Cyjteme P, Q..., jo ijt A3 (P, ¢...).

Beteis, Denn jeded Element von A ijt nad) 8 Element von
einem der Syjteme P, Q..., folglih nadh 8 aud) Element bon
M (P, @...), woraud nach) 3 der Sah folgt.

14. Gab. Jjt jeded der Syjteme A, B, C... jujammen=
gefebt aus ivgend twelchen der Syjteme P, @..., Yo ift

MA.B, O3/ (B, Q)

Der Betoeid folgt aus 13, 10,

15. ©ap. Jit jeded der Spiteme P, Q... Theil von einein
ver Syjteme A4, B, C..., und ijt jeded bder lebleren jujammen=
gefet aus ivgend welchen der evfteven, fo ijt

M(P 0Q...) =M B, Cui)

Der Beweid folgt aus 12, 14, 5.

16. Sob. Jft A = M (P, ¢), unb B= M (@, R), {o
it M (4, R) = M (P, B)

Beweis. Tenn nad) dem vorhergehenden Sabe 15 it jowohl
M (4, B) als M (P, B) = M (P, @, R).

17. Grtlirung. €in Ding g Heipt gemeinjamed Element
der Syjteme 4, B, C..., wenn ¢8 in jedem diefer Syjteme (aljo
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in 4 unbd in B und in C...) enthalten ijt. Ebenfo Geift ein
©pftem 7’ ein Gemeintheil von 4, B, C..., wenn T Theil
bort jebem Diefer ©pjteme ift, und unter der Gemeinfheit ber
Shiteme 4, B, C... verjtehen wir bas volljtindig beftimmte Syftem
G (4, B, C...), weldes aus allen gemeinjamen Glementen ¢
vont 4, B, C... befteht und folglich ebenfallz ein Gemeintheil der=
elben Syjteme ift. 2Wir lafjen aud) wieder den Fall 3u, dap nue
eint eingiges ©yftem A vorliegt; dann ift G (4) = 4 3u jeben.
€5 fann aber aud) der Fall eintreten, daj die Syfteme 4, B, C. ..
gar fein gemeinjames Glement, alfo aud) feinen Gemeintheil, feine
Gemeinbeit befiben; fie heipen dann Syfteme ofhue Gemeintheil,
und bdad Feiden & (4, B, C...) ift bedeutungslod (vergl. den
Sdlup von 2). Wir mwerden es aber faft immer dem Lejer iiber-
laffen, bei Gdfen {iber Gemeinfeiten die Bedingung ihrer Eriftens
binguzudenten und die vichtige Deutung diefer Sie aud) fiir den
gall der MNicht=Crifteny 3u finden.

18. ©ab. Jeder Gemeintheil von 4, B, C... it Theil von
64 B C...).

Der Beweid folat aus 17.

19. Caf.  Jever Theil von G (4, B, C...) it Gemeintheil
vorr 4,8, O+,

Der BVeweis folgt aus 17, 7.
20. ©ab. Jft jedes dev Syjteme 4, B, C... Ganzes (3)
bon einem der Shjteme P, Q..., jo ift
L Q..)3G (4, B, C...).
Beweis. Denn jedes Element von G (P, Q...) ift gemein-
james Glement von P, @..., alje aud) gemeinjames Glement von
e BEC s  ay-b, 1
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ADLLildung eined Syftema.

21. Grfldrung ™). Unter einex Abbildung @ eined Syftems
S witd ein Gefes verftanden, nad) weldhem ju jedem bejtimmien
Glement s von S ein beftimmtes Ding gehort, welded pad Bild
pon s Deit und mit ¢ (s) bejeichnet wird; wiv jagen aud), dap
@ (s) dem Glement s entipridht, dap ¢ (s) durcd) die Abbiloung
@ aud s entfteht ober erzeugt wird, dag s durch die Abbiloung
@ in @ (s) iitbergeht. Jjt nun 7" ivgend ein Theil von S, fo
ift in Der Abbildung ¢ bvon S jugleid) eine bejtimmte Abbildung
pon 7' enthalten, welde der Einfachheit wegen wohl mit demjelben
Qeidhen @ bejeichnet werden darf und bdarin befteht, dafy jedem
Glemente ¢ des Syftemd T dafjelbe Bild ¢ (¥) entjpricht, welches
¢t ald Glement bon S befit; jugleich joll das Syjtem, weldhed aus
affen Bildern @ (f) befteht, dad BVild von T’ heipen und mit @ (7)
bejeichnet twerben, wodurch auc) die Bedeutung von ¢ (S) evflart
ift. S ein Veijpiel einer Abbildung eined Syjtems ijt jchon die
Belegung feiner Elemente mit beftimmten Beichen oder Namen an-
sujeben. Die einfacdyite ALbildung eines Syftems ift diejenige, duvdy
welde jeded feiner Glemente in fidh) feldbft itbergeht; fie joll Ddie
identijche Abbiloung ded Spjtems Heipen. Der Vequemlichfeit
falber tollen tir in den folgenden Sdben 22, 23, 24, die fid)
auf eine Dbelicbige Abbildung ¢ eined Deliebigen Syjtems S be=
sichen, bie Vildber von Elementen s und Theilen 7' entjprechend durd)
s’ undb 7" Dbeseihnen; auperdem fepen iwiv fejt, dap tleine und
grope lateinijche Budhftaben ohne Accent imumer Elemente und Zheile
diejed Spftemd S bedenten jollen.

*) Bergl, Diridlet’s Borlejungen iiber Jahlentheorie, dritte Aujlage,
1879, §. 163.
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22. Gap*). Jjt 438, Jo ift 4'3 B,

Beweis. Denn jedes Glement von A’ ijt dag Bild eined n A4,
aljo aud) in B enthaltenen Elemented und ift folglich Glement von
L', w. 3 b. m.

23. Saf. Das Vil von M (4, B, C...) ijt M4, B, C"...).

Berweis. Bezeidhnet man dad Syftem M (A, B, C...), welded
nadh) 10 ebenfalls Theil von S ijt, mit I, jo ift jeded Element
jeined Bildes M’ dad Bild m' eined Clementes m von M; da
nun m nad) 8 aud) Glement von einem der Syjteme A4, B, C...,
und folglich m' Glement von einem der Syjteme A', B, C'...,
aljo nacd) 8 audy Glement von M/ (4", B', C'...) ijt, jo ijt nad) 3

M3IM A, B, C..)
ndeverjeits, ba A, B, C... nad)y 9 ITheile von MM, aljo 4', B, C'...
nadhy 22 Fheile von M’ {ind, jo ijt nad) 10 aud

8 (A54B, Gl M,
und Hievaus in Verbindbung mit dem Obigen folgt nad) 5 der ju
beweijende Saf

M= 8 (4 B O

24. Sap**). Daz Bilb jedes Gemeintheils von 4, B, C...,
aljo auch das der Gemeinheit & (4, B, C...) ijt Theil von
& (A, B 0%

Bereis. Denn daffelbe ift nad) 22 Gemeintheil von 4', B', C'...,
tooraud der Sab nad) 18 folgt.

25, Grflavung und Sah. Jft @ eine Abbilbung eined
Gyjtemd S, und ¢ eine ADbildung ded Bilbes S' = ¢ (S), o
entjpringt hievausd immer eine aud ¢ und ¥ yujammengejehte )
Abbildung @ von S, welde davin bejteht, daf jedem Elemente s
bon S dag Bild

0(s) = (s) = v (p(s))

*) Wergl. Saly 27. **) BVergl, Sal 29. *k%) Gine Vertvedjelung
diejer Bujammenjeung von Abbilbungen mit devjenigen der Syjteme von
Glementen (8) ift wohl nidht ju Dbefiivdten.
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entjpridht, wo wieder @ (s) = s’ gefetit ift. Dicfe Abbildung 7
fann fury durd) bas Symbol . ¢ oder ¥ ¢, dag Bild  (s) durch
Y@ (s) begeihnet werden, wobei auf die Stellung der Beichen
@, ¥ woll ju adjten ift, weil das eihen ¢ im Ullgemeinen
bedeutungslo ift und nur dann einen Sinn fHat, wenn P (5)38S
ift. Bebeutet nun y eine Abbildbung des Syftems v () = v ¢ (S),
und n bdie aud ¥ und z jujommengefeste Abbilbung y ¥ bded
©yjtemzd &', fo ift 20 (s) = x v (s) = 4 (s') = no (), aljo
ftimmen bie sujommengejesten Abbildungen y0 und n o fiir jedesd
Glement s bon S mit einander iiberein, d. h. 3 ift y0 = y .
Diefer Sah fann nad) der Bedeutung von O und 5 fiiglich duch

1Ye = 3v.9
audgedriidt, und diefe aus ¢, ¥, x jujammengejeste Abbiloung Fanrn
tury durd) z @ Dejeichnet werden.

§. 3i

Uehnlichteit einer ADGLildung. Wehnlide Syfteme.

26. Grfldrung.  Gine Abbilbung ¢ cines Syjtemd S heift
d)nlid) (oder beutlich), wenn verichiedenen Glementen a, b desd
Syftem3 S ftets verjdhicdene Bilder o/ = @ (@), ¥’ = @ (b) ent=
fpreden. Da in diefem Falle umgefehrt aus ' — ¢ ftets s = ¢
jolgt, jo ift jebes Glement bes Syftems S’ = ¢ (S) das Bild s’
bon eintem eingigen, bollftindig beftimmten Glemente s bed Syjtems S,
und man fann daher ber ALbilbung ¢ von S eine umgetehrte,
ettva mit @ zu bezeidhnende Abbildung des Syjtemsd S’ gegeniiber=
jtellen, weldje davin befteht, dafs jedem Elemente s’ von S’ bas Bild
@ (s") = s entjpricht, und offenbar ebenfalls dhnlich ift. ©3 leud)let
ein, dap @ (8') = S, bap ferner ¢ die 3u @ gehorige umgelehrte
Abbiloung, und dap die nad) 25 aus @ und P ujammengejeiste
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Abbildung G @ die identijdhe Abbildung von S ift. (21). Bugleid
ergeben fich folgende Grgdngungen ju §. 2 unter Beibehaltung der
bortigen Bezeidnungen.

27. €ap*). It 438, o ift 435

Beweis. Denn wenn a ein Glement von 4, jo ift o’ cin
Glement von A, aljo aud) von B', mithin = &', 1o b ein Element
pon B; da aber aud a' = b’ immer @ = b folgt, fo it jedcd
Glement @ von A aud) Clement von B, w. 3 b w.

28. ©ap. 3t A' =B, o ift 4 = D.

Der Beweid folgt aud 27, 4, 5.

99, ©ap**). It G=6G (4, B, C..), jo ilt

G = 04, B, Cl2).

Beweis. Seded Glement von @ (4, B, C'...) ijt jedenfall
in S’ enthalten, aljo das Bild ¢’ eine3 in S enthaltenen Elementez g5
ba aber ¢' gemeinjamed Glement von A', B', C'... ift, o mug g
nad) 27 gemeinjames Glement von 4, B, C..., aljo aud Glement
von @ fein; mithin ijt jedes Glement von G(4', B, C'...) Bild
cined Glemented ¢ von &, aljp Element von G', d. h. ¢8 ijt
® (4, B, ¢'..)3 G, und Bievaus folgt unjer Sap mit Riid=
fiht auf 24, 5.

30. Sah. Die identifche ALDildung eines Syjtems ift immer
eine dhnliche Abbildung.

31. ©ap. it @ eine dhnliche Abbildbung von S, und 9 eine
dfnliche Abbilbung von @ (S), jo ift die aud ¢ und P jujammens
gefebte ALLIDING Y von S ebenfalld eine dhnliche, und die u=
gehorige umgetehrte Abbilbung vo it = @ P.

Beeid. Denn verjdyiedenen Elementen @, b von S entjpredien
verfchicdene Bilder @' = ¢ (a), b’ = @ (b), und Ddiejen iwieder
verjdhiedene Bilder ¥ (a) = v (a), ¥ @) = v e (b), aljo ijt

*) Bergl, Sapy 22 **) Bergl, Saty 24,
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Yo eine dhnlihe Abbildbung.  Auperdem geht jedes Glement
Yo (s) =v(s) ded Syjtems Yo (S) durd) T in ¢ = ¢ (s)
und diefed durd) @ in s iiber, aljo geht v g (s) durd) PP in s
itber, w. 3. 0. w.

32. Crlldrung. Die Spjteme R, S heifen ahnlidh, wenn es
cine derartige dhnliche ALDildung @ von S giebt, daf @ (S) = L,
alfo aud) @ (R) = S witd. Offenbar ift nach 30 jedes Syjtem
jih jelbjt ahnlich.

33. ©Gab. Gind R, S dhnliche Syjteme, jo ijt jedes mit R
dhnliche Syjtem @ audy mit S ahnlid.

Beweis. Denn find @, ¢ foldhe dhnliche Abbildbungen von
S, R, bag ¢ (S) = R, ¥ (R) = @ wird, jo it (nadh 31) Yo
eine foldhe dhnliche AbDilbung von S, dbag v (S) = @ wir,
. 3 b. w.

34. Grfldvung. Man fann daher alle Syjteme in Glajjen
eintheilen, indbem man in eine beftimmte Glaffe alle und nur die
Syjteme @, R, S... aufnimmt, welde einem Beftimmten Syjtem R,
pem Reprafentanten der Glaffe, dbhnlich find; nach dem vorher=
gehenden Sae 33 dndert fich die Clafje nicht, wenn irgend ein
anderes, ihr angehoviges Spjtem S ald Neprdjentant gewdphlt wird.

30. Gap. Sind R, S dbhnliche Syjteme, jo ift jeder Theil
bon S aud) einem ZTheile von R, jeder edhte ITheil von S auch
einem edyten Theile von R dhnlid.

Beweis. Denn wenn ¢ eine  dhnlicde Abbilbung von S

¢

@ (S) =R, und T3S ijt, fo ijt nady 22 das mit 7 ahnlice
Syitem @ (T)3 R; ift ferner 7' edhter Zheil von S, und s ein
nidt in 7' enthaltenes Glement von S, fo fann dag in R enthaltene
Clement @ (s) nad) 27 nicdht in ¢ (7) enthalten fein; mithin ijt
@ (Z') echter Fheil von I, w. 3. b. w, -
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8. 4.

Abb6ildbung eined Syftemsd in jih jelbik

86. Grfldvung. Jft @ eine dhnliche oder undhnliche Abbilbung
eined Spftemd S, und @ (S) Theil eined Syjtemd Z, o nennen
wiv ¢ cine Abbilbung von S in Z, und wir jagen, S werde durd)
@ in Z abgebildet. 2Wir nennen bdafer ¢ eine WDbildung ded
Syjtemd S in fid) felbjt, wenn ¢ (S)3 S iff, und twir wollen
in diefem Paragraphen die allgemeinen Gejeke einer jolden Ab-
bildbung ¢ unterjuchen. Hievbei Ledienen wir und derjelben Bezeid=
nungen wie in § 2, indem wir wieber ¢ () =, @ (L) = T
jeben.  Diefe Bilver s, 7" find jufolge 22, 7 jebt jelbjt tviedev
Glemente pder heile von S, tie alle mit lateinijhen Budjtaben
bejeichneten Dinge.

37. Grigrung. XK feifpt eine Kette, wenn K'3 K it. Wi
bemerten augbritdlich, baf diefer Name dem Theile K dez Syftems S
nidt etwa an fid) zufommt, fondern nur in Beiehung auf bie
beftimmte Abbildbung ¢ ertheilt wird; in Bejug auf eine andere
Abbildbung des Syftems S in fidh felbft fann K jehr twohl feine
Stette fein.

38. ©Sap. S ijt eine Kette.

39. Sap. Daz BVild K’ einer Kette K it eine Sette.

Beweid. Denn aud K3 K folgt nad) 22 audy (K')'3 K,
. 3 b. w.

40. Sap. St A Theil einer Kette K, jo ijt audy 4’3 K.

Betweiz, Denn aud A3 K folgt (nadh 22) A'3 K', und da
(nach 37) K'3 K ift, fo folgt (nach 7) A'3 K, w. 3. b. w.

41. Ga. Jft das BVild A" Theil einer Kette L, fo giebt e3
eine Sette K, welche den Bedingungen A3 K, K'3 L geniigt; und
swar it M (4, L) eine jolche Kette A
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Beweis. Sebt man wirklih) X = M (A4, L), jo ift nad 9 die
cine Bedingung 43 K erfiillt. Da nad) 23 ferner K’ = @1 (4, L"),
und nad) Annahme A'3 L, L'3L ift, fo ift nadhy 10 aud) bie
andeve Bedingung K'3 L erfiillt, und Hievaus folgt, weil (nad) 9)
L3 K ift, audy K'3 K, b. §. K it eine Sette, 1o, 3. b. .

42. Sap. CGin aud lauter Retten 4, B, C... jujommen=
gefebtes Spjtem DI it eine Sette.

Beweis, Da (nadh 23) M' = M (4, B, C'...), und nad)
Annafme 4’34, B'3B, C'3C... ift, fo folgt (nach 12) M'3 M
. 3. b. .

43. Sah. Die Gemeinheit G von lauter Ketten 4, B, C...
ijt eine Sette. :

Beweid,. Da G nad) 17 Gemeintheil von 4, B, C..., aljo
G’ nad) 22 Gemeintheil von 4’, B, C'..., und nad) AAnnahme
A'34, B'3B, C'3C... i, jo ift (nadh) 7) G’ aud) Gemeintheil
bon 4, B, C... und folgli) nach 18 aud)y ITheil von G, 1. 3. b. w.

44. Grfldrung. Jjt 4 ivgend ein FTheil von S, jo wollen
toiv mit 4, die Gemeinbeit aller derjenigen Ketten (3. B. S) bea
seidhnen, von welden A Theil ift; diefe Gemeinbeit A, exiftict
(vergl. 17), weil ja A felbft Gemeintheil aller bdiefer Setten ift.
Da ferner A, nad) 43 ecine Kette ift, jo wollen wir A, die Kette
ves ©yftems A ober fury bdie RKette von A nennen. Aud
diefe Crfldrung besieht fidh durdjaus auf bdie ju Grunde liegenbde
beftimmte Abbildung ¢ bded Spjtems S in fidh jelbft, und wenn e3
jpiter der Deutlichteit wegen nothig wird, fo wollen wir ftatt A,
licber Dag Feidhen ¢, (A) feben, und ebenjo werben wir die einer
andeven Abbilbung @ entjprechende Kette von A mit @, (A) be-
seidnen. 3 gelten nun fiiv diefen fehr widhtigen Begriff bie
folgenden Giife.

45. Gap. ©3 ift 434,

Beweis. Denn A4 ift Gemeintheil aller derjenigen Ketten, deven
Gemeinbeit 4, ift, woraus dev Sah nad) 18 folgt.
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46. ©Gap. G5 ijt (4,)' 3 4.

Beweid. Denn nad) -4 ift A, eine Kelte (37).

47. Sah. Jjt A Theil einer Kette K, jo ift aud) 4,3 K.

Veweid. Denn A, ijt die Gemeinheit und folglich aud) ein
Gemeintheil aller der Stetten K, von denen A ITheil ijt.

48. Bemerbung. Man itberzeugt ficd) leiht, dap ber in 44
erflarte Vegriff der fette A, durd) die vorftehenden Sihe 45, 46,
47 volljtandig Qarvatterifict ijt.

49, Sah. Es ijt ;I'-?(f]'ﬂ'}'

Der BVeweid folgt aud 45, 22.

50. ©af. €3 ift A'3 A..

Der Veweid folgt aus 49, 46,

51. Sab. [t A cine Kette, o 1|t Ayi=:A.

Beeis. Da A Theil der Kette A4 ijt, jo it nadh 47 aud
A,3 A, woraus nad) 45, 5 der €af folgt.

52. ©ab. Jft B34, {o ift B3 A,

Der Veweid folgt aus 45,

53, Sap. Jft B3 A4, jo it B,3 4, und umgetehrt.

Veweid, Weil A, eine fette ijt, o folgt nad 47 aus B3 4,
audh B,3 A,; umgefehrt, wenn By3 4., fo folgt nad) 7 aud
B3 A4, weil (nad) 45) B3 DB, it

54, Sab. Jit B34, 111 it B3 4,

Der Beweid folgt ausd 52, 53.

55. €ap. it B3 4. jo it aud) B'3 4,.

Veweis. Denn nad) 53 ift B,3 4, und dba (nad) 50) B'3 L,
ift, jo folgt der zu beweijende Sap aus 7. Daffelbe ergiedt {ich,
ie leicht ju fehen, aud) aud 22, 46, 7, oder aud) aud 40.

56. ©ap. Jit B34, o ift (Bo) 3(4.)-

Der Veweid felgt aud 53, 22.

57. ©ap und Crfldvung. €8 ift (4,) = (4")e, d. §. dad
Bild ber fette von A ijt Fugleich) die Kette des Bildes von A.
Man fann daher diejes Syftem fury duvd) A, begeidnen und nad

|
|
/)
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Relichenn daz Settenbild oder die BVilbfette von A nennen.
Nad) der deutlicheren in 44 angegebenen Bezeichnung wiltde Dder
Sap durdh) @ (@, (A) = @, (¢ (4)) ausjudriiden jeirn.

Beweis. Sept man jur Abtiirgung (4), = L, jo ift L eine
Rette (44), und nad) 45 ijt A'3 L, mithin qiebt e nad) 41 emne
fette K, welhe den Bedingungen A3 K, K'3 L geniigt; Dieraus
folgt nach 47 aud) 4,3 K, aljo (4,)'3 K, und folglidh nad) 7
aud) (4o)'3L, d. D

(4,) 3 (4"
Da nad) 49 ferner A'3(A4,), und (Ao) nad) 44, 39 cine Kette
ijt, jo ift nach) 47 aud

("lf}frg (*‘]o):
woraud in Verbindbung mit dem obigen Ergebnify. der ju beweijende
Sap folgt (5).

58. Say. G5 ift 4, = M (4, 4;), 0. b. die SKette bon 4
ift sujommengejet aus A und der Bildlette von A.

Beweis. Seht man jur Abfiiryung wieder

L=A4,=(4,) = 4 und K= M (4, L),
fo ift (mad) 45) A’'3 L, und da L cine Stette ift, jo qilt nad) 41
dafjelbe von K; da ferner A3 K ift (9), jo jolgt nad) 47 aud)
A,3 IK.
Andererfeits, da (nad) 45) 43 4,, und nad) 46 aud) L3 A,, fo
ift nady 10 aud
K3 A,
woraud in Verbindung mit dem obigen Evgebnip der ju Detveijenve
Sap 4, = K folgt (5).

59. Gaf ber bolljftandigen [nduction. lm ju beweijen, dap
bie Sette A, Theil ivgend eines Syftemd X ijf — mag lebteres
Fheil von S fein oder nidht —, geniigt €5 3u jeigen,

o. bap A3 X, und

6. baf bas Bild jedes gemeinjomen Glementes von A, und
Y cbenfalld Element von X ift.
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Reteis. Denn wenn o waht ift, jo exijtivt nady 45 jedenfalls
bie Gemeinheit G = @ (4o, 3), und jwar ift (nad) 18) A3 &
pa auperdem nad) 17

G334,
ift, fo ift G- audy Theil unferes Syjtemsd S, welches durd) ¢ in
fich felbjt abgebildet ift, und sugleich folgt nad) 55 audy G'3 4,.
TR nun 6 ebenfalld wahr, d. §. wenn G'3 3 ijt, jo mup G’
ald Gemeintheil der Syjteme A,, ¥ nach 18 Theil ihrer Gemein=
feit G fein, d. §. G iit eine Sette (37), und da, wie jchon oben
bemerft, 43 G ijt, jo folgt nac) 47 aud

Ao &
und Bieraud in Verbindung mit dem obigen Ergebnip G— A4,
aljo nady 17 auchy 4,3 X, w. 3. b w.

60. Der vorjtehende Sap bildet, wie fich fpiter zeigen titd,
bie wiffenjdaftliche Grundlage filx die unter dent Namen der boll=
ftandbigen JInduction (ded Shlufjed von 7 auf » -+ 1) befannte
Rereizart, und er fann aud) auf folgende Weife audgejprodjen
werden: lm 3u beweijen, daf alle Glemente der SKette Ao eine
gewijje Cigenjdaft € befien (odev dap ein Sap $, in weldem
bon etnem unbeftimmten Dinge n die Rede ift, wirkli) fitr alle
Glemente n dev Kette A, gilt), geniigt e3 ju 3eigen,

0. dap alle Glemente o des Syjtems A die Cigenjdaft €
Defitien (oder dap $ fitr alle @ gilt), und

6. bafy dem Bilde 2 jeded foldhen Elemented » von A, weldes
bie Gigenjchaft € befibt, diejelbe Gigenjchaft € sufommt (oder dap
der Say &, fobald er fite ein Clement » von A, qilt, gewip aud
fiir deflen Bild ' gelten mufp).

Yn der That, bezeihnet man mit X Ddad Syftem aller Dinge,
weldye die Cigenjdaft € befiben (oder fiiv welde dex Sa $ gilt),
jo Teuchtet die vollftdndige Uebereinftimmung ber jehigen Ausdruds-
weife ded Sabes mit der in 59 gebraudyten unmittelbar em.

61. Sa. Dic Sette von M(4, B, C...) it M (4., B, Cs...)-

i
|
|
i
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Veeis. Beyeichnet man mit M dad erjtere, mit K das lebiere
Syftem, jo ift K nady 42 eine Kette. Da nun jedes der Syjteme
A, B, C... nad) 45 Theil von einem der Syjteme A, By, G5
mithin (mach 12) M3 K ijt, jo folgt nad) 47 aud

M,3 K.
Undeverfeits, da nac) 9 jedes der Syjteme A, B, C... Zheil bon
M, aljo nad) 45, 7 auch) Theil der Kette M, ift, jo mup nad) 47
aud) jebes ber Syfteme A,, B,, C,... Theil von Mo, mithin nad) 10
K3 M,
jein, woraud in Verbindung mit dem Obigen Dder 3u bereijende
M, = K folgt (5).

62. Ga. Die Kette von G (4, B, C...) it Theil von
& (4, B, o)

Beweis. Bezeihnet man mit G dasd erfteve, mit L dad lebtere
Syjtem, jo ift K nad) 43 eine Stette. Da nun jedes dev Euﬁmw
A,, B,, C,... nad) 45 Ganged von einem der Syfteme 4, B, C..
mithin (nad) 20) G3 K ijt, jo folgt aud 47 dev ju beweijende
S G,3 K.

63. Gap. St K'3L3K, alfo K eine fette, jo ift aud L
eine Kette. Jft diefelbe echter Theil von K, und U ba3 Syjtem
alfer devjenigen Glemente von I die nidht in L enthalten find, ift
forner die Sette U, edhter Theil von K, und ¥ das Syjtem aller
derjenigen Clemente von K, bdie nidht in U, enthalten find, jo ijt

=M (U, V) und L= MU, V). it emdliy L = K,
o ijt V3 V.

Der Veweis diejes Sabes, von dem twiv (wie bon den beiden
borhergehenden) feinen Gebraud) machen werden, mige dem Yejer
iiberlajjen Dleiben.
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8. b.
Dad Endlidhe und Unendlide

64. Grflarung*®). Gin Syjtem S heipt unendlid), wenn
¢ cinem echten Theile feiner felbjt dhnlich ift (32); im entgegen-
gejeten Falle Heipt S ein endliched Spitem.

65. Sap.  Jeded aud eimem eingigen Clemente Deftehende
@yjtem ift endlid).

Beweis. Denn ein joldhes Syjtem befibt gar feinen edjten
Kheil (2, 6

66. ©af. €35 giebt unendlide Syjteme.

Betweis *¥).  Meine Gedantentvelt, d. §. bdie Gejammibeit S
aller Dinge, weldhe Gegenftand meines Tenfens fein fonnen, ift
unendlid). Denn wenn s ein Element von S bebeutet, o ijt der
Gicdanfe s’, dap s Gegenftand meined Denfend jein fanu, jelbft ein
Glement von S. Sieht man dajjelbe als Bild ¢ (s) ded Elemented
s an, {o Hat daher die fﬁcr“mrd; beftimmite Abbilbung g von S die
Gigenjchaft, dap daz Bild S’ Theil von S ift; und war ift S
editer Theil von S, ]m‘!.[ ¢35 in S Glemente giebt (3. B. mein
eigened ), weldhe von jebem joldhen Gedanfen s verjdhieden und
oedhalb nidht in S’ enthalten jind. Endlich leudhtet ein, dap, wenn

*) 9Bill man den BVegriff dhnlicher Syfteme (32) nicht benuken, jo mup
man jagen: S Heift unendlich, wenn ed einen edyten Theil von S giebt (6),
in weldem S fid) deutlidhy (dhnlidh)) abbilben ligt (26, 36). Jn diejer Form
habe idy die Definition ded Unenvlidhen, weldhe den §ern meiner ganjen
Unterfudhung bilvet, im September 1882 Herrn ©. CGantor, und jdon
mehrere Nabhre friiher aud) den Herren Sdwary und TWeber mitgetheilt.
Alle anderen mir befannten Vexrjudie, dad Unendlide vom Endlichen ju unter:
jcheiven, jcheinen mir jo wenig gelungen su jein, da id) auj eine Fritit der-
jelben verzidhten ju diivfen glaube.

#%) Eine dhnlidge Betradytung findet fih in §. 13 der Paradorien bded
Unendlichen von Bolzano (Leipjig, 1851).
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@, b veridiedene Clemente von S find, auch ihre BVilder o/, ' ver-
Jhieden find, bap aljo die Wbbilbung ¢ eine deutlidhe (dhnliche)
it (26). Mithin ift S unendlich, w. 3. b. 1w.

67. Sap. Sind R, S dhnliche Syjteme, fo ift B endlich
oder unendlid), je naddem S endlich ober unendlicdh ijt.

Beweid. Jjit S unendlich), aljo dhnlid) einem echten Theile S’
feiner felbft, fo mup, wenn B und S dhnlidy find, S’ naf 33
ahnli) mit B und nad) 35 jugleih dhnlich mit einem echten
Zheile von R fein, welder mithin nady 33 felbft dhnlich mit R
ilt; aljo ift B unendlid), w. 3. b. mw.

68. Sab. Jedes Syftem S, welded einen unendlidhen ITheil
T bejit, ift ebc_nfuﬁ:ncnb[idj; oder mit anbderen LWorten, jeder
Theil eines enbdlicjen Syftems ijt endlidh. '

Beweid, Jft 7' unendlich), giebt e5 alfo eine foldhe ahnlicke
Abbilbung ¥ von 7', daf ¢ (L) ein echter Theil von 7' wird, jo
fann man, wenn 1" Theil von S ift, dieje Abbildung ¥ ju einer
Ubbildung @ bon S evtveitern, indem man, wenn s irgend ein
Element von S bedeutet, @ (s) = ¥ (s) oder @ (s) = s febt, je
naddem s Clement von 7' ift oder nidht. Diefe Wbbiloung g ijt
eine dhnliche; bedenten namlich @, b verjhicdene Glemente von S,
fo ift, wenn fie gugleich in 7' enthalten jind, das Bild @ (@) =1 (a)
berjdjieden von dem Bilde ¢ (b)) = v (B), weil ¥ eine dbhnlicye
Ubbilbung ift; wenn ferner @ in 7, b nidht in 7 enthalten ijt, fo
ift @ (a) = ¥ (a) verjhieden von @ () = b, weil ¥ (a) in T
enthalten ift; wenn endlich) weder a nod) & in 7' enthalten ift, fo
it ebenjall3 ¢ (a) = a verjidieden von ¢ () = b, was ju jeigen
war. Da ferner ¢ (I') Theil von 7, aljo nad) 7 aud) Theil von
S ijt, jo leudytet ein, dafp aud) @ (S)3 S ift. Da endlidhy ¢ (7))
echter Theil von T' ift, fo giebt e3 in 7, alfo audh) in S ein Gle-
ment ¢, welded nicht in ¥ (') = @ (I') enthalten ift; da nun
bad Bild @ (s) jeded nicht in 7' enthaltenen Clemented s felbft = s,
aljo aud) von ¢ verjdjicven ift, jo fann ¢ iberhaupt niht in @ (S)
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enthalten fein; mithin ift @ (S) edter Theil von S, und folglid)
it S unendlich, w. 3 b. .

69. ap. Jedes Syitem, weldyes einem Theile eined endlichen
Shjtems dhnlich ift, ift jelbft endlich.

Der Beweid folgt aus 67, 68.

70. ©af. Jft @ ein Clement von S, und ift der anbegriff 7°
aller von @ verjdiedenen Elemente von S endlidy, {o ift aud)y S
endlid).

Beweis. Wir haben (nad) 64) 3u jeigen, daf, wenn ¢ irgend
eine dhnliche ALbilbung von S in fich felbft bedeutet, das Bild
@ (S) oder S’ niemals ein echter Theil von S, jondern immer = S
ijt. Offenbar ift S = M (a, T), und folglih nady 23, wenn die
Bilder wieder durd) Accente beyeichnet werden, S’ — 44 («' 1),
und tegen der ehnlichfeit der Abbildung o ift ¢’ nidht in 77
enthalten (26). Da ferner nad) nnahme S'3 S ift, jo mup o
und ebenfo jeded Glement bon 77 entweder — a, ober Glement

bon 7' fein. Wenn daher — twelchen Fall wiv sunicdjt behandeln -

wollen — a nidht in 7" enthalten ift, fo mupp 7’3 7' und folglich
I" = T fein, weil ¢ eine dhnliche Abbildung, und weil 7' ein
endliches Syftem ift; und da @', wie bemerft, nidgt in 77, b. .
nidt in 7" enthalten ift, fo mup o’ = @ fein, und folglich) ift in
diejem Falle wirfli) S’ = S, wie behauptet war. m entgegens=
gejesten Falle, wenn @ in 77 enthalten und folglich das Bid ¥’
eine3 in I' enthaltenen Glementes & ift, wollen wir mit U den
Snbegriff aller derjenigen Glemente w von T' begeichnen, weldhe von
b veridhieden find; dann it 7' = M (0, U), und (nad) 15)
S=M(a b U), aljo 8" = M (¢, a, U'). Wir bejtimmen
nun eine newe bbildung ¥ von 7', indem wir () = a’ und
allgemein ¥ (u) =’ feben, wodurd) (nach 23) ¥ (7)) = M (a', U")
witd. Offenbar ijt 1 eine dhnliche Abbilbung, weil @ eine joldye
war, und weil a nidt in U, alfo aud) a’ nidht in U’ enthalten ijt.
Da ferner @ und jedes Element u verjchieden von & it, jo mup

Q#*
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(wegen der ehnlichteit bon @) audhy &’ und jeded CElement '
perjchieden bon e und folglih in 7' enthalten fein; mithin ijt
Y (I)3T, und da T endlidh ift, fo mug ¥ () = T, aljo
M (o, U) = T fein. Hieraus folgt aber (nach 15)

M, e U)=M@ 1),
b. . nad)y bem Obigen S’ = S. Wljo ift aud) in diejem Falle
pev erforderliche Vetweis gefithrt.

§. 6.

Cinfad) unendlide Syfteme. Neihe der natiivliden
Jahlen.

71. Grfldrung. Cin Syftem N Deipt einfad) unendlid),
twenn e3 eine jolde dhnliche ALbilbung @ von N in fidh felbijt
giebt, dap N al3 Rette (44) eined Clemented exjheint, welches nicht
in @ (N) enthalten ijf. Wir nennen bdied Glement, dad wir im
Solgenden durd) dad Symbol 1 beyeidhnen twollen, dad Grund-
element bon N und jagen jugleid), dad einfad) unendliche Syjtem N
fei burd) diefe AbbLilbung @ geordnet. Behalten wir die friiheven
bequemen Bezeihnungen fiiv die Bilder und Ketten bei (§ 4), jo
Defteht mithin dad 2Wejen eined einfad) unendlidhen Syjtems N in
der Gyifteny einer Abbildung @ bon N unbd eined Glementes 1, die
oen folgenden Bedingungen ¢, B, ¢, 0 geniigen:

o NS N,

B ENE—H1

y. Dag Clement 1 ift niht in N
0. Die Abbilbung ¢ ijt dhnlid.

Offenbar folgt aud e, ¢, &, bdafy jeded einfacdh unendlidye
Spjtem N witli) ein unendlithed Shjtem ift (64), weil ed einem
echten Theile N’ feiner felbjt dbhnlich ijt.

72. ©af. JIn jedem unendlihen Syjteme S ijt ein einfad)
unendlidhed Syjtem N als Theil enthalten.

enthalten.
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Veweis. G5 giebt nad) 64 eine foldhe dhnliche Abbildbung
bon S, dap @ (S) oder S’ ein ehter Theil von S wird; e3 giebt
aljo ein Glement 1 in S, weldes- nicht in S’ enthalten ift. Die
Sette N = 1,, welde diefer Abbidung ¢ des Syftems S in fid
jelbit entjpridyt (44), ijt ein einfad) unendliches, durd) ¢ geordmeted
Syjtem; denn bdie darafteriftijen Bedingungen «, B, p, 0 in 71
jind offenbar jammtlich exfiillt.

73. Cuflavung. Wenn man bei der Betradhtung eined einfadh
unendlichen, durd) eine Abbildung ¢ geordneten Syjtemd N von
der bejonderen Bejdajfenheit dev Elemente ginlich abfieht, lediglich
thre Unterfheidbarteit fefthdlt und nur die Beziechungen auffapt, in
die fie durd) die ordnende Abbildung @ 3u einander gefest find, jo
Deien dieje Clemente natiivliche 3ahlen oder Ordinalzahlen
oder aud) jdhlechthin Jahlen, und das Grundelement 1 Heift die
Grundjahl der Zahlenveihe N Jn RNiidficht auf dieje’ Be-
freiung der Elemente von jedem anderen Jnhalt (Abjtraction) fann
man die Jahlen mit Recht eine freie Shopfung ded menjchlichen
Geiftes nennen.  Die Begiehungen oder Gefebe, weldhe gang allein
aud den Vedingungen o, B, , & in 71 abgeleitet twerden und des-
halb in allen geordneten einfach unendlichen Syjtemen immer die=
jelben find, wie aud) die den eingelnen Elementen jufillig gegebenen
Namen lauten migen (vergl. 134), bilden den nidjten Gegenftand
per Wijjenjdhaft pon den Bahlen oder der Arithmetik.
Aus den allgemeinen BVegriffen und Siigen ded § 4 diber Ab-
bilbung eined Syjtems in {ich feloft entnehmen twiv yunddjt un=
miftelbar die folgenden Grundjie, wobei unter @, b... m, n...
jtets Glemente von N, aljo Zahlen, unter 4, B, C... Theile bon
N, unter a', b'... m', ... A", B, C'... die entjpredenbden
Bilder verftanden tverden, welde durch die ordnende Abbilbung ¢
erjeugt und ftetd ieber ('S‘-iemuntc oder Theile von N find; dasd
Bild »' einer Jahl n wird aud) die auf » jolgende Fahl ge=
nmannt.

[
i

i
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74. Saf. Jede Zahl = ift nadh 45 in ihrer Kette n, ent-
Dalten, und nad) 53 ift die BVedingung n3m, gleidhwerthig mit

o3 M,
75. ©ab. Bufolge 57 ift n, = (n,) = ('),
76. ©ab. Jufolge 46 ift ng3 n,.
77. ©ab. Bufolge 58 ift n, = AL (n, ny).

78. ©ap. €8 ift N= M (1. N'), aljo ift jebe vom Der
Grundzahl 1 verjchiedene Jahl Clement von N’, b. 5. Bild einer
Bahl.

Der Beweid folgt aug 77 und 71.

79. ©ab. N ijt die eingige Sahlenfette, in welder die Grund-
3ahl 1 enthalten ift.

Beweis. Denn wenn 1 Glement einer Bahlentette K ift, o
ijt nac) 47 die yugehdrige Kette N3 K, folgli) N = K, weil jelbit-
petjtandli) K3 N ijt.

80. ©af der vollftandigen JInduction (SHlup von n auf »').
Um 3ju beweijen, daf ein Sap filv alle Zahlen n einer Kette m,
gilt, geniigt e 3u zeigen,

0. daB er fiilt » = m gilt, und

0. bap aud ber Giiltigleit de3 Sahed fiir eine Bahl » ber
Sette m, fletd jeine Giiltigkeit aud) fitr die folgende Bahl »’ folgt.

Diesd ergiebt f{ich unmittelbar aud dem allgemeineren Sabe
59 oder 60. Am hiufigften wird der Fall auftveten, wo m = 1,
aljo m, die bolle Babhlenveihe N ift.

8.7,

Gropere und fleinere Jahlen.

81. Gab. Jede Zahl » ift verjdhichen von der auf fie folgen-
den Japhl »',
Betveid durd) vollftandige Jnduction (80). Denn
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0. der Sap ijt wahr fiir die Zahl » =1, weil fie nicht
in N’ enthalten ijt (71), wdhrend die folgende Bahl 1’ als Bild
per in N enthaltenen Zafl 1 Glement von N’ ift.

6. Sft der Sa wahr fiiv eine Jahl 2, und jeht man Ddie
folgende Bahl ' = p, jo ift » verjdieden bon p, woraud nad)
926 wegen der Nehnlicyfeit (71) der ordnenden Abbildbung ¢ folgt,
bai 2, aljo p verjchieden bon p' ift. Mithin gilt der Saf aud
fitr die auf » folgende Jahl p, w. 3. b. 1.

82. Cah. Jn der Bildfette n; einer Jahl = ift zwar (nad
74, 75) deren Bild #/, nicdht aber die Jaht n felbjt enthalten.

Beweis durd) vollftdndige Jnduction (80). Denn

0. ber Saf ift wafhr fiix » = 1, weil 15 = N', und teil
nad 71 die Grundzahl 1 nicht in N’ enthalten ift.

6. it ber Sap wabhy fitr eine Jahl =, und jeht man toieder
n' = p, fo ijt = nidt in p, enthalten, alfo verjchieden bom jeder
in p, enthaltenen Bafhl g, worausd wegen der Aehnlichfeit von @
folgt, Dafp ', aljo p verjdieden von jever in po enthaltenen Jahl ¢,
alfo nicht in p, enthalten ift.  Mithin gilt der Sap aud) fiiv die
auf »n folgende Jahl p, w. 3 b. w.

83. ©ap. Die Bildfette ny ift echter Theil der Kette 2,

Der Vetweid folgt aus 76, 74, 82.

84, Sap. Aud m, = n, folgt m = n

Beweid. Da (nad) 74) m in m, enthalten, und

m; = n, = M (n, 1)
ift (77), jo miifte, wenn der Saf faljdh, aljo m verjdyieden von
toive, m in ber Rette ), enthalten, folglich nad)y 74 aud) m,3 1o,
D. B m,3n, fein; da died dem Sape 83 widerjpricht, jo ift unjer
©ab bewiejen.

85. ©ap. Wenn bdie Jahl » nidt in der Jahlentette K

enthaiten ijt, jo ift K3 ns.
Veweis durch vollftandige Induction (80). Demu
e. ber Sap ift nadh 78 wabhr fiix n = 1.
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a. Jft der Sap wabhr fiiv eine Jahl n, jo gilt ex audy fiir
die folgende Bahl p = »'; benn wenn p in der Bahlenfette K
nidt enthalten ijt, jo fann nad) 40 aud) » nidgt in K enthalten
fein, und folglich it nad) unferer Wnnahme K3x,; da nun
(nady 77) mo = po = M (p, p;), aljo K3 MK (p, p,), und p
nidht in A enthalten ijt, jo mup K3 p, jein, w. 3. b. w.

86. ©ah. Wenn bdie Fahl = nidht in der Bahlentette I
enthalten ijt, wobl aber ihr Bild , jo ift K = n).

Beweid. Da n nidht in K enthalten ift, jo ift (nac) 85)
K3 no, und dba 2'3 K, jo ift nad) 47 aud) n, 3 K, folglid)y K = n),
w. 3 b. . :

87. ©ah. JIn jeder Bahlenfette K giebt e5 eine und (nad) 84)
nur eine Fahl &, deven Kette &, = K ijt.

Beweid. Jft die Grundzahl 1 in K enthalten, jo ift (nad) 79)
K= N=1, Jm entgegengejeten Falle jei Z dad Spjtem
aller nidht in K enthaltenen Jahlen; da die Grundjahl 1 in Z
enthalten, aber Z nur ein. edter Theil der Bahlenrveihe N ift,
jo fann (nad) 79) Z feine Rette, d. §. Z' fann nidht Theil von
Z jein; e3 giebt dafer in Z eine Zahl =, deven BVild »' nidht
in Z, aljo gewip in K enthalten ijt; da ferner n in Z, alio
nidt in K enthalten ift, fo ift (nach 86) K = m,, aljo &k = #»/,
w. 3 b. w.

88. ©a. GSind m, n verjdhicdene Jahlen, jo it eine und
(nach 83, 84) nur eine dev Ketten m,, n, edhter Theil der anderen,
und jmwar ijt entweder n,3 my, oder my,3 n,.

Veweid, Jft » in m, enthalten, aljo nad)y 74 aud) n,3m,,
fo fann m nidht in der Kette n, enthalten fein (weil jonft nad) 74
aud) m, 3, alfo m, = n,, mithin nad) 84 aud) m = n 1wire),
und hieraus folgt nad) 85, dap n,3my ift. Im entgegengefepten
Balle, wenn » nidt in der Kette m, enthalten ift, mup (nach 85)
M3 N, fein, w. 3. b. v,
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89. Grfldrung. Die Jahl m Heipt fleiner ald die Zahl n
und zugleid) Heipt » groBer ald m, in eiden
m<<n und n > m,
tenn die Vedingung
N 3 Ny
erfitllt ift, welhe nad) 74 aud) dureh
n 3 Ny
audgedriidt toevden fann.

90. Sab. Sind m, n irgend welde Jabhlen, jo findet immer

eliler und nur einer der folgenden Fille 4, u, v Statt:
. m=n, n=m, b b m=mn,
. m<<mn n>m 0 0 n,3m,
V. m >0, n<<m, D §. m3n,

DBeteid, Denn wenn A Statt findet (84), jo fann toeder
nod) v eintreten, weil nad) 83 niemald n,3n} ift. TWenn aber A
nidht Statt findet, Jo fritt nad) 88 einer und nur einer der Falle w,
v ein, w. 3 b. w.

91. Gab. €8 ift n < w.

Bewetd. Denn die Vedingung file den Fall » in 90 1wird
purd) m = #»' exfiillt.

92. Crflavung. Um audjudriiden, daf m entweder — n
oder << 7, aljo nicht > = ift (90), Dbedient man fid) der Ve-

eidnung
m =< n odber aud) n = m,

und man jagt, m jei Hodyjtend gleich) », und « jei mindefjtens
gleid) m.

93. ©ab. Jede ber Vebingungen
m=n m<<n, n,3m,
ijt gleihroerthig mit jeder der awbderen.
Beweis. Denn wenn m << », jo folgt aus 4, w in 90 immer
No3m,, weil (nadh) 76) m3m, iff. Umgetehrt, wenn n,3m,,
aljo nach) 74 aud)y n3m, ijt, jo folgt aus m, = M (m, m;), daf

|
:
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entweder n = m, oder n3m), d. h » > m ijt. Mithin ijt die
Bedvingung m << n gleihwerthig mit 7,3 m,.  Auperdem folgt aus
22, 27, 75, baf diefe Vedingung n,3 m, wieder gleichoerthig mit
ne3my, 0. B (nadh) w in 90) mit m << %' ift, w. 3. b. w.

94. ©af. Jede der Bebingungen

m<nm<n m<n

ijt gleidwerthig mit jeder der anbdeven.

Der Beweid folgt unmittelbar aud 93, wenn man dort m
ourd m' erfebt, und aud w in 90.

95. Saf. Wenn I << m und m << n, oder wenn [ < m
ud m << n, jo it 1 <<mn. Wenn aber [ < m und m < 7,

fo ift 1 =< n

Betweis. Denn aud den (nach 89, 93) entjprechenden Be=
bingungen m,3 10, und 7,3 m, jolgt (nad) 7) n,31, und Ddajjelbe
folgt aud) aud den BVedingungen m, 3, und n,3 me, weil ufolge
ber erfteven aud) m,3 0 ift. Gndlidh folgt aus m, 3l und 2,3 m,
aud) 7,37, w. 3 b. w.

96. Sap. Jn jedem Theile 7' von N giebt ed eine und nuv
cine fleinfte Bahl %, d. . eine Bahl %, weldhe fleiner ift als jede
andere in 7' enthaltene Bahl. Befteht 7' aud einer eingigen Jahl,
fo ift diejelbe auch die fleinfte Jahl in 7.

Beteiz,. Da 7, eine Kette ift (44), jo giebt e nad) 87 eine
Bahl %, deren Sette ky = T, ijt. Da Hievaud (nad) 45, 77)
T3 8 (k, k) folgt, jo mup junddjt & jelbjt in 7' enthalten jen
(weil fonft 7'3%, aljo nad) 47 audy T53%;, 0. §. Fp3 K, wire,
was nad) 83 unmiglidh) ijt), und auBerdem mup jede von k vers
jhicdene Bahl des Spjtemd 7' in k, enthalten, d. h. > £ fein
(89), woraus zugleich nach 90 folgt, daf e3 nur eine eingige fleinjte
Bapl in T giebt, w. 3 b. tv.

97. ©afs. Die fleinfte Fahl ber SKette =, it », und bie
Grundzahl 1 ijt die tleinjte aller Fabhlen.
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Beweid, Denn nad) 74, 93 ift die Bedingung m3n, gleid-
werthig mit m = n. Ober €8 folgt unfer Sap aud) unmittelbar
aus dem Beweije ded vorhergehenden Sapes, weil, wenn dajelbjt
T = n, angenomnen wird, offenbar & = n tird (51).

08. Crildrung. Jjt » irgend eine Jahl, jo wollen wir mit
Zy baz Spftem aller Jahlen bejeichnen, welhe nidht groper
als n, aljo niht in 2, enthalten jind. Die BVebingung

m3 Z,
ijt nad) 92, 93 offenbar gleidhiverthig mit jeder der folgenden Be=
dingungen:
m=n, m<<n', n,3m,

99. Sa. €3 ift 132, und n3 Z,.

Der Veweid folgt aud 98, oder aud) aud 71 und S2.

100. Sab. Jede der nach 98 gleidhwerthigen Bedingungen

m3 Ly, m < n, m<<n, n,3M,
ijt audh gleihoerthig mit der Vedingung
Lo L

Beweid. Denn wenn m3 Z,, aljo m << n, und wenn 13 Z,,
aljp 1 << m, fo ift nad) 95 audh) I < »m, 0. h. 13 Z,; wenn aljo
M3 Zy, o ijt jeded Clement 7 ded Syjtemsd Z, aud) Element von
Zn, d. 8. Z,37Z, Umgetehrt, wenn Z,37Z,, fo mu nad) 7
aud) m 3 Z, fein, weil (nad) 99) m3 Z, ijt, w. 3. b. 1w.

101. Sap. Die Bedingungen fiiv die Fille 4, g, » in 90
lajjen {idh aud) in folgender Weije darvftellen:

Al M =W, B, L — Ly
h. m<<n, n>m, Ln3l,
V. M>SnN n<<m, Lyl

Der BVeweid folgt unmittelbar aud 90, wenn man bedentt, daf
nad)y 100 die Bedingungen 2,3 mp uNd 2, 3 Z,, gleichmwerthig find.
102. Sab. 68 ift 2, = 1.

Betweis. Denn die Grundzahl 1 ift nad) 99 in Z; enthalten,
L
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und jede pon 1 verjdhiedene Jahl ijt nad) 78 m 1), alfo nad) 98
nidt in Z; enthalten, . 3. b. w.

103. ©ap. Jufolge 98 ift N = M (Z,, ny).

104. ©ap. 63 it » = @ (Z, no), d.. 0. m ift dad eingige
gemeinjame Element der Syjteme Z, und x,.

Beweid. Aud 99 und 74 folgt, daf » in Z, und n, ent=
Dalten ift; aber jedes von n verichiedene Glement der Kette n, ift
nad) 77 in n, aljo nad) 98 nidht in Z, enthalten, w. 3. b. w.

105. Sap. Jujolge 91, 98 ift die Jahl »' niht in Z,
enthalten,

106. ©ah. Jjt m << m, fo ift Z, edhter Theil von Z,, und
umgetehrt.

Beweid. LWenn m << n, fo ift (nad) 100) Z,37Z,, und da
bie nad) 99 in Z, enthaltene Jahl » nadh 98 nidht in Z,, ent=
Dalten fein fann, weil » > m ijt, jo ift Z,, edter Theil von Z,.
Umgefehrt, wenn Z,, ehter Iheil von Z,, jo ift (nad) 100) m < »,
und da m ﬁic[)t = n feinr fann, weil jonjt aud) Z, — Z, wiire,
o mup m << » fein, w. 3. b. w.

107. ©af. Z, ijt edter Theil von Z,.

Der BVeweis folgt augd 106, weil (nad) 91) » << ' ijt.

108. ©a. Znw = M (£, v').

Veweis. Denn jede in Z, enthaltene Jahl ift (nach 98) < »/,
aljo entweder = »/, oder << #' und folglich nacy 98 Element von
Zn; mithin ijt gewip Zu3 M (Z,, #'). Da umgetehrt (nad) 107)
Zn3 Zw und (nady 99) #'3 Zy ift, o folgt (nady 10)

M (Z,, n)3 Zy,
woraud fid) unjer Sab nad) H ergiebt.

109. Cah. Daz Bild Z, des Syjtems 7, ift edhter Theil
Des Spjtemsd 2,

Betweid. Denn jede in Z, enthaltene Fahl ift das Bild '
einer in Z, enthaltenen Jafhl m, und da m < », alfo (nadh 94)
m' =/, fo folgt (nach) 98) Z,3Z,. Da ferner die Jahl 1
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nad) 99 in Zy, aber nad 71 nicht in dem Bilde Z, enthalten
fein famm, fo ijt Z, echter Theil von Z,, . 3 b. fo.

110, ©ab:t  Zo = M (1, Z).

Bewceid.  Jede von 1 verfdhicdene ahl ded Syftems Z, it
nady 78 bas Bild m' einer Jahl m, und diefe muf < n, aljo
nah) 98 in Z, enthalten jein (eil jonit m > n, aljo nad) 94
aud) m’ > »', mithin m' nod) 98 nidt in Z, euthalten wire);
aus m3Zy, folgt aber m'3Z;, und folglich ijt gewip

Zn3 M (1, Z,).
Da umgelehrt (nadh) 99) 13Z,, und (nadh) 109) Z.3 Z,., o
folgt (nach) 10) &L (1, Z3)3 Z,» und Bieraus ergiebt fich unjer Sah
nad) 5.

111. Grilarung. Wenn e3 in cinem Syftem E von Zahlen
ein Clement g giebt, weldhes grofer als jede andere in E enthaltene
Sl ijt, fo heipt g die grofte Bahl bes Syjtems I, und offen-
Dar fann e3 nach) 90 nur eine jolde grdfte Zahl in E geben.
Bejteht ein Shjtem aus einer eingigen Jahl, jo ift dicfe jelbjt bdie
guipte Jahl bed Syjtems.

112. ©ab. Bujolge 98 ift n die gropte Jahl des Syjtems Z,.

113. Sab. Giebt e3 in E eine guipte Jabl g, fo ijt E3Z,.

Beweis. Denn jede in I enthaltene Jahl ift < g, mithin
nach 98 in Z, enthalten, w. 3. b. w.

114. o, Jit E Fheil eined Syftems Z,, oder gqiebt es,
tad Dafjelbe jagt, eine Zahl % von der Art, dap alle in E ent-
haltenen JFahlen << n jind, jo bejigt E eine gropte Sahl g.

Beweis. Dad Syjtem aller Jahlen p, weldje der Vebingung
L3 Z, geniigen — und nach unjever Aunahme giebt o8 jolhe —,
ijt eine fette (37), weil nad) 107, 7 aud) E3 Z, jolgt, und ijt
dafer (nad) 87) = g,, wo g die fleinfte diejer Bahlen bedeutet
(96, 97). €5 ijt baher audy E37Z,, folglih (98) it jede in E
enthaltene Jahl < g, und wiv Haben nur noch Fu jeigen, daf die
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Bahl g felbjt in I enthallen ijt. Dieds leuchtet unmittclbar ein,
wemn g = 1 ift, weil dann (nad) 102) Z, und folglid) audh) £
aud der einjigen Bahl 1 befteht. Jjt aber g von 1 verjchicden
und folglid) nach) 78 dad Bild f einer Jahl £, jo ijt (nad) 108)
E3 M (Z;, g); wire nun g nidt in E enthalten, fo mitte E3 Z,
fein, und e3 gdbe baber unter den Jahlen p eine Jahl f, welde
(nad) 91) << g ift, wa3 dem Obigen widerjpricht; mithin ift g in
F enthalten, w. 3. b. .

115. Gufldvung. Jjt I << m und m << n, fo jagen ivir, die
Bahl m liege zwijhen I und n (aud) zwijdgen » und I).

116. ©af. €3 giebt feine Jahl, die zwijden n» und »'
liegt.

Beweis, Denn jobald m << »', alfo (nad) 93) m < n ijt,
fo fann nad) 90 nifht » << m fein, w. 3 b. .

117. ©Sab. Jit ¢ eine Jahl in 7, aber nidht die fleinjte (96),
fo giebt e8 in 7" eine und nur eine ndadyjt fleinere Jahl s, 0. b.
eine Bahl s von bder WUrt, dap s << ¢, und dap e3 in I feine
swijdhen s und ¢ liegende Fahl giebt. Ebenjo gic_ht e5, wenn nidt
etiva ¢ die gropte Jahl in I ijt (111), m 7' immer eine und nut
eine ndadit qroBere Jahl =, d. h. eine Jahl w von der Art, dap
i <<, und dap e in 7' feine wijhen ¢ und w liegende Jahl
qiebt. Bugleih ift ¢ in T nddjt geoper ald s und nichjt tleiner
ald u.

Berweid. Wenn ¢ nidht die fleinfte Jahl in T' ijt, fo fei £
pas Spjtem aller derjenigen Jahlen von 7, weldhe << ¢ {ind; dann
ift (nach 98) E3Z, und folglich) (114) giebt ¢3 in E ecine grdpte
Aafhl s, welde offenbar bdie im Sabe angegebenen Eigenjdhajten
befigt, und aud) die eimgige jolhe Jabl ift. Wenn ferner & nidht
bie gropte Bahl in T ift, jo giebt e nad) 96 unier allen Dden
Raflen von 7T, welde > ¢ find, gewif eine fleinfte », welde, und
awar allein, die im Sabe angegebenen Eigenjchajten befibt. Ebenjo
Teudptet die Richtigteit der Schlupbemerfung des Sabes ein.
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118. ©ab. JIn N ijt die Bahl #' nddjt groger ald », und
n nidjt tleiner ald »'
Der Veweid folgt aus 116, 117,

g. 8.

Cndlidye und unendlidhe Theile der Bahlenveile.

119. €ah. Jeded Spjtem Z, in 98 ijt endlid).

Beweid durd) vollfindige Jnduction (80). Denn

o. der ©af ift wabr fiiv » = 1 jufolge 65, 102.

0. Jjt Z, endlich, jo folgt aus 108 und 70, dap aud) Z,,
endlich ijt, w. 3 b. w.

120. ©ob.- Sind m, n verjdiedene Jahlen, jo find Z,, Z,
undhnliche Spjteme.

Beweid. Der Symmetrie wegen Ddilrfen wir nad) 90 an-
nehmen, e3 fei m << n; damn ift Z, nad) 106 ecdhter Theil von
Zy, und da Z, nad) 119 endlidh ijt, fo fonmen (nadh) 64) Z,, und
Zy, nidht dhnlich fjein, w. 3 b. .

121. Sab. Jeder Theil £ der Jahlenveibe N, welder eine
grofte Zahl bejibt (111), ift endlid.

PDer BVemweis folgt aus 113, 119, 68.

122, Salj.  Jever Theil U der Fablenveihe N, welder feine
gebpte Jahl bejibt, 1jt emnfad) unendlidy (71).

Beweid. Jj|t w irgend eine Jahl in U, jo giebt e8 nach 117
in U eine und nur eine nddjt gropere Jahl al3 w, die wir mit
¥ (u) Degeidynen und afd Bild von » anjehen wollen. Die bhiev=
burd) vollftandig beftimmtie Abbildung ¥ ded Syjtems U hat offen-
bar die Gigenjdaft

o P (U)30,
D. . U witd durd) ¥ in fich jelbft abgebildet. Sind ferner u, v
berjdyiedene Bahlen in U, jo diirfen tir der Symmetrie wegen nad
90 annehmen, e5 jei w << v; bann folgt nach) 117 aud der Defini-
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tion von ¥, dap ¥ (w) < v und v < ¥ (v), aljo (nad) 95)
¥ (u) < ¥ (v) ijt; mithin find nach 90 die Bilder ¥ (), ¥ (v)
perjdyieden, . D.
d. bie Abbildbung ¥ ift ahnlic.
Bebeutet ferner w, die fleinfte Bahl (96) dez Syjtems U, jo ijt
jede in U cniﬁulicne Babl w = u,, und da allgemein u << ¥ (u),
jo ijft (nady) 95) w, << ¥ (w), aljo ijt w; nad) 90 verjdhieden von
P (u), . D
p. dag Glement %, von U ijt nidgt in ¥ (U) enthalten.
Mithin ift ¥ (U) cin edter Theil von U, und jolglich ift U nad
64 ein unendliched Spjtem.  Bezeihnen tir nun in Ueberein-
jtimmung mit 44, wenn ¥ ivgend ein Theil von U ijt, mit ¢, (V)
dbie der Abbilbung ¥ entjpredhende Sette von ¥, jo wollen iwiv
endlid) nod) seigen, dap
B Ui—=bs(w)
ift. Jn der That, da jede jolhe Sette 9, (V) aufolge ihrer Defini=
tion (44) cin Theil des durch ¢ in fidh) felbjt abgebilveten Syjtems
U ijt, jo ijt felbjtverftandlic) ¥, (w,) 3 U; umgefehrt leudtet aud
45 mmiidﬂt ein, dag vad in U enthaltene Glement u; gewif in
W, (w,) enthalten ift; nehmen wir aber an, e3 gebe Clemente von
U, die nidht in ¥, (w;) enthalten find, jo mup ed unter ihuen
nad) 96 eine fleinfte Bahl 2w geben, und da diejelbe nac) dem eben
®ejagten verjhieven pon- der fleinften Jahl w; des Syjtems U ift,
jo mup & nadh) 117 in U aud) eine Jahl v geben, weldhe nddhit
{leiner ald w ift, woraus jugleid folgt, dap w = ¥ (v) ijt; da
mm v << w, jo mup v sujolge der Definition bon w gewip in
¥, () enthalten jein; hieraus folgt aber nacy 55, dap audy) ¥ (v),
aljo w in ¥, (u;) enthalten jein mup, und da died im Widerjprud
mit der Definition von w fteht, jo ift unjere obige Unnahme un-
aulifiig; mithin ift U3 ¥, (u;) und folglich audy U = ¥, (),
toie behauptet war., Aud e«, B, ¢, 0 geht nun nach 71 Hervor, daP
U ein durd) ¢ geordneted einfac) unendliched Syjtem ijt, w. 3. b. 1.
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123. ©ah. Bufolge 121, 122 ift irgend ein Theil T' Dder
aflenreihe N endlich oder einfod) unendlich, je nachdem €8 in T
eine grifte Bahl giebt oder nicht giebt.

80}

Definition einer Abbildung dver Bahlenteihe durd
snouction.

124. Wir bezeichnen auch im Folgenden mit fleinen lateinijcdhen
Budhftaben Bahlen und behalten itberhaupt alle Vejeichnungen der
porhergehenden §§. 6 bid 8 bei, wihrend £ ein beliebiged Syjtem
bedeutet, defjen Glemente nicht nothwendig in N enthalten zu fein
brauden.

125. Sab. Qi eine belicbige (dhnliche ober undbhnliche) Ab-
bildung 0 eined Syftems £ in {id) jelbit, und auperdem ein be=
ftimmtes Glement o in & gegeben, fo entjpricht jeder Bahl = eine
und nur eine Aobbilbung ¥, ded jugehorigen, in 98 erfldvten Jahlen-
ipjtemd Z,, weldhe den Bedingungen *)

L ¥.(Zn)38

ILSR (b=

I ¢, (#') = 6 ¥a (B), Wwenn ¢ << n, geniigt, o dad Jeiden
{ ¥, die in 25 angegebene BVebeutung hat.

Beteid durd) vollftindige JInduction (80). Denn

o. der Sab ift wahr fiir n = 1. JIn diejem Falle bejteht
ndmlicy nach 102 das Syftem Z, ausd der einzigen Jahl 1, und
die Abbilbung ¥, ift daher jchon durch IT vollftindig und jo definixt,
pap I erfitllt iff, wahrend III ginglich wegfallt.

6. it dex Sap wahr fiir eine Jahl », jo zeigen tvir, daf er
audy fite die folgenbe Bahl p = »' gilt, und zwar beginnen tvi

) Der Deutlidyfeit wegen Habe i) Hier und im folgenden Sake 126 die
Bedingung I bejonvers angefithrt, obwohl fie eigentlidy jdon eine Folge von
IT und IIT it

3
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mit dem Nadweife, daf e3 nur eine einige entfpredhende Abbildbung
¥p D& Cyjtems Z, geben fann. JIn der That, geniigt eine Ab-
bilbung 1, den Bedingungen

I'. ¥, (Z,)38

I 9,(1) =

I, 4, (M) = 6 ¥, (m), wenn m << p, jo ift in ihr
nad) 21, weil Z,3 2, it (107), aud) ecine Abbildung von Z, ent=
halten, tweldge offenbar denjelben Bedingungen I, 1, IIT geniigt
wie P, und folglich mit ¥, ginglich) iibeveinftimmt; fiiv alle in
Zy enthaltenen, aljo (98) fiiv alle Sahlen m, die << p, b. b. ="
jind, mup daber

Py (M) = ¢, (M) (m)
jein, woraud ald bejonderer Fall audy :
Up (1) = ¥ (1) (n)

folgt; da ferner p nady 105, 108 die einzige nidt in Z, enthaltene
3ahl bes Syftems Z, ift, und da nadh I und (n) aud

Yp (p) = 0¢n (n) (r)
jein. mup, o ergiebt fich die Michtigteit unjerer obigen Behauptung,
dap e3 nur eine einzige, den Vedingungen I, II’, 11T geniigenbe
Abbildung ¥, bed Syjtems Zp geben fanm, weil ¢, durd) die chen
abgeleiteten Bedingungen (m) und (p) volljtindig auf @, jurid-
gefithet iff.  2Wiv haben nun 3u jeigen, dap umgetehrt diefe durdy
(m) und (p) vollftindig beftimmie ALLildung Yp ded Epftems Z,
witflich den Bedingungen I, I, TI1’ geniigt. Offenbar ergiebt fich T’
aud (m) und (p) mit Ridfiht ouf I und davauf, dap 6 (L2)3 L
ift.  Gbenjo folgt II" aud (m) und II, weil bie Bahl 1 nadh) 99
in Z, enthalten ift. Die RNicdptigleit von III' folgt unddit fiic
dicjenigen Zahlen me, welhe << n find, aud (m) und III, und fiir
bie eingige nod) iibrige Zahl m = n ergiebt fie iy ausd (p) und (n).
ievmit ift vollftandig davgethan, dap ausd der Giiltigleit unjered
Safes fitr die Fahl » immer aud) feine Giiltigheit fitr die folgende
Babl p folgt, w. 3. 0. .
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126. €ab der Definition durd) Induction. Jft eine belichige
(@hnliche oder undhnliche) ALLildung O eines Spjtems L in i
jelbjt, und auperdem ein beftimmted Clement @ in & gegeben, o
giebt e5 eine und nuv eine Abbildbung ¢ der Jahlenveihe N, welde
den Bedingungen

L 9(N)3&L

II. ()= o

IIL. 4 (n') = 0 9 (n) geniigt, wo n jede Fahl bedeutet,

Beweis. Da, wenn ed wicklich) eine folche Abbildung 3 giebt,
in ihr nad) 21 aud) eine Abbildung ¥, ded Syftems Z, enthalten
ijt, weldje den in 125 angegebenen Bedingungen I, 1T, 1T geniigt,
jo mup, weil es ftets eine und nuv eine joldhe Abbilbung v, giebt,
nothivendig

¥ (1) = v, (n) (n)
jein. Da hievdurd) ¢ volljtindig beftimmt ijt, fo folgt, dap e3 aud
nur eine cingige jolche Abbildung ¥ geben fann (vergl. den Sdhlup
bon 130). Dap umgelehrt die duvch () bejtimmie ALbildung
aud) unjeven Bedingungen I, IT, IIT geniigh, folgt mit Leichtig-
feit aud (n») unter Veviidjichtigung der in 125 bewiejenen Gigen-
jhaften 1, 1I, und (p), w. 3. b. w.

127. ©af. Unter den im vorhergehenden Sae gemachten
Vorausjeungen ift

V(T =0 v (T),
wo 7' trgend einen Theil der Jabhlenveihe N bedeutet.

Beweid. Denn wenn ¢ jede Sahl desd Spjtemd T bedeutet,
jo Dbejteht ¥ (77) aud allen Glementen # (¢'), und 0 ¢ (I) aud
allen Glementen 0 ¥ (¢); hievaus folgt unjer Sap, weil (nad) III
in 126) ¥ () = 0 ¢ (@) ift. £

128. ©af. Behilt man diefelben BVoraudjebungen bei und
bejeichnet man mit @, die Setten (44), weldhe der Abbildung 0 bed
Syftems £ in {ich felbft entjprechen, jo ijt

P (N) = 0, (@)
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Veweid. Wir zeigen zunddhyjt durd) volljtdndige Induction

(80), bap
P (N)36, (w),

d. h. bafy jeved Bild ¢ (n) aud) Element von O, (@) ift. Jn
der That,

o. diefer Sap ift wahr fiix » = 1, weil (nacdh 126. II)
P (1) = @, und weil (mad) 45) @30, (&) ijt.

6. Jjt der Sap wahr fitr eine Jahl =, ift aljo ¥ (n)3 0, (w),
fo ift nadh 55 audh) 6 (¥ (n))30, (@), d H. (nach 126. ILI)
P ()30, (w), aljo gilt der Sap aud) fiir die folgende Jahl =/,
w. 3 b. w.

Wm ferner ju beweifen, dap jeded Clement v der SKette 6, (w)
in ¥ (N) enthalten, dap alfo

0, (0)3 9 (N)
ift, wenden toir ebenfalld die bvolljtindige Jnduction, ndmlic) den
auf £ und die WAbbildung @ iibertragenen Sap 59 an. Jn der That,

g. a3 Clement @ it = ¢ (1), aljo in ¥ (IN) enthalten.

6. Jjt v ein gemeinjamed Element der Kette 6, (@) und bes
Spjtems ¥ (N), jo ift v = ¥ (n), wo n eine Jahl bedeutet, und
hieraud folgt (mach 126. III) 0 (v) = 0 ¥ (n) = ¢ (»'), mithin
it aud)y 0 (v) in ¥ (N) enthalten, w. 3. b. w.

Aus den bewiejenen Siben ¥ (N)3 0, (@) und 6, (0)3 ¢ (N)
folgt (nadh) 5) ¥ (N) = 0, (@), w. 3 b. w.

129. ©ah. Unter denjelben Voraudjebungen ift allgemein

¥ (1) = 0o (% ().

Beweid durch volljtdndige JInduction 80. Denn

0. Ter ©af gilt sufolge 128 fiivr n = 1, weil 1, = N und
P(1) = ift. o

6. Jjt der Sab twahr fitr eine Jabhl =, jo folgt

0 (¥ (1)) = 0 (0, (¥ (m));
ba nun nad) 127, 75
0 @ (1)) = ¥ (n5),
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und nad) 57, 126. IIL

0 (0 (¥ () = 0, (8 (¥ (0))) = 0 (¥ ()
ijt, fo ergicht fid
¥ (1n6) = 0, (¥ (n)),

0. . ber Sap gilt aud) fiiv die auf n folgende Jahl »', w. 3. b. t.

130. Bemerfung. Vevor twir zu den widtigiten Anwendungen
ded in 126 bemwiejenen Sated der Definition durd) JInduction iiber=
geben (88, 10 bis 14), verlofhnt e3 fid) der Mithe, auf einen
Umijtand aufmerfjam ju macdjen, durch welden {ich derjelbe bon dem
in 80, oder bielmebhr jdon in 59, 60 bewiejenen Sabe ber Demon=
ftration durd) Jnduction wejentlic) untericheidet, jo nabe aud) die
Berwandtjdaft zwijden jenem und diejem ju fein jdeint. Wihrend
namlic) der Sab 59 gany allgemein fiir jede Kette 4, qilt, wo 4
ivgend ein Theil eined duvch eine beliebige Abbildung @ in fid
jelbft abgebildeten Spjtems S ijt (§. 4), fo verbilt e3 f{ih) gang
anderd mit dem Sape 126, welder nur die Crifteny einer widers
ipruchsfreien (oder eindeutigen) bbildung 7 bed einfach) unendlichen
Syjtemd 1, behauptet. Wollte man in dem lehteren Sabe (unter
Beibehaltung der BVovausjebungen iiber £ und §) an Stelle der
Bahlenveihe 1, eine belichige Kette A, ausd einem foldhen Syjtem S
jebent, und etmwa eine Wbbildung ¢ bvon 4, in &L auf dhnlide
Weife wie in 126, 1I, III dadurd) definiren, dap

0. jedem Clement a von A ein beftimmte3 aud £2 gewdhlted
Clement ¥ (a) entjprechen, und

6. dap fiiv jedes in A4, enthaltene Clement » und defjen Bild
n = @ (n) dic Bedingung ¥ (#') = 0 ¢ (n) gelten joll,
jo wiitde jehr haujig der Fall eintreten, dap ed eine folde Ab=
bildung ¥ gar nidht giebt, weil dieje Vedingungen o, ¢ jelbjt dann
noch in Wiberiprud) mit einander gerathen Idnnen, wenn man aud)
die in o enthaltene Wahlfreiheit von dornberein der Vedingung 6
gemdp beid)rﬁuft. Gin Beifpiel wird geniigen, um fid) Hievvon u
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fiberyeugen. Jjt dad aud den verjdyicdenen Elementen a und b
bejtehende Spjtem S dued) ¢ jo in fidh) jelbjt abgebildet, daf
a = b, b’ = a witd, jo ijt offenbar a, = b, = S; €5 jei ferner
pagd aud den berjdhicdenen Clementen «, f und p beftehende
Cyjtem &L bdburdh) 4 jo in {ih Jelbjt abgebildet, dap 0 () = S,
0 () =9, 8 (y) = e witd; vexlangt man nun eine jolde Ab=
bilbung ¥ von a, in &, dap P (@) = e, und auferdem fiiv jedes
i a, enthaltene Clement » immer ¢ (»') = 0 ¢ () wird, jo {topt
man auf einen Widerjprudy; denn filv # = a ergiebt fih v (b)
— 0 (z) = B, und bievaus folgt fitv » =25, daf ¥ (a)=0(p)=y

jein miijte, wahrend dod) ¥ (a) = o war.

Giebt e3 aber eime AbLilbung ¢ von A, in £, telde den
obigen Bebingungen o, ¢ ofne Widerjprud) geniigt, jo folgt ausd
60 leidgt, dap fie volljtdndig beftimmt ijt; denn twenn die bbilbung
% benjelben Bedingungen geniigt, fo ift allgemein z (n) = v (n),
weil diejer Sab sufolge o filtv alle in A enthaltenen Elemente
n = @ gilt, und teil er, wenn er fiiv ein Glement n von A, gilt,
jufolge 6 aud) fitr defjen Bild »' gelten mujp.

131. 1l bdie Tragweite unjered Saked 126 nd Lidt 3u
jeben, twollen wir Hier eine BVetradhiung einfiigen, die aucdh fiix
andere Unterfudungen, 3 B. filv die jogenannte Gruppentheorie
niiglich ijt.

Wir betradhten ein Shjtem L, defjen Elemente eine geivijje
Verbindung gejtatten, in der Avt, dap aud einem Clemente v durd
Einwirfung eined Glemented @ immer toieder ein bejtimmied Element
dejjelben Syjtems &2 entjpringt, toelhed mit @ .v oder ® v be-

seichnet werden mag und im WAlgemeinen von ve ju unterjdeiden
ijt.  Man fann "died aud) jo auffajjen, dap jedem Deftimmien
Glemente @ eine beftimmie, etwa durd) é ju bejeichnende Abbilbung
ped Syftems £ in {id) felbjt entjpricht, injofern jeded Element v
pag beftimmte Bild @ (v) = o v [iefert. Wendet man auf diefes
Spjtem £ und defien Element o den Sah 126 an, indem man
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augleich) die dort mit O beeichnete Abbildbung durdy é erfebt, fo
entipricht jeder Bahl » ein beftimmtes, in £ enthaltenes Element

¥ (1), vas jeht durd) das Shmbol o bejeichnet werden mag und
bizweilen bie mte Poteny von o genannt wird; diejer Begriff iit
pollftandig erflivt burd) die ihm auferlegten Bedingungen

II. 0! =—

I, " = o o,
und feine Gyijteny ift durd) dem BVerweis des Sabes 126 aefichert.

St die obige Verbindung der Elemente auperdem jo bejdhaffen,
bap, fitr belicbige Glemente w, v, @ jtcetd @ (v u) = (0 v) w ift,
fo gelten aud) die Sabe

o — e, o"e"®— o"a"
beren Beweife leidt durd volljtandige Jnbuction (80) 3u fithren
find und dem Lejer iiberlafjen bleiben mogen.

Die vorftehende allgemeine Betrachtung [apt fidh unmittelbax
auf folgendes Beijpiel anwenden. Jjt S ein Syjtem von beliebigen
Glementen, und & dad jugehorvige Syjtem, befjen Elemente Die
sammtlichen Abbilbungen » von S in ficy felbjt jind (36), jo lafjen
diefe Glemente fich nady 25 immer jujammenjebern, weil v (S)3 8
ift, und die aud joldhen Abbilbungen v und sujammengejetste
Abbilbung @ it jelbjt wicder Clement von Q. Dann find aud)
alle Glemente o AbBLIlbungen von S in fid) jelbjt, und man jagt,
fie entjtehen durc) LWiederholung der Abbilbung @. Wir 1wollen
mun etnen einfacgen Bujammenhang Hervorheben, dev sioifchert Diejem
Begriffe und dem in 44 exfldvien Begriffe der fette @, () Defteht,
top A wieder irgend einen Theil von S bebeutet. Bejeichnet man
Dex S‘iiirac falber das durdh die ALbildung w™ evzeugte Bild o (4)
mit A4, jo folgt aud IIT und 25, baf @ (A,) = Aw it Diex=
aug nquht fih leicht durc) volljténdige Jnduction (80), daf alle
diefe Spjteme A, Theile der Kette @, (- A) {ind; denn

0. dieje BVehauptung gilt ufolge 50 fiiv » =1, und
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o. enn fie fiiv eine Jabl » gilt, jo folgt aud 55 und aud
A= o (4,), dap fie aud) fiir die folgende Zahl »' gilt, w. 3. b. w.
Da ferner nad) 45 aud) 43w, (4) ift, jo ergiebt fich aud 10, dap
aud) a8 aud A und aud allen Bildern A, jujammengejelste
Syjtem K Theil von @, (4) ift. Umgetehrt, dba (nad) 23) o (K)
aud o (A) = 4, und aug allen Syjtemen @ (4,) = 4., aljo
(nadh) 78) aus allen Syftemen A, jujammengefest ift, weldhe nach
;_ 9 Zheile bon K {ind, jo ift (nadh) 10) @ (K)3 K, d. §. K ijt
[ eine fette (87), und da (mad) 9) A3 K ijt, jo folgt nad) 47, dap
| aud) @, (4)3 K ift. Mithin ift o, (4) = K, d. 0. ¢3 Dejteht
I folgender Saf: Jjt @ eine Abbilbung eined Spftemd S in fich
i jelbjt, und A irgend ein Theil von S, fo ift die der ALbLIldUNg @
3 entjprechende Sette von A jujammengefest aus 4 und allen durd)

e e AT o

Wiederholung von @ entjtehenden Bilbern o (4). Wir empiehlen

|
I . . v e = o= » £ i
'f pem Yefer, mit diefer Auffafjung einer Kette ju den friheren Siigen
| iy
| 57, 58 juriictyufehren.

|

10,

7

Die Clajje der einfad) unendlidhen Syjteme.

132. €ab. Alle einfad) unendlichen Syjteme find der Fahlen=
tethe N und folgli) (nad) 33) auch einanbver dhnlic.
Beweid. €3 jei dad einfad) unendliche Syjtem £ durch
oie Abbildung 6 geordnet (71), und e3 jei @ bdad Bhiexbei auf=
tretende Grundelement von &2; bejeihnen wir mit @, wieder die
der Ubbiloung O entjprechenden Ketten (44), fo gilt nadh) 71 (
_-. Bolgendes :
L o 0(82)38K.
R = 0, (o).
@ ijt nicht in 6 (£2) enthalten.
Die UAbbildung O ijt eine dhnliche.

SEES
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Bedeutet nun ¥ die in 126 definivte Abbilbung der Jahlenreihe N,
o folgt aud B und 128 zunddit
P (N) = L,

und mwiv Haben daher nad)y 32 nur nod) ju jeigen, dap P eine
dhnliche Abbilbung ift, d. . (26) daf verjdhiedenen JFahlen m, »
aud) verjchiedene Bilder ¥ (m), ¥ (r) entjpredyen. Der Symmetrie
wegen diirfen twir nad) 90 annehmen, €3 fei m > n, aljo m3 1,
und der ju beweifende Sa fommt davauf Hinaus, dap ¥ (n) nidit
in ¥ (nh), aljo (nad) 127) nidt in 6 ¢ (n,) enthalten ijt. Dies
berveifen it filv jede Bahl n durd) volljtdndige JInduction (80).
In der That,

0. diefer €al gilt nad) p fiiv » =1, weil P (1) = o, und
¥ (1) = ¥ (N) =L ift.

6. Qft der Sap walhr fiir eine Jahl n, fo gilt er aud fiir
die folgende Bahl x'; benn twive ¥ (n'), b. §. ¢ (n) in 09 (1)
enthalten, fo miipte (nach & und 27) aud) ¢ (n) m ¥ (n,) ent=
halten fein, wahrend unjere nnahme gerade das Gegentheil bejagt,
to, § D. M.

133. Sab. Jedes Syftem, weldhed einem einfach) unendlichen
Syftem und folglih (nach 132, 33) aud) dex Jahlenveihe N dhnlich
ift, ift einfad) unendlich.

Beweid, Jft L ein dex Jahlenveihe N dbhnliches Syjtem, {o
gicht ¢3 nad) 32 eine jolche afhnliche Abbilbung ¢ von N, daj

e YON) = &
witb; dann fehen tiv

H40i(l) =o.
Begeichnet man nadh) 26 mit P die umgefehrie, ebenjalld dhnliche
Abbilbung von &L, fo entjpricht jedem Elemente v bon £ eme
beftimmte 3ahl ¥ (v) = m, nimlich diejenige, deven Bild ¢ (n)=w
iit. Da nun diefer Jahl n eine beftimmte folgende Jahl ¢ (n) =/,
und Ddiefer wieder ein beftimmtes Element v (n) in & entjpridt,
o gehort 3u jedem Clemente » bed Syjtemz L aud) ein beftimmies
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Glement ¥ (#) defjelben Syflems, das wiv ald Bild bon » mit
0 (v) Deeidpnen wollen.  Hierdurd) ift eine Abbilbung O von £ in
jich feldbft vollftandig beftimmi*), und um unjeven Saf zu beweijen,
wollen tir jeigen, daf & durd) O als einfach unendliched Syjtem
geordnet ift (71), 0. h. daf die in dem Beweije bon 132 angege-
benen Bedingungen e, B, p, 0 jammilih) erfitllt find. Funddit
feudbtet @ aud der Definition von G unmittelbar ein. Da ferner jeder
Bahl % ein Glement v =1 (n) entjpricht, fitx weldhes 6 (v)=1v (')
wird, o ift allgemein
II. ¢ (') = 09 (n),
und Bieraud in Verbindung mit I, II, o ergiebt fich, daf die b=
bilbungen 0, ¥ alle Vedingungen ded Safed 126 exfiillen; mithin
folgt B aus 128 und I. NMach 127 und I ijt ferner
P(N')=0¢(N)=0(£2),
und Dhievaud in Werbindung mit IL und der Aehnlichleit der Ab-
biloung ¥ folgt , weil jonjt ¥ (1) in ¥ (N'), aljo (nady 27) bdie
Bahl 1 in N' enthalten fjein miite, wad (nach 71. ) niht dex
dall ifft. Wenn endlid) w, v Clemente bon &L, und m, n die ent=
forechenden Jahlen bedeuten, deven Bilder ¢ (m) = w, P (n) = v
find, fo folgt aud der nnahme 0 (u) = 0 (v) nadh dem Obigen,
pap ¥ (m) = v (»'), hieraus wegen der Wehnlichfeit von ¥, g,
pap m' = n/, m = n, aljo aud) w = » ijt; mithin gilt aud) o,
. 3 b. w.

134. Bemerfung. Hufolge der Deiden vorhergehenven Sabe
132, 133 bilden afle einfach) unendlichen Syjteme eine Glajje 1m
Ginne von 34. Bualeidh leuchtet mit Niidjicht auf 71, 73 ein, dap
jeder Sap iiber die Jahlen, d. h. itber bdie Clemente n ded durd)
dic Abbilbung ¢ geordneten einfad) unendlichen Syjtemd N, und
awar jeder folde Saf, in welhem von dev bejonderen Vejdaffen=
Heit der Elemente n gdnglidh abgejehen wird und nur von jolden

} fﬁ(‘tlhl’!l‘ iﬁ ” ID“.‘ "ﬂd‘] =2 0Us I;J'il I:f, ]I,'I' jllil’ll]lllll.‘lil_]{'jl’[‘,ilt QIDI‘“‘D“"B
‘l'.'i;f,'“r
T T
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Vegriffen die Nebe ift, die aus der Anorbnung ¢ entjpringen, gang
allgemeine Giiltigleit aud) fiir jedes andere durch eine Abbildung 0
geordnete einfac) unendliche Spftem &2 und defjen Elemente v
Defitt, und baf bdie Uebertragung von N auf £ (3. B. aud) die
Weberjebung eined avithmetijpen Safes aus einer Spradye in eine
andere) durc) die in 132, 133 Detrvachtete Abbildung ¥ gejchieht,
weldhe jeded Glement » von N in ein Element » von £, ndamlid)
in ¥ (1) verwandelt. Diejes Element v fann man das n te Element
pon & nemmen, und Diernadh ift die Bahl n felbjt die nte Jahl
der Qaflenveibe N. Dicfelbe Bedeutung, weldhe die Abbilbung ¢
fitr die Gefetie im Gebiete N befibt, injofern jedem Clemente  ein
beftimmted Glement ¢ (n) = »' folgt, tommt nad) der purdh ¥
bewirtten Verwandlung der ALbilbung O 3u fitv diejelben Gejese
im Gebiete £, injofern dem durc) Verwandlung von 2 entjtandenen
Glemente » = ¢ (n) dag durdh) Verwandlung von 7' entjtandene
Glement 0 (v) = ¥ () folgt; man fann daber mit Reht jagen,
bafp @ durd) ¥ in 0 vevwandelt witd, wad fidh) jymbolijd) purd)
0=y, o =00y ausdriidt. Durch bdiefe Vemerfungen
witd, wie i) glaube, die in 73 aufgeftellte Crildrung des Begriffes
der Bablen vollftindig gevedhtfertigh Wiv gehen nun gu ferneren
Anmwendungen ded Sabes 126 iiber.

s

Addition der Jahlen.

35. Gitldtung. G8 legt nafe, die im Safe 126 Ddar
geftellte Definition einer Abbildung ¥ der Bahlenveihe N ober dex
burd) Diefelbe Deftimmten Function ¢ (n) auf den Fall anjus
wenden, o dad bort mit &L beyeidhnete Syjtem, in reldem das
Bild 1 (N) enthalten fein joll, die Bahlenveihe N felbjt ift, weil
fitv Diefes Syjtem L jdon cine Abbiloung 6 von L in jidh jelbit
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borliegt, namlich) diejenige bbildbung ¢, durd) welde N ald einfach

unendliched Syjtem geordnet ift (71, 73). Dann witd aljo & = N,
0 (n) = @ (n) = »', mithin
L 9(N)3N,
und e3 bleibt, um + vollftdndig su beftimmen, nur nod {ibrig,
pas Clement @ aus L, d. §. aus N nad) Belieben 3u mwibhlen.
JNehmen wir @ = 1, fo witd ¥ offenbar die identijche Abbildung
(21) von N, weil den Bedingungen
() =1, ¥()=@Mm)
allgemein durd) ¥ (n) = n geniigt witd. Soll aljo eine anbdere
Abbilbung ¥ von N erjeugt mwerden, fo mup fiit @ eine von 1
verjdhiedene, nad) 78 in N’ enthaltene Bahl m' gewdhlt iwerden,
wo m felbjt irgend eine Fahl bedeutet; da die ALbildung ¥ offen=
bar bon der Wahl Ddiefer Bahl m abhingiq ijft, o bezeihnen wix
bad entjprechende Bild ¢ (n) einer beliebigen Bahl n durd) das
Shymbol m 4 n, und nennen diefe Jahl die Summe, telde
aus ver Jahl m durcd) Addition der Zahl n entjteht, ober fury
bie ©Summe der Jahlen m, n. Diejelbe ift daher nad) 126 voll=
ftindig beftimmt durc) die BVedingungen *)
IL. m41=m
1. m + ' = (m 4+ n).

136. ©ap. €5 it m' + n=m + .

Betweisd durdh volljtindige Indbuction (80). Denn

o. der &af ift wabhr fiix n = 1, weil (nacdh 135. II)

*) Die obige, unmittelbor auf den Saf 126 gegriindete Crilivung der
Apdition fdheint miv die einfadyjte Ju fein. Mit Buziehung ded in 131 ent:
widelten Begriffes fann man aber die Summe m 4+ n aud durd) gn (m)
oder aud) durd) gm (n) definiren, wo ¢ wieder die obige Bedeutung hat. Um
bie vollftindige Uebereinftimmung diejer Definitionen mit der obigen ju be:
weijen, braudt man nad) 126 nur ju zeigen, daf, wenn ¢n (m) odber gm (n)
mit y (n) bejeidhnet wird, die Bedingungen Y (1) = ', v (n') = py (n)
erfiillt find, wad mit Hiilfe der volljtindigen Jnduction (80) unter Juziehung
bon 131 leidyt gelingt.

. ‘e
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-l —imh— (=)
und (nach 135. III) (m + 1) = m - 1’ ijt
6. Jit der ©Saf wahr fitr eine Zahl », und febt man Ddie
folgende 3ahl #' = p, Jo it m' + n=m 4 p, aljo aud
(' + n)' = (m + p)', woraus (nady 135. 1) m' + p — m + p'
folgt; mithin gilt der Saty audy fitr die folgende Bahl p, w. 3. b. w.
137. Sap. G8 ift m' +n = (m + n).
Der Beweis folgt aus 136 und 135. IIL
138. Sab. €G3 it 1 + n = n".
Beweid durd) vollftindige JInduction (80). Demn
0. der €ab ift nad) 135. II wabe filt » — 1.
. Gilt der Sa fiir eine Babl n, und febt man »' = p, Jo
iff 1 4+ 2= p, aljo aud) (1 + n)’ = ', mithin (nady 135. III)
1 +p=p, 0 b der Sab gilt audy filr die folgende Jahl p,
0, 3 b. .
139. Gah. C3 it 1 4+n=mn+ 1.
Der Veweid folgt aud 138 und 135, IL
140. Gaf. 68 it m + n = n + m.
Beweis durd) vollftandige JInduction (80). Denn
o. der Sab ift nad) 139 wabr fiiv n = 1.
6. Gilt der Saf fiiv eine Jahl =, jo folgt davaud aud
(m + n) = (n + m), d. 0. (nach 135. III) m + »' = n + w/,
mithin (nad) 136) m + #' = »’ + m; mithin gilt der Saf aud
filr die folgende Bahl 2/, w. 3 b. w.
141. Sah. €3 it ( + m) + n =1+ (m + n).
Beweid durd) voljtandige JInduction (80). Denn
0. der Sap ijt wabr fitr » = 1, weil (nach 135. II, III, II)
C+m+1=0+m)=101+m' =1+ (m 4 1) it.
6. Gilt der ©af fiix eine Jahl =, fo folgt daraud aud
(@ + m) + n) = { + (m + n)), d. §. (nadh 135. III)
T+m)+n' =14+ m+n) =1+ (n+ ),
aljo gilt der Saf audh filx die jolgende Jahl #', w. 3 b. w.
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142, ©ah. €8 it m 4+ n = m.

Verweis durd) vollftindige JInduction (80). Tenn

0. ber Saf ijft nach 135. IT und 91 walr fiiv » = 1.

6. Gilt der Sap fitr eine Jahl n, jo gilt er nad) 95 aud
Hiv die folgende Bahl #’, weil (nad) 135. IIL und 91)

mto=m+n >m-+tn
iff, w. 3. b. w.

143. Sa. Die Bedingungen m > @ und m + 1 > a +
find gleichwerthig.

Veweis durc) vollftindige JInduction (80). Denn

0. der Sab qilt jufolge 135. IL umd 94 fiiv n = 1.

6. Gilt der Sab fiir eine Jahl n, jo gilt er aud) fite die
folgende Bahl #/, weil die BVedingung m + n > a + n nad) 94
mit (m + n) > (¢ + ), aljo nacdy 135. IIL auch mit

mt+an>a-tn
gleihwerthig ijt, w. 3. b. tw.

144, Ga. Jftf m > a und n > b, jo ijt aud

m-+n>a-+0.

Betveiz. Denn aud unjeren BVorausjeungen folgt (nad) 143)
m-n>a-+nudn-t+a=>0-+ aobder, wad nad 140 das=
felbe ift, @ - n > a -+ b, woraus fid) dexr Sah nad) 95 ergiebt.

145. Cap. Jft m +n =a-+n, jo it m = a

Beweiz. Denn wenn m nidhgt — a, alfo nadh 90 entweder
m = a oder m<<a i, o ift nach 143 entjprechend m +n>a—n
oder m -+ n << @ + n, aljp fann (nac) 90) m -+ n gewify nicht
— @ -+ n jein, w. 3 b. .

146. Sap. Jjt I > n, jo giebt 3 eine und (nad) 145) nur
eie Bahl my, ‘weldpe der BVedingung m -+ n = 1 geniigh.

Beweid durch vollftandige JInduction (80). Denn

0. ber Sab ift wahr fiir » = 1. Jn der That, wenn 1 > 1,
. §. (89) wenn ! in N’ enthalten, aljo dag Bild m' emer Bahl

m ijt, Jo folgt aug 135. II, dbap ¢ = m 4 1 ijt, w. 3 b. W.

—— LSRR
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6. Gilt ber Sah fi'n' eine Jahl », fo zeigen ivir, dap er aud
fiir die folgende Jahl »' gilt. Jn der That, wenn I > #»’ ift, jo
ift nach) 91, 95 aud i';::- n, und folglidh) giebt ed eine Zahl 7
welde der Bedingung 7 = k -+ » geniigt; da Ddiejelbe nad) 138
berjdyieden bon 1 ijt (weil jonjt I = »' wive), fo ift fie nad) 78
0asd Bild m' einer Jahl m, und folglich ijt I = m' + n, aljo nad)
136 aud)y I =m + #/, . 3. b. n

L

= 3]
8. 12.

Multiplication der Jahlen

147, Grfldvung.  Nadhpem im vorhergehenden §. 11 ein un=
endliches Spjtem neuer Abbildungen der Bahlenveife N in fidh
jelbjt gefunden ijt, fanm man jede bderjelben nad) 126 iwieder De-
nuen, um abermald neue ADbbildungen ¢ von N ju erjeugen.
sndem man dajelbft L = N, und 0 (n) = m + n=n + m
jebt, o m eine bejliminte Bahl, wird jedenfalld twieder

L ¥ (N)3N,
und ed bleibt, um ¢ volljfidndig su Deftimnten, nuy nod) iibrig, dad
Glement @ aud N nad) Belieben ju wdihlen. Der einfadhjte Fall
fritt dann ein, wenn man Ddiefe Wahl in eine gewijje Ueberein=
ftimmung mit der Wahl von @ bringt, indem man o = m jebt.
Da bdie Hierbued) bolljtandig beftimmie Abbildung 2 von Ddiejer
Bahl m abhingt, fo beseidhnen wir dasd entjprechende Bild o (n)
einer Delicbigen Bahl = durd) dag Symbol m > n oder m.n oder
mn, und nennen dieje Jahl dad Product, mwh{u‘:’f« aud der Jahl
m durdh) Multiplication mit dex Bahl = entjteht, oder fuvy
bag Product der Bahlen m, n. Dajjelbe ifi daher nach 126 voll-
ftindig beftimmt durd) die Vedingungen

Il mali="m

I, m# = mn -+ m.
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148, Sap. 63 ift m'n = mn + n.
Beweid durdh) volljtindige Jnduction (80). Denn
o. der Sab ift nac) 147. IT und 135. II wahr fiir n = 1.
6. Gilt der Sab filr eine Jahl =, jo folgt
m'n 4+ m = (mn + n) + w
und Bieraud (nach) 147. ITI, 141, 140, 136, 141, 147. III)
m'n' = mn 4+ (n+ w) =mn + (0 + n)
— mn 4+ (m 4+ ) = (mn + m) + 0 = mn' + n;
aljo gilt der Sap aud) fiiv die folgende Babl #', w. 3 b. w.
149. Saf. €8 ijt 1.0 = n.
Beweid durd) volljtindige Jnduction (80). Denn
o. der Saf ift nad) 147. II wahr fiic » = 1.
6. ®ift ber Sab fiiv eine Jahl n, jo folgt 1.0 +1=mn+1,
9. B (nadh) 147. 111, 135. 1) 1.2" = w', aljo gilt ber Sah aud)
fiiv die- folgende Jabhl »/, w. 3. b. w.
150. Saf. 63 ift mn = nm.
Beweis durd) volljtindige Jnduction (80). Denn
o. ber Sap gilt nach 147. II, 149 fix n = L
6. ®ilt der Sap fitr eine Jabhl », jo jolgt
mn +m = nm -+ m,
b. §. (nady 147. III, 148) ma' = n'm, aljo gilt dev Sab aud
fitr bie folgenbe Jahl »', w. 3. b. w.
151, Sab. €8 ijt 1 (m 4+ n) = Im 4 In.
Beweid durd. vollftdndige Induction (80). Denn
0. ber Sap ijt nacy 135. II, 147. IIL, 147. II wafr i
i—1;
6. ®ilt der Sab fitr eine Jahl 2, jo folgt
Im+n)+1=(Um+1In)+ 1
nadh) 147. III, 185. III ijt aber
Im+n)+1=1(m+n) =1(m+ )
und nach 141, 147. III ijt
Am+1In) +l=1Im+(n+1)=1m+ In

1}
t
f
|
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mithin ift 1 (m + »') = Tlm + %/, d. §. der Saf gilt aud) fiir
die folgende Jahl #', w. 3 b. w.

152. Caf. €3 it (m + n) l =ml + nl

Der Veweid folgt ausd 151, 150.

153. ©al. €3 ift (Im)n = l(mn).

Beveid durd) vollftandige JInduction (80). Denn

0. der Sab gilt nad) 147. II fiix » = 1.

6. Gilt ber Sap fiiv eine Jahl 2, o folgt

(Im)n + Ilm = L (mn) + lm,
b. . (nad) 147. III, 151, 147. 1II)
(Im)yn' =1l (mn 4+ m) = 1(mn),

aljo gilt ber Sah aud) fiir die folgende Fahl =, w. 3. b. .

154. Bemerfung. Hitte man in 147 feine Begichung Froijden
@ utd 0 angenommen, fondexn @ =k, 6(n) = m + n gejebt,
jo wilrde Hievaud nadh) 126 eine toeniger einfache Abbildung 3 der
Bahlenreihe N entftanden fein; fitr die Jahl 1 wide v (1) = F,
und fiir jede anbdere, aljo in der Form x’ enthaltene Jahl iwiirde
P (n) = mn + k; denn Bievdurd) wird, tovon man fih mit
Auyichung der vorhergehenden Sibe leidht iiberseugt, die Vedingung
v =0y @), b h p@)=m -+ P () fiir alle Bahlen n
exfilllt,

8. 1.

PBotengitung der Jahlen.

155. Grfldrung. Wenn man it dem Sabe 126 tvicder

Q — N, fernet @ = a, 0 (n) — an — na jebt, jo entjteht eine
Abbilbung ¥ von N, welde abermald der Vedingung

L »(N)3N

geniigt; bad entjprechende Bild 3 (n) einer beliebigen Fahl 2 be-

seidhnen wiv mit dem Symbol a?, und nennen Ddiefe Jahl eine

Poteny der Bajid a, wihrend »n dex Erponent diejer Potens
4
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die Bebingungen
fRivgl—\q
HLH ave='a.'a% =Sasn:

1566, ©Saf. €3 ijf'am+t = a™.a"

Bemeid durd) vollftandige Induction (80). Denn

0. ber Sap gilt nadh 135. II, 155. III, 155. II fiit » = 1.

6. Gilt der Sap filr eine Jahl n, jo folgt

ar g — (a™.at)a;
nach 155. III, 135. III it aber a™+".qa — oM+ W= gm+®,
und nad) 153, 155. III ift (am.a") @ = a™(a™.a) = a™.a";
mithin ift am+v = am.a”, . . der Sah gilt aud) fiir die
folgende Jahl #', w. 3. b. 1.

157. ©af. €8 it (am)* = a™".

Beweid durd) vollitindige Jndbuction (80). Denn

0. der Sab gilt nad) 155. II, 147. II fix n = 1L

¢. Gilt der Sah fiir eine Jahl n, jo folgt

(a2 )E i —r g P ian;
nad) 155. IIT ift aber (am)*.am = (a™)*, und nady 156, 147. 111
ift amn. gn — agm»+m — g mithin ift (@) = a™*, b. |
per Sap gilt aud) fiiv die folgende Zahl »', w. 3. b. w.

158. ©af. €3 ift (ad)* = a".b™

Beweid durd) volljtandige JInbuction (80). Denn

o. der Sah gilt nad) 155. II fiix » = 1.

6. Gilt der Saf fitv eine Bahl n, jo folgt nad) 150, 153,
155. III aud) (ab)*.a = a (a".b") = (a@.a”) b* = a™.b", und
hieraus ((ab)*.a)b = (a™.b")b; nadh 153, 155. IIL ift aber
((ab)r.a)b = (ab)*.(ab) = (ab)”, und ebenjo

(a2 =) b =sars(Pr.0) = ot bt
mithin ift (ad)” = a™ .0, d. §. der Sap gilt aud) filr Dbie
folgende Bahl #/, . 3. b. .
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14.

MAnzahl der Glemente einesd endlidhen Shjtems.

159. Sa. Jjt X ein unendliched Syjtem, fo ijt jeded Dder
in 98 crtlarten Bablenfyfteme Z, dhnlich abbildbar in X (b. .
dhnlich einem Theile bon ), und umgetehrt.

Beweis. Wenn X unendlich ift, jo giebt e8 nadh 72 gewif
einen Theil 7" von X, welder einfac) unendlich, alfo nady 132 ber
Babhlenveipe N dhnlich ift, und folglidhy ift nad) 35 jeded Syjtem
Z, ald Theil von N aud) einem Theile von 7', aljo aud) einem
Theile von X dhnlich, w. 3. b. w.

Der Beweid der Umfbehrung — fo einleuchtend bdiejelbe er=
jdheinen mag — ift umjtandlicher. LWenn jeves Shitem Z, dbhnlich
abbildbar in X ift, fo entipricht jeder Bahl n eine folde dhnliche
AbLIlbuNg oy DOM Z,, DB e, (£,)3 X wird. Aud der Crijteny
einer folchent, ald gegeben anzujehenden Reihe von Abbilbungen e,
iiber bie aber mweiter Nichtd vorausgejept twird, leiten wic zunddit
mit Hiilfe bed Sabed 126 die Grijteny einer neuen NReihe von eben
folden AbDbildungen ¥, ab, welde die bejondere Eigenjdhajt bejibt,
bap jededmal, wemn m < m, aljp (nach) 100) Z,.3 Z, ijt, die
Abbildung ¥, des Theiled Z, in ber Abbildbung ¥, bon Z, ent=
balten ift (21), d. 5. dap die Abbilbungen ¥, und v, fiir alle
in Z, enthaltenen Jabhlen ginglidh mit einander iibereinjtimmen,
aljo aud) ftets

Y (M) = P, ()
witd. Um den genannten ©af diejem Fiele gemdp anjuwenden,
perftehen wir unter £ dasjenige Syjtem, defjen Elemente alle iiber-
haupt moglidgen dbhnlichen Abbilbungen aller Syjteme Z, in X
find, und befiniven mit Hiilfe ber gegebenen, ebenjalld in £ ent-
haltenen Glemente ez, auf folgende Leije eine AbLbilbung 0 von £2
in fih felbjt. Jjt p irgend ein Glement von £, aljo 3 V. eine
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ihnliche Abbildung bed beftimmien Syjtems Z, in ¥, jo famn
baé Spjtem o, (Z,) nidht Theil von B(Z,) jein, weil jonit L
nad) 35 einem Theile von Z,, aljo nad) 107 einem edten Theile
jeiner felbjt dhnlidy, mithin unendli) wdre, wad dem Sape 119
widerjprechen toitxde; e gicht daher in Z, getip eine Fahl ober
verjhicbene Bahlen p der rt, dafy e (p) nidht in g (Z,) ent-
Halten ijt; bon Ddiefen Jahlen p wihlen wirx — nur um ehwasd
Veftimmied fejtyujeen — tmmer die Heinfte & (96), und definiven,
ba Zy nad) 108 aud Z, und «' jujommengejebt ijt, eine b
bilbung p von Z, dadurd), dap fiir alle in Z, enthaltenen Fahlen
m das Bild y (m) = B (m), und aupexdem p (n') = o (k) fein
joll; biefe, offenbar dhnliche, Abbilbung p von Z, in X jehen ivix
nun ald ein Bild 6(B) bder Wbbildung A an, und hievdurd) ift
eine Abbilbung O ded Syjtems £ in fich jelbjt volljtindig definich,
Nachhem die in 126 genannten Dinge L2 und O bejtimmt find,
wihlen wir endlid) filr dad mit @ bezeichnete Element von £ Ddie
gegebene ADBLIldung ey 5 Hierdurd) ift nach) 126 eine Abbildung 3
der Bablenveihe N in £ beftimmt, weldye, wenn tir das zugehorige
Bild einer beliebigen Jahl »n nicht mit ¥ (n), jondern mit ¥, be=
jeidynen, ben Bedingungen
IL 9, =
L =10 ()

geniigh.  Durd) volljtindige JInduction (80) evgiebt fid) Fundadyit,
bap , eine dhnliche ALLilbung von Z, in X ijt; denn

o. died ift zufolge IL wabr fiiv » = 1, und

6. wenn dieje Behauptung fiir eine Jahl »n zutrifit, jo folgt
aud IIT und aud dexr Art ded oben Dejdhriebenen Ueberganges 0
pon B ju ¢, dap die Vehauptung aud) fiiv die folgende Jah »’
gilt, w. 3. b. w. Hievauf beweifen wiv cbenfalld durc) volljtindige
Snduction (80), daf, wenn m irgend eine Jahl ijt, die oben ans
getiindigte Eigenjdaft

d-1H (“"} = Ym (”"‘)




53

wirtlidh allen Bahlen » yufommt, welde = m find, aljo nady 93,
74 der fKette m, angefhdren; in der FThat,

o. died leudtet unmittelbar ein filt n = m, 1o

6. wenn diefe Gigenjhaft einer Sahl n zufommt, fo folgt
wieder aus IIL wud der Bejdaffenheit von 6, daj fie aud) dex
Bahl ' jufommt, w. 3. b . Naddem aud bieje bejondere
Gigenjchaft unferer meuen HReihe von Abbildungen v, feitgeftellt ift,
fsnnen tiv unjeren Sab leiht beweifen. Wir Ddefiniven eine D=
biloung % der Bafhlenveihe N, indem wir jeder Jahl = bad Bild
g (n) = vn(n) entjprechen lafjen; offenbar find (nachy 21) alle
Abbildoungen 7, in Ddiefer einen Abbilbung enthalten. Da Py
eine ABbilbung von Z, in X war, fo folgt jundcdit, dap Ddie
Bahlenceihe N durd) g cbenfalls in X abgebildet wird, aljo
7 (N)3Y ift. Sind ferner m, n verjdyicdene Baplen, jo darf man
ber Symmetrie wegen nadh) 90 annchmen, e8 fei m < n; dann ijt
nadh Dem Obigen y (M) = Yy (1) = P (M), UND % (n) = Pu(n);
da aber ¥, ecine dhnliche ALbildung von Z, in X war, und m, n
verfchicdene Glemente von Z, find, o ift ¥ (n) perjdyicden bon
U, (n), aljo aud) y(m) verjdicden von z(n), d. . y ift eine dhn=
licge Abbilbung von N. Da ferner N ein unendliched Syjtem it
(71), fo gilt nach 67 daffelbe von dem ifm dhnlichen Syjtem
y (N) und nadh 68, weil z (N) Theil von ¥ ift, aud) bon X,
. 3. 0. 1.

160. Sap. Gin Spjtem 3 ift endlich oder unendlid), je
nadydem e5 ein ihm dhnliches Syjtem Z, qiebt ober nidht giebt.

Vereid, Wenn 3 endlid) ift, jo giebt ed nad) 159 Syjteme
Z,, welde nidgt dhnlich abbilobar in X find; da nach) 102 das
Spjtem Z; aud ber eingigen Jahl 1 befteht und folglich in jevem
Spijteme dfnlich) abbildbar ift, jo muj die fleinfte 3ahl & (96), der
ein in > nidgt dhnlich abbildbaves Syftem Z entjpricht, berjchieden
pon 1, aljo (nady 78) = ' fein, und da n < n' ijt (91), fo
gicht ed eine dfnliche Abbibung » von Z, in Zj wire nun
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P (Z,) nur cin echter Theil von X, gibe ¢3 aljo ein Element e
in X, weldesd nicht in ¢ (Z,) enthalten ijt, jo fonnte man, da
Zw = M (Z,, ') ijt (108), dieje. Abbildung ¥ ju einer dhnlichen
Abbilbung ¥ von Z, in X eriveitern, imbem man ¢ (n') =
jebte, wdbrend dod) nach unferer Annahme Z, nidht dhnlid) ab-
bifdbar in X ijt. Mithin ift ¢ (Z,) = X, d. h. Z, und ¥ find
dhnliche Spjteme. Uingelehrt, wenn ein Spjtem X einem Syjteme
Zyn ahnlich ift, jo ift X nad) 119, 67 endlidh), w. 3 b. .

161. Grflivung. Jjt X ein endlihed Sypitem, jo giebt ¢3
nad)y 160 eine, und nad)y 120, 33 aud) nur eine einyige Babhl n,
weldyer ein dem Syjteme X dhnlihed Syjtem Z, entjpridyt; bieje
Bahl » heipt die Anzahl der in X enthaltenen Elemente (odber aud
der Grad ded Syjtems X), und man fagt, X bejtehe aus oder fei ein
Syjtem von n Clementen, oder die Jahl n gebe an, wie viele Ele=
mente in X enthalten find *). Wenn bdie Jahlen benubt werben, wm
diefe beftimmte Eigenjchajt endlicher Syjteme genau audzudriiden, jo
heipen fie Cardvinalzahlen. Sobald eine beflimmte dhnliche AD-
bildung ¥ de3 Syjtems Z, gewdhlt ift, vermoge weldher ¢ (Z,)=3
10itDd, o entjpridyt jeder in Z, enthaltenen Zahl m (d. §. jeder Bahl m
weldhe << n ift) ein beftimmted Clement ¥ (m) bes Syjtems ¥,
und viidwdrtd entjpriht nad) 26 jedem Elemente von X durd) bdie
umgefehrte Abbilbung P eine beftimmte Bahl m in Z,. Sebhr oft
beeichnet man alle Elemente pon X mit einem einzigen Budjftaben,
3. B. o, dem man die unterjdeidenden Fahlen m ald Beiger an-
hingt, fo Daf ¢ (m) mit e, bejeichnet wird. Man fagt aud),
diefe Glemente feien gezdhlt und durd) ¥ in beftimmter Weife
geordnet, und nemnt o, dad mte Element von X; it m << g,
jo Deipt o Dad auf e, folgende Glement, und «, bheipt dad

*) Der Deutlichleit und Einfachheit wegen bejdrinfen wir im Folgenden
den Begriff der nzahl durdaus auf endlidhe Syftente; wenn wir daher von
einer Anzahl gewifjer Dinge jpredyen, jo joll damit immer jdon ausdgedriict
jein, vaj dad Syjtem, defjen Clemente dieje Dinge find, ein endlicdyes ijt.

—— ——
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fehte Glement. Bei diefem Bdhlen ber Elemente treten dafer die
Babhlen m wicder ald Ordinalyahlen auf (73). ¢

162. Sah. Alle einem endlichen Syfteme dhnlihen Syjteme
befien diejelbe Anzahl von Elementen.

Der Beweid folgt unmittelbar ausd 33, 161.

163. Sah. Die Anzahl der in Z, enthaltenen, b. D). ber=
jenigen Bablen, welde << n {ind, ijt ».

Beweid. Denn nad) 32 ift Z, fich jelbjt dhnlich.

164. Sap. Befteht ein Syjtem aud einem eingigen Element,
jo ift die Anzabhl jeiner Glemente = 1, und umgetehrt.

Der Veweid folgt unmittelbar ausd 2, 26, 32, 102, 161.

165. Sab. Jft 7' ehter Theil eined endlichen Syjtems 2,
fo ift die nzahl der Glemente von 7' fleiner, al3 biejenige Der
Elemente von Y.

Beweid. Nadh) 68 ift 7 ein endliched Spftem, aljo dhnlid)
cinem Spfteme Z,, wo m bdie Anzahl der Elemente bon T be-
deutet; ijt ferner = die Unzahl bder Glemente von ¥, aljo X
dhnlih Z,, fo ift 7 nad) 35 einem edhten Theile E von Z,
dhnlich, und nad) 33 find audy Z, und E cinander dhnlich; wire
mm n < m, aljo Z,3%Z,, jo wire E nad) 7 aud) echter Theil
bon Z,,, und folglih) Z,, ein unendliched Syjtem, wad dem Sabe
119 widerjpricht; mithin ift (nach 90) m << n, w. 3. b. w.

166. ©a. Jit I'= M (B, ), wo B ein Syjtem von »
Glementen, und y ein nidht in B enthaltened Element von I' be-
peutet, jo befteht I" aud n' Clementen.

Beweis, Denn wenn B = ¢ (Z,) ijt, wo ¥ eine dhnliche
Abbilbung von Z, bedeutet, jo ldpt {ich diefelbe nach 105, 108
s einet dhnlihen AbDilbung ¥ von Z, evweitern, indem man
P (n') =y jet, und gwar witd ¢ (Z,) = I, w. 3 b. .

167. ©ab. Jit p ein Clement cined aud n' Elementen be-
ftefenden Syjtems I, fo ift = bdie Anzahl aller anderen Elemente
pon I
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Beweid. Denn wenn B der Jnbegriff aller bon p  bers
{dhiedenten Clemente in I bedewtet, Jo ift I' = M (B, p); ijt nun
b die Anzahl der Elemente ded endlihen Syftemd B, jo ift nad)
pem borfergehenden Sabe ' die Anzahl der Elemente von I, alfo
= »/, woraud nad) 26 aud) b = » folgt, w. 3 b. .

168. Sah. Bejteht A aus m, und B aud n Glementen, und
haben A und B fein gemeinjames Element, jo befteht 44 (4, B)
aud m 4+ n Elementen.

Beweid durd) vollftandige Juduction (80). Denn

0. der Sa ift wabr fiir » = 1 jufolge 166, 164, 135. IL

6. Gilt der Sab fiir eine Zahl n, jo gilt er aud) fitr die
folgende Bahl x'. Jn der That, wenn I ein Shjtem von #'
Elementen ift, jo tann man (nad) 167) I' = M (B, y) fjeben,
o y ein Glement und B dag Syjtem der » andeven Elemente
bon I' bedeutet. Jjt nun A ein Syjtem von m Elementen, deven
jebed nidt in I', aljo aud) niht in B enthalten ift, und jebt
man M (4, B) = X, jo ift nad) unjever Annabhme m + n die
Anzahl der Elemente bon ¥, und da p nidt in X enthalten ift,
fo ijt nad) 166 bie Anzahl der in M/ (X, ¢) enthaltenen Clemente
= (m + n), aljo (nad) 135. III) = m + »'; da aber nach 15
offenbar M (2, y) = M (4, B,y) = M (4, I) iit, jo ift m + 2’
die Anzahl der Glemente von M (4, I'), w. 3 b. w,

169. Sa. Sind 4, B endlihe Syjteme bon bejiehungs-
toeife m, n Glementen, jo ift 44 (4, B) ein enbdlides Syjtem, und
oie nzahl feiner Clemente iff < m | n.

Beweis. Jjt B34, jo ift M (4, B) = 4, und bie Anzabl
m der Glemente diejed Syjtems ift (nad) 142) << m + =, toie
behauptet war. Jft aber B fein Theil von A, und 7' bad Shijtem
aller derjenigen Elemente bon B, welde nidht in A enthalten {ind,
jo ift nad) 165 deven Anzahl p << m, und da offenbar

MA B =M1




D
ift, jo ijt nach 143 die Anzahl m + p der Elemente diejes Syjtems
< m -+ n, w. 3 b w,

170. Sah. Jeded aud einev Wnyahl n von endlichen Syjte-
men jujammengejebte Syjtem ijt endlid).

Beweis durch vollftdndige JInduction (80). Denn

o. der ©afy ift nad) 8 jelbjtverftindlidy fiix » = 1.

6. Gilt der Sap fitr cine Jahl », und ift X zujommengejebt
aud 7' endlichen Syjtemen, o fei A eined diejer Syjteme, und B
bas aud allen iibrigen zujammengejebte Syjtem; da bderen Anzahl
(nach) 167) = = ijt, fo ift nad) unjever nnahme B ein endliched
Shjtem.  Da nun offendbar ¥ = M (4, B) ijt, fo folgt hievaus
und aud 169, dap aud) ¥ ein endliched Syjtem ijt, w. 3 b. w.

171. ©Saf. Jit ¥ eine undhnliche Abbildung eined endlidhen
Syjtemd X von n Elementen, fo ift die Anzahl der Elemente ded
Bilded ¥ (X)) fleiner ald n.

Berweid. Wahlt man von allen denjenigen Elementen von 2,
welche ein und dafjelbe Bild befihen, immer nur ein einjiged nad
Belieben aud, fo ift dad Syftem 7' aller diejer audgewihiten Ele-
mente offenbar ein echter Theil von X, weil ¥ eine undhnliche
Abbilbung von X ift (26). Jugleid) leudytet aber ein, dap Ddie
(mad) 21) in ¥ enthaltene Abbildung Dbdiefes Theilds I' eine dhn-
lige, und daf ¥ (7) = ¥ () ijt; mithin ijft das Syftem ¥ (X)
dhnlich dem echten Zheil 7" von 3, und DHievaus folgt unjer Sal
nad) 162, 165.

172. Sdlupbemerfung. Obgleich foeben bewiefen ift, daff die
Angahl m der Elemente von ¢ () fleiner al8 die Anzahl n Der
Glemente von X ift, fo jagt man in manden Fallen dod) gern, die
Anzahl der Glemente von ¢ () fei = n. Natieli) wird dann
bad Wort Anzahl in einem andeven, ald dem bidherigen Sinme
(161) gebraudyt; iff ndmlih) o ein Element von ¥, und a die
Anzahl aller derjenigen Elemente pon X, weldhe ein und bdafjelbe
Bild 3 (er) befiben, Jo wicd lefteres ald Element von P (X) hiufig

4x




bod) mod) ald Vertreter von @ Clementen aufgefaft, die wenigjtens

ifprer Abftammung nadh) ald verjhieden bom einander angejehen
werden fonnen, und wird demgemdp ald afadhed Element bon
¥ (3) gedht. Man fommt auf diefe Weife su dem in bielen
Nillen fehr nitlichen Begriffe von Syftemen, in denen jeded Ele-
ment mit einer gewifjen Hiufigleitdsahl audgeftattet ijt, welde an=
gicht, wie oft dafjelbe als Glement de3 Syjtems gevehnet werden
ioll.  Sm obigen Falle wiivde man 3. B. jagen, daf n die Anzafhl
ber in biefem Sinne geyihlten Elemente von ¥ (X) ijt, wihrend
bie Unzahl m der wirtlich verjdhiedenen Elemente diefes Syjtems
mit ber Unzahl der Glemente von 7' {ibereinjtimmt.  ehnliche
Wbroeidhungen von der urfpriinglichen Bedentung eined Kunjtauds
druds, die nidhts Anberes find, ald Criweiterungen der urjpriinglichen
Veqrifie, treten jehr Hiufig in der Mathematit auf; dod) liegt e3
nicht im Bwed diefer Schrift, niher hievauf einzugehen.
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