
Über (lie Gitterpnnkte in einem Kreise.
Von

Karl Gfandjot in Göttingen.

Neuere Untersuchungen über die Anzahl der Gitterpunkte in einem

Kreise haben zu Ergebnissen geführt, die sich unter Benutzung der Be¬

zeichnungen

ü (») = 2Jar+b-=n

P(x) = ^ U(n) — jix ,

n= i ra¬

so aussprechen lassen:

Herr Cramér 1) bewies für jedes e > 0

J P '\x)dx = ßy° + 0(yi +s )0

und Herr Landau 2) dann sogar

(1) f P'(x)dx = ßy§+ 0(y 1+E ). 3)o

Das folgende bekannte Verfahren leitet hieraus und allgemeiner aus

jeder Beziehung
V

(2) R (y) = f P' 2 (x)dx — ßy% = O (y a ) mit a 3o

Uber zwei Sätze des Herrn G. H. Hardy, Math. Zeitsohr. 15 (1922), S. 201—210.
2) Über die Gitterpunkte in einem Kreise, Gött. Nachr. 1924, S. 58—65.

3) Daß beide Verfasser nur von 1 an integrieren und daß ihr I J (x) sich von
meinem um 1 unterscheidet, macht nichts aus, wie man z. B. mit Hilfe von S. 65 der

unter -) genannten Arbeit sieht.
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eine Abschätzung von P(x) her. Aus (2) folgt

also

y+v 3 / « 1\
f P i (x)dx = 0 [y 3 y 2 ) + 0(y"),

a V+V 3 V+ V3
y 3 \P(y)\£ J \p{x)\dx+ f \P{x)-P(y)\dx

V V
a la

(a v+y 3 \ 2 V+V 3

y 3 / P'(x)dx) +0 J (x — y + 1) x s dx
V I V

= 0 (^ + ï) + 0 {y* a ) + 0 (y 3 ^) ,
1 \ / a '• +e

%) = oU 4 i + o^

Aus Herrn Landaus Ergebnis folgt so die wohlbekannte Abschätzung

P{x) = 0(x» +£ ).
Das schärfere

P(®)= 0(xi +c )

würde sich aus der Richtigkeit von

R(y) = 0(yt + °)

ergeben. Ich hüte mich aber, diese letztere Vermutung auszusprechen;

weshalb, mag man gerade zwischen den folgenden Zeilen lesen.
Ich werde nämlich für die Funktionen

p s(y) = e J (y - z) 6 ' 1 P(x)dx (q> l ganz)
o

mit der Abkürzung

ñ (g') 2 y u\ n)

nicht nur die ungefähr (1) entsprechende (um das e bessere) Beziehung

(3) R a (ymf P ^x)dx-ß e ye + i = 0(y s+1 )0

nachweisen, sondern auch

(4) R e (y)= Q(ye+i)

(d. h. bei passendem von y freiem Ii > 0

\R e {y)\> Kye+i

für eine Folge ins Unendl iche wachsender y).
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Der Nachweis von (3) ist entsprechend einfacher als der von (1) bei

Herrn Landau, da die bekannten Reihen, welche P e (x) darstellen, absolut

konvergieren; der Beweis von (4) wird dadurch überhaupt erst möglich.

Ich benutze im übrigen noch einen Kunstgriff, den Herr Landau in einem
ähnlichen Fall verwendet hat.

In der für x 0 gültigen Formel

P s (*) = * ¿ {2m}]P\ - S \ I Q+
71=1 ~T

n

konvergiert die Reihe rechter Hand absolut, da firr z > 0

(5) I J a +i(z)\ <cz~i 4)

gilt. Somit erhalte ich

2J O+ T" xe+l J s+i ( 2 711 mx ) J a+ 1 ( 2 711n x )
(e ! ) m,n= 1 ,( mn ) -

bei beliebiger Anordnung der Reihenglieder. Zufolge (5) konvergiert diese

Reihe auch gleichmäßig auf 0 <¡ x ^ y, so daß

y œ V

í -Pe {x)dx= U(m)ü ^n) [ x e+t J e+í {2 7l Í mx )J e+í {2nÍnx)dx
(e ¡ ) m,n=í , "-T- J7

u (mn) "

00 1 V

(6) =2 ^ U(m)U(n ) J x se+a J e+1 (2jzxl/m)J p+1 (2nx\n)dx 5 )
m,n=1 (mn) 2 0

wird. Aus

T / \ I 1 / 2 f OTC . 7t\ 3 • / Jít —5

W*) + 1/^ coe V--2-+4J-C* ï8 m[z— 2--4) < « 2

für z > O folgt bei a > 1, ß > 1, x > O , œ — — j

J c+1 («a;) J 0+1 (ßx ) -=cos(ax + co)cos(ßx -j- co)
nx ] aß

_J
x-\al

c fsin (ctx + co) cos (ß x + co) eos (ux + <«) sin f ß x -|- o))

< C (aß) % X 3 .

4) Alie c sind reell und hängen nur von g ab.

6) Den Wert dieses Integrals kann man zwar in geschlossener Form durch
Besseische Funktionen ausdrücken; das wird aber umständlich und nützt mir nichts.

Bemerkenswert ist höchstens die im Falle m = n verwendbare Beziehung

± (* 9 ' ( j;_ l (,) + J, 2 (*))) = (4 , - 2 (z).
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Hieraus ergibt sich, wenn beide Konstanten des O nur von q abhängen,
\v

Jx^e+a Je+l {ax) Je+l (ßx)dxO
\v

== J % 2ß+2 cos {ax + co) cos (ßx + od) dx
' 0

Vi/

i c I »9o+i /' S' n ( aa: + ">) c °s (/îa;+ &>) , cos ( a a; + <u) sin f /?a; 4- <
\ « + ß

r r o

+ 0 ((«£)-V 4 )
Vi/

= J Z 2e+a (cos (cc — ß)x± sin (« + £) a:) da:

da;

o
\lv

+ p J * a<?+1 (( « ~ j) sin ( a -P) x± (i+j) 008 ( a + ß) x ) dx0

+ 0((uß)-iy' + i).
Das liefert einerseits

i y
f x 2e 'r3 J e2+1 (ax) dxo

Vf {v

— — J x 2 'J+ " (.1 + sin 2ccx) dx + A J*a: 2s+1 cos 2aa; da; + O (y 3 ^o o
1jQ+ ^ t— i

= (2e + 3)^a — 2jca^ cos2o: ^2/ + 0(y 3+ ?),

andererseits für a 4= ß

7
0f x 2<?+s J e+1 (ax) Je+1 (ßx)dx0

UQ+ 1 ( \ /—1 r—

^ b=ß sm( * -W y± —ß cos ( ß +0) ] y

+ O ((«/?)-* -^- a ) + O {(aß)-* y sH ).x (cc — ß) '

Beides setze ich mit a = 2nfm, ß = 2n)n in (6) ein und erhalte

¿ +4 ¿
Vv- ' o m, 7i=1 m,w=l

m=n m>n

= 2 — "'** + j^ cos4 „V^\ + 0~ We+i \2(2e + 8)jr ")/w 8 ji 3 n *7^ N £
Mathematische Annalen. 96. 5
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» m-i — — —

_i_ e+i y U (m) y U(n) / sin 2 jt (ym — |w) cob 2 ar (\ m + n) |>y \
^ e ■ 8 e , 3 \ — ~\n ^ w 'S A. JL.X

m=2 2 4 n=1 2 4m • W

oo m-1

0s ,,«2'íííl) 2 , ^®( 1 +m=2 TO* n=1 n í * ( to — n)'

wo alle auftretenden Keihen absolut und auf jeder endlichen y- Strecke

gleichmäßig konvergieren :

m- 1 m—1 X

y 77(») 1 . = r; y i

¿i á m " M

+ O y = 0(1),' m —' m — n v 7

v'£ö)_ 0 (i),

/ //» 7)1 , .
w<y y <n<m

n=i w 4

m— 1

2 1 _ o 2- i. + 0 2" 0(1).
„i »« <»-») ,n » (m — m ) '

Schließlich wird

«<f t S»<™

" tf 2 (n)

(eO J (8« + »)* „<?+*

±^(¿ lLJw coa4=n ^
4rc 3 Vntí « e+S

c

m-1 ,— — — — _ _
Ï7(w) / ein 2 st ("Cm— \n)\y cos 2 jr () m + \ n) j yy» Î7(»i) \"T Ï7(w) / sin 2ji (\ m — | n) } y

^ e , s ^ e , s \ l' m - T n ■»>=2 v + T n=l T T ' fm "
y «Î + } »

+ 0(i/ e+ ï),

wodurch zunächst (3) bewiesen ist. Für den Nachweis von (4) langt z. B,

die Angabe eines H > 0, so daß der Betrag von

Ä ( z )= j7^TT cos22twn=l n

oc m— 1 - _

CX» 1) V U (n) f sin (]' m — )' n) z , cos ( | ' m+) n) z \

' ~ C° 1. + A ^ ^ y m - yñ } m + } w '7?l—¿ 2 4 TI—J- 2 4
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durch ein z auf jeder reellen Strecke der Länge H größer als 5 gemacht

werden kann. Das tut, so behaupte ich,

U-(n) U(n) 1c y U (wt) y U (w) y

n=i - m* J „=1 «* (yw-yn)(|/m-f»-2)y
\/m —yn =t=2

wo c 0 die Zahl aus (7) ist. Ich zeige zuerst die Konvergenz der letzten

Reihe rechts. Wenn 1 n < m und g eine ganze Zahl =)= 4 Mm ist, so gilt

I g - 4 I'm I ^ I T 16m + 1 - 4 I'm | = = > :
I' 16 ni + 1 4 l' m 9 y m

das ergibt

I (y'm — 2) 3 — (l'n) a I = I m — n + 4 — 4 I m | >

und wegen

(8)

auch

(9)

9 y m

im — 2 + y TI < 2 y

y m — y?i — 2| >

m

18m

m— 1

In kommen aber höchstens vier Glieder mit I V m — ]n — 2|<m *71=1

vor, da hieraus |(y'm —2)" —ra|<2 wegen (8) folgt. Ihr Beitrag ist

nach (9)

O (m~£ +E m) = O (1) ;

die übrigen geben

O my —i = O y n~-i +c + O y ^- = 0( 1).m — n ' m — n v '
71=1

Bei y > 0 ist nun
a+H

. m

yÈ«<«i

ii+H

Jcos2 Z °s^ 2 d Z = iJ ( Cg^(j, + 2) 2 + Ĉ(y-2) Z)d 3 ,

also
a+JGT

¡ J cos 2 z cos yzdz\ <
I y 2 1

|/ cos 2 z sin 2 z dz | < 1,a

>a ï H H I

! J cos 2 2 zdz y I < I-

für y 2,a

a+H

5*
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Das ergibt wegen C7(l) == 4
a + H

|/ S(z) cos 2 z dz — 8H\
a

œ s» .m-1 m—I

,l=t n m=2 m 4 v„=i w n=l n 4 U
y/m —y'» 4= 2

also
a+H
f S (z) cos 2 z dz > 5 H.
a

Demnach kann auf a <Lz <^a + H nicht überall

|S(z)1^5
sein.

Göttingen, 10. Janaar 1926.

(Eingegangen am 19. 1. 1926.)
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