Uber die Gitterpunkte in einem Kreise.
Von

Karl l{-fiml]jnt in Gottingen.

Neuere Untersuchungen iiber die Anzahl der Gitterpunkte in einem
Kreise haben zu KErgebnissen gefiihrt, die sich unter Benutzung der Be-
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so aussprechen lassen:
Herr Cramér') bewies fiir jedes & > 0
b :
J P¥(z)dz =By + O(yt™*)
(1]
und Herr Landau®) dann sogar

v
(1) J Pi(@)dx = fy*+ 0(y**).?)

Das folgende bekannte Verfahren leitet hieraus und allgemeiner aus

jeder Beziehung

(2) R(y)=[ P (z)dx — fy=0(y*) mit «=<3

1y Uber zwei Siitze des Herrn G. H, Hardy, Math. Zeitschr. 156 (1922), 8. 201—210.

) Uber die Gitterpunkte in einem Kreise, Gitt. Nachr. 1924, 8. 58— 65.

¥ DalB beide Verfasser nur von 1 an integrieren und dall ihr P(z) sich von
meinem um 1 unterscheidst, macht nichts aus, wie man z. B. mit Hilfe von 5. 65 der

unter ¥) genannten Arbeit sicht.
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eine Abschitzung von P(z) her. Aus (2) folgt
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Aus Herrn Landaus Ergebnis folgt so die wohlbekannte Abschitzung
\ > PR
BPlz)=0(aut).
Das schiirfere
P(x) = 0(zi**)
wiirde sich aus der Richtigkeit von
. B(y)=0(yt*?)
ergeben. Ich hiite mich aber, diese letztere Vermutung auszusprechen:
weshalb, mag man gerade zwischen den folgenden Zeilen lesen.
Ich werde nimlich fiir die Funktionen
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nicht nur die ungefihr (1) entsprechende (um das & hessere) Beziehung
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nachweigen, sondern auch
(4) R,(y) = Q2(yet1)
(d. h. bei passendem von y freiem K = 0

R,(y) K yeti

fiir eine Folge ins Unendliche wachsender g).
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Der Nachweis von (3) ist entsprechend einfacher als der von (1) bei
Herrn Landau, da die bekannten Reihen, welche P, () darstellen, absolut
konvergieren; der Beweis von (4) wird dadurch iiberhaupt erst moglich.
[ch benutze im iibrigen noch einen Kunstgriff, den Herr Landau in einem
ihnlichen Fall verwendet hat.

In der fiir 2 > 0 giiltigen Formel
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konvergiert die Reihe rechter Hand absolut, da fiir 2 > 0
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bei beliebiger Anordnung der Reihenglieder. Zufolge ( 5) konvergiert diese
Reihe auch gleichmiifig auf 0 <@ <y, so dab
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) Alle ¢ sind reell und hingen nur von g ab.

5 Den Wert dieses Integrals kann man zwar in geschlossener Form durch
Bessolsche Funktionen ausdriicken; das wird aber umstiindlich und niitat mir nichts,
Bemerkenswerb ist hochstens die im Falle m =n verwendbare Beziehung
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Hieraus ergibt sich, wenn beide Konstanten des O nur von o abhiingen,
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Dag liefert einerseits
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Beides setze ich mit ¢« =2a1m, f=2xn in (6) ein und erhalte
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Mathematische Annalen. 9.
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wo alle auftretenden Reihen absolut und auf jeder endlichen y-Strecke

gleichmiflig konvergieren:
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durch ein z auf jeder reellen Strecke der Linge H groBer als 5 gemacht
werden kann. Das tut, so behaupte ich,
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Das ergibt wegen U(1l) =4
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Demnach kann auf a <z <a - H nicht iiberall
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sein.

Gottingen, 10. Januar 1926.

{ Eingegangen am 19. 1. 1926.
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