A - . n .
Uber asymptotische Entwicklungen von Funktionen.
Von

Alfred Haar in Szeged (Ungarn),

Einleitung.

Zu den Problemen, die man am hiufigsten in der mathematischen
Analysis begegnet, gehort das Studium des asymptotischen Verhaltens einer
Funktion f(x), die fiir hinreichend grofie Werte der Verinderlichen definiert
ist, Formuliert man die Aufgabe in voller Allgemeinheit, so kann es sich
nur darum handeln, das asymptotische Verhalten einer vorgelegten Funk-
tion durch das entsprechende Verhalten anderer, einfacherer, Funktionen
zu charakterisieren. Ein analoges Problem tritt auf, wenn eine Zahlen-
Iaipe e Tayiacss

Werte des Zeigers untersucht werden soll. Zur Behandlung dieser letzten

vorgelegt ist, deren allgemeines Glied fiir grofie

Aufgabe dient eine sehr allgemeine und fruchtbare Methode, die von
G. Darboux in einer beriihmten Abhandlung?) ausgearbeitet wurde und
vielfach als Methode von Darboux bezeichnet wird, obwohl der fundamen-
tale Gedanke schon in dlteren Arbeiten, namentlich in Untersuchungen
von Laplace, Cauchy und Riemann, aufzufinden ist. Es ist das Ziel der
vorliegenden Arbeit, ein analoges Verfahren zur Bestimmung des asymplo-
tischen Verhallens wvon Funktionen zu entwickeln, das fiir Funkiionen
dasselbe leistet, wie die Darbouxsche Methode fiir Zahlenfolgen. In An-
lehnung an diese klassischen Untersuchungen gewinne ich eine Methode,
die — in gleicher Weise, wie jene fiir Zahlenfolgen — geeignet ist, in
sehr allgemeinen Fillen zur asymptotischen Entwicklung von Funktionen
zu fiihren.

Um den Gedankengang des zu befolgenden Verfahrens mit der Darboux-
schen Methode in Verbindung zu setzen, sei kurz an diese erinnert. Mit

') Mémoire sur Papproximation des fonctions de trés grands nombres et sur
une classe étendue de développements en série. Journal de mathématiques pures et
appliquées. (3), 4, S, 5—56 und 8. 377—416 (1878).
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der vorgelegten Zahlenfolge f,, fu,...sf,, ... bilde man ihre erzeugende
Funktion:

D)= st

n=1
gelingt es, eine andere Potenzreihe
I x "
P (2)=2fn?
n=1

mit demselben Konvergenzkreis vom Radius » anzugeben, die so beschafien
ist, daB die Randfunktion der durch die Differenz @ (z) — @*(z) dargestellten
analytischen Funktion auf dem Konvergenzkreis k-mal stetig differenzierbar
ist, so gilt die Limesgleichung:

- Ji"-} Y=

n

- M ks
lim 7" n"(f

n==

die zur gesuchten asymptotischen Entwicklung fithrt. Der Kern dieser
Methode besteht in der Erkenntnis, dafl die Singularitiiten der erzeugenden
Funktion — und zwar diejenigen, die auf dem Konvergenzkreis liegen -
charakteristisch fiir das asymptotische Verhalten der vorgelegten Zahlen-
folge sind. Darboux untersucht in der erwihnten Abhandlung in ausfiihr-
licher Weise den Fall, in dem @ (z) auf dem Konvergenzkreis nur algebraische
Singularititen besitzt, und macht sodann eine Reihe von hochst bemerkens-
werten Anwendungen,

BEs liegt nun der Gedanke nahe, wenn statt einer Zahlenfolge
fys fas ooy fus - eine Funktion f(a) der kontinuierlichen Veriinderlichen
vorgelegt ist, zum Studium ihres Verhaltens fiir grole Werte der Variablen
an Stelle der durch die obige Summe definierten erzeugenden Funktion, die
durch das Integral

[ f(z)z=dx
(1]

dargestellte Funktion heranzuziehen., Schreibt man — um auf eine be-
quemere Form zu gelangen — e~% an Stelle von z, so erhilt man den
Ausdruck: :

.
¢(z)=Je=f(x)da
0

und der Grundgedanke der folgenden Untersuchungen besteht darin, dall
diese Funktion von 2z bzw. ihre Singularititen — in gleicher Weise
das asymptotische Verhalten von f(z) bestimmen, wie die obige erzeugende
Funktion @(z) das Verhalten der Zahlenfolge f,, fos e vy firs--- -

Bekanntlich spielt das so erhaltene Integral in verschiedenen Gebieten
der Analysis eine wichtige Rolle; es wird als Laplacesche (oft auch Abel-
sche) Transformierte der Funktion f(z) bezeichnet; andere Autoren ziehen

————
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die Bezeichnung Determinanten-Funktion vor. Ieh erwihne an dieser Stelle
nur den schonen Vortrag von Herrn 8. Pincherle®) auf dem Mathematiker-
Kongrefi in Rom, in dem auch auf einen Zusammenhang des asympto-
tischen Verhaltens von f(w) mit der Laplaceschen Transformierten hin-
gewiesen wird, sowie einen wichtigen Satz des Herrn E. Landau®), der die
Konvergenzabszisse des obigen Integrals mit dem asymptotischen Ver-
halten der Funktion f(x) in Verbindung bringt. Auch die beriihmten
Untersuchungen Poincarés iiber die asymptotischen Entwicklungen der
Losungen linearer Differentialgleichungen machen von der Laplaceschen
Transformation Gebrauch, aber in einer Weise, die giinzlich verschieden
von unserem Verfahren ist?).

Wir werden vor allem zeigen (§ 1), daBl wenn zwei Funktionen f(x)
und /¥ () gegeben sind (wir nehmen der Einfachheit halber an, daB sie
fiir alle positiven Werte von x definiert, stetig und in jedem endlichen
Intervall von beschrinkter Schwankung sind ), die so beschaffen sind, daf}
die Differenz ihrer Laplaceschen Transformierten

p(z) — @p*(z) = f et i .r*:] dxr — r g i f"' (x)da
(1] {

regulir analytisch fiir alle Werte von z ist, deren reeller Teil grofer als
eine reelle Konstante a ausfillt®) und aunf der Geraden 3i(z)= a solche
Randwerte besitzt, die k-mal stetig differenzierbar sind, die Limesgleichung

lim e~e= gk (f(x) — f'*{.t-"J'J 0

T=o0

gilt, falls fiir das Verhalten von ¢(z) — q;*[z_'l im Unendlichen noch eine

2) Alcune spigolature nel campo delle funzioni determinanti. Atti del IV. con-
gresso del matematici. Roma 1905, S. 44.

9 Uber die Grundlagen der Theorie der Fakultitenreihen, Sitzungsber. d. bayr.
Akad., Math.-phys. Klasse, 36 (1906), 5. 151 218.

) Die schinen Untersuchungen von Herrn Hj. Mellin iiber asymptotische Reihen
stehen in niherer Beriihrung mit der vorliegenden Arbeit, da in diesen ein dem
Laplaceschen analoges Integral angewandt wird. Ein prinzipieller Unterschied besteht
darin, daBl sich Herr Mellin auf analytische Funktionen, die in einem bestimmten
Winkel definiert sind, beschriinkt. Wir verweisen aunf seine zusammenfassende Arbeit:
Abrifl einer allgemeinen und einheitlichen Theorie der agymptotischen Reihen. Wissen-
schaftliche Vortriige, gehalten auf dem V. KongreB der skandinavischen Mathematiker.
Helsingfors 1923, 8. 1—-17. — Die Laplacesche Transformation wurde in den letzten
Jahren von den Herren F. Bernstein und G. Doetsch in einer Reihe von interessanten
Arbeiten zum Studium gewisser Funktionalgleichungen herangezogen; gie benutzen
den Ausdruck Oberfunktion bzw. Unterfunktion fiir f(z) baw. ¢ (z).

5 Zufolge der oben durchgefiihrten Transformation der unabhiingigen Verinder-
lichen spielen jetzt die Vertikalen die Rolle, die bei der erzeugenden Funktion ¢ (z)
die konzentrischen Kreize hatten.
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Zusatzbedingung erfiillt ist, die wir als den Fourierschen Charakter dieser
Funktion bezeichnen, da sie fiir die Giiltigkeit der sog. Fourierschen Inte-
gralformel charakteristisch ist (8. 77).

Dem Vorgange Darboux’s entsprechend beschiiftizgen wir uns sodann
(§ 2) mit dem Fall, in dem die Laplacesche Transformierte @ (z) einer
Funktion /() so beschaffen ist, daf diejenige singulire Stelle (bzw. Stellen),
deren reeller Teil méglichst groB ist, eine algebraische bzw. logarithmische
Singularitiit ist, im Unendlichen aber die oben erwihnten Zusatzbedingungen
erfiillt sind. Wir stellen in diesem Falle die volle asymptotische Ent-
wicklung der Funktion f(z) auf (S.85 und 86), und gelangen auf diese
Weise zu fertigen Formeln, die in verschiedenen Anwendungen in bequemer
und rascher Weise zum Ziele fiihren.

Die Anwendbarkeit der dargelegten Methode und der erhaltenen
Resultate ist eine #uBerst mannigfaltige. Es zeigh sich, dal eine grofle
Menge der in der Literatur behandelten asymptotischen Entwicklungen in
einfachster Weise sich auf diesem Weg ergeben. Anwendungen auf lineare
Differentialgleichungen, auf die Theorie der Gammafunktionen und der
Besselschen Funktionen, sowie auf die allgemeine Theorie der Funktionen
komplexer Variablen ergeben sich ohne prinzipielle Schwierigkeiten. Ich
werde in folgenden Mitteilungen insbesondere Anwendungen auf die Theorie
der linearen partiellen Differentialgleichungen vom parabolischen und hyper-
bolischen Typus darlegen und dabei das alte Problem des wlEndverlaufes*
in der Theorie der Wirmeleitung behandeln.

Die Anwendungen, die in der vorliegenden Arbeit zusammengestellt
sind, verfolgen lediglich den Zweck, die Tragweite und Kraft des dar-
gelegten Verfahrens zu illustrieren. Zu diesem Ende habe ich zunichst
zwel altbekannte Beispiele: die asymptotische Entwicklung der Besselschen
Funktion (§3) und das Laplacesche Problem der Funktionen groBer Zahlen,
d. h. die asymptotische Entwicklung des durch das Integral

1

JexFO @ (1)di

b
dargestellten Funktion (§ 4) herangezogen. Durch Anwendung der in § 2
aufgestellten Formeln gewinne ich die bekannten Entwicklungen der Theorie
der Besselschen Funktionen ohne jede Miihe, fiir das Laplacesche Problem
aber explizite Ausdriicke, die — wie mir scheint — sowohl fiir theoretische
Untersuchungen, wie auch fiir numerische Rechnungen geeignet sind®).

%) Von der ausgedehnten Literatur dieses Problems sei hier nur auf die elegante
Behandlung von O, Perron hingewiesen: Uber die niherungsweise Beruuhmm!; der
Funktionen groBer Zahlen. Sitzungsberichte der Bayerischen Akademie der Wissen-
schaften. Math.-phys. Klasse 1917, 8. 191—219.
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Aufler diesen beiden klassischen Aufgaben behandle ich (§ 3) die von Herrn
Hardy in einer schinen Arbeit?) in Angriff genommene asymptotische
Entwicklung der durch die Potenzreihe

w A
— ;r.;'
e
=k b1

definierten ganzen Funktion, falls # lings eines Strahles, der im ersten
oder vierten Quadranten liegt, ins Unendliche riickt, und zeige, daf} die
Hardyschen Resultate das erste Glied der von mir gewonnenen Entwick-
lung bilden, ferner ein Problem der Theorie der Reihenentwicklungen nach
Besselschen Funktionen (§ 4), das mit den iiblichen Methoden nicht ohne
Schwierigkeiten zu behandeln wire.

Auf die oben erwihnten Anwendungen aus der Theorie der partiellen
Differentialgleichungen hoffe ich spiter zuriickzukommen.

§1.
Laplacesche Transformation und asymptotische Entwicklungen.

1. Wir legen unseren Untersuchungen eine fiir alle positiven Werte
von z definierte Funktion f(x) zugrunde, die stetig und in jedem end-
lichen Intervall von beschrinkter Schwankung ist, und betrachten ihre
Laplacesche Transformierte

®
(1) @p(z)= ] e-=f (2)dzx.

i
Wenn dieses Integral fiir den (der Einfachheit halber reell angenommenen)
Wert z = o, konvergiert, so konvergiert es bekanntlich fiir jeden Wert
180

von z, dessen reeller Teil groller als derjenige von o und zwar ist

0 -

* m, mit dem Punkt

diese Konvergenz eine gleichmiBige in jedem Winkel
z = o, als Scheitelpunkt, dessen Halbierende zur positiven reellen Achse
parallel lauft. Daraus wird in gewohnter Weise geschlossen, daf das Kon-
vergenzgebiet des betrachteten Integrals eine Halbebene ist, in der ¢(z)
eine regulire analytische Funktion darstellt.

In dieser Halbebene betrachten wir die Vertikale M (2) =0 > g, und
nehmen an, dafi die Funktion ¢(z) lings dieser Geraden so beschaffen
1st, dafi das Integral
rJ—:-'z'm -]

] c!:—u]xrr.lfz}dz___.)]r J I,__-,:irxrf_ (g -1-31)dt

T—qim —

1

/ 2in

) On the zeroes of certain classes of integral Taylor series. London Proe. (2), 2,
5. 352—3835 und 401—431.
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existiert, und zwar gleichmdflig fir alle x, die eine bestimmie Grifie X
dibersteigen. Dann ist fiir diese Werte von x

LESE -
(3) fx)=- : f‘ e*p(z)dz.
) - 2ix et
a—i @
Bei etwas modifizierten Annahmen ist diese Umkehrungsformel — und

dahnliche dieser Art — in der Literatur von verschiedenen Autoren auf-
gestellt und angewandt worden. Schon Herr Pincherle hat in einer be-
kannten Abhandlung®) unter bestimmten Einschrinkungen iiber f(x) diese
Formel ,abgeleitet; Herr H{unhllrger*"] bewies sie sodann unter der An-
nahme, dafl das Integral (1) fiir z = o, absolut konvergiert. Fiir unsere
Zwecke, da es sich eben darum handelt, aus den Eigenschaften der Funk-
tion ¢ (z) auf diejenige von f(x) zu schlieBen, ist es wichtig, daB keine
Annahmen tuiber das Verhalten von ,f'[':?:'] im Unendlichen gemacht werden,
statt dessen die gleichmifige Konvergenz des Integrals (2) verlangt wird.

Um unter dieser Bedingung die Umkehrungsformel abzuleiten, setzen

wir zur Abkiirzung:

Pla) = ] g% f(z)da;

wegen der Konvergenz des Integrals (1) fiir 2 = ¢, bleibt | F(2)| fiir jeden
Wert von z kleiner als eine feste Zahl. Durch Produktintegration erhilt
man fiir M(z) = og,:

et \ 2 S

pl(z) e~tz=od2 Z— dy — (2 — q,) je—‘~— e F(x)dx,

\ i dx - 4 .
U o

wobei das letzte Integral fiir die betrachteten Werte von z absolut kon-
vergiert. Setzen wir noch zur Abkiirzung

s I {z] & 7 1 . X
&% (z) = ——, F (x)=e»*F(x),
so ergibt sich aus
o
X ) o
(4) D*(z) = [ e—2= F*(x)dx
0
die Umkehrungsformel *%)
-1
- e 1 . 3 L s
(5) F'(z)=s— lim e (2)dz (0> 0g,)
g L iy = o v d 2
o=

8) Sur les fonctions déterminantes. Annales de I'Eeole Normale Supérieure 22
(1905), 8. 1—69.

") Uber eine Riemannsche Formel aus der Theorie der Dirichletschen Reihen.
Math. Zeitschr. 6 (1920), 8. 6.

1) Dies ist eben der Fall, den Herr Hamburger in seiner a. a. 0. genannten
Arbeit behandelt.
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als eine unmittelbare Folge des Fourierschen Integrals, In der Tat folgt™)
wegen der absoluten Konvergenz des Integrals (4) fiir z =0 > g,

-
Y=o L ® &

- <
A I o s ey BN @ (E—2) 5.
e~ " (g) = — lim fﬁ."’“ F () —— ' dE
. o
= q g = ¥ . . . . . .
an jeder Stelle » > 0 (da F"(z) differenzierbar ist). Hieraus ergibt sich
durch eine leichte Umformung
o i

lim rf‘“EF*{'E]{ ff“‘”*"ida‘.}- d &

»,
e=te B ()=

= ‘_l lim [ { [ e=25 B (&) e-itE-a) u’;?} =

da die Umkehrung der Integrationsfolgen wegen der angenommenen ab-
soluten Integrabilitit des Integranden gestattet i1st. Hieraus entnimmt
man unmittelbar

oy L+

F*(2) = 1“- lim l e"”*‘i”z{ J g~ lo+ i) jr**(f]r!’a‘f}- dt

- = {1} (]

£

L im I‘e'“"’"i =¥ (o 4-it)dt,

womit die Formel (5) erwiesen ist. Die so gewonnene Gleichung

a4 o

plz)
f‘ ~dz

L t]

0

(5") e%% F(x) = >— lim [ e
&ty
”P:Jr: SFI""

fiihrt nun zu unserer Behauptung durch die folgende Uberlegung: Schreibt
man zur Abkiirzung '?):

e

(2%) @) =grs | etwrp(e)dz,

o—1

1) Vegl. C. Jordan, Cours d’Analyse (8. Aufl.) 2, 8. 278,
%) Aus den fiir das Integral (2) gemachten Voraussetzungen folgt nicht nur die
Existenz des Integrals

algon ag e
F (z—a (z
| e

: T w(z)dz=¢ J ¥ p(2)de,

O=—1 o o=t ®

(o—a,) &

sondern auch die Tatsache, dafl es in jedem endlichen Intervall

Ty =T ="

gleichméBig konvergiert, sobald x, und z, grifler als X ausfallen,
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so folgt — falls 2, und @, grofer als X sind —
T g
% ? (2=a)xa lE—0p) @
My 1 gy R g oy
(2)dax = — plz)dz
J; (a)da S s 7 Z
) g% to

da die Umkehrung der Integrationsfolgen wegen der angenommenen gleich-
miBigen Konvergenz des Integrals (2) fiir 2 > X gestattet ist. Das heili

es 1st
Ly

_.i-'-,f"“"'{g.-'a de = F(z,) — F(z,) = [e-wrf(z)de,

1
= A - : : o e
und wegen der Stetigkeit der Funktionen f(z) und f™ ()
i le)=e%mf{x).

Hieraus folgt aber mit Riicksicht auf (2%) unsere Umkehrungsformel

o4
»

flz) e p(z)dz.

iz
e -

2. Bevor wir weitere Schliisse aus dieser Umkehrungsformel ziehen,
wollen wir zwei Fille hervorheben, in denen das Integral
a4 o -
" (z—o)x i =t o 3 WEm | S
i e @p(z)dz= ] et zp(o--1t)dt
- o0

a—1 o
gleichmiiBig in 2 konvergent ist, da sie in den folgenden Untersuchungen
hiufig auftreten werden. Dies findet jedenfalls statt, wenn

a) ¢(o--it) bei i =+ co absolut integrabel ist, da sodann fiir jeden
Wert von
.'_-’ il
| | etz (o +it)dt| < f p(o+it)|di
7 i
ist, oder wenn

b) die Ableitung ¢’(c - 4t) fiir £ = 4- oo absolut integrabel und

lim @(c+¢t)=0

f -
ist. In der Tat ist
A B
. | i f ¢ : tia f £y i
e et P olo-L1f8)—e e (o-tica) 1 . :
jff"*rrm—--zmn =i | a8t A e f.,avw-’fa—{—n)d:-
. : . | | 1T 2 ¥ |
{1 ] (24
[+

1 _ S =iy el )
< '.r'{ plo+t8)| 4+ |plotte) —_-—J.r;?'[‘r;—,— ?-i_l;d!-l,

und diese Ungleichung lehrt, dafi fiir alle Werte von ||, die oberhalb
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einer positiven Grenze liegen, dieses Integral kleiner als eine von 2 un-
abhiingige Grofe & wird, falls die Grenzen e¢ und f hinreichend grobie
positive bzw. negative Zahlen bedeuten.

Die gleichmaflige Konvergenz der Integrale von der Form

(6) [eitzy(t)dt  baw. [ eitzy(t)dt
i} =

spielt bekanntlich eine wichtige Rolle, wenn es sich darum handelt, nach-
zuweisen, ob die Fouriersche Integralformel fiir die Funktion (1) giltig

ist. Deshalb wollen wir der Kiirze halber sagen, dall die Funktion w (t)

bei t = oc bzw. bei t = — oo fiir alle x = X den Fourierschen Charalkter
hat, wenn das entsprechende Integral fiir diese Werte von x gleichmdfiig
konvergiert, d. h. wenn man zu jeder noch so kleinen Zahl d eine positive

Grenze w derart bestimmen kann, daff fir alle x = X

| ety (t)dt| <

(i 4

ausfdllt, sobald ¢ = w und f=w bewe ¢ < — w und f < — w Pst'?).
Beispielsweise hat die Funktion '
#
[ -]
g+ttt
[:1.\'[: o eine reelle GroBle bedeutet) sowohl bel £ = oo als auch bel t = — o

fiir jeden positiven Wert von x den Fourierschen Charakter; es ist nimlich:

B B

AL ot 1 ptfll+a) pte(lta) " gitil+a)
J 8”"7'_ 7 dli=—— —r — - 3 di

l+zli(ct+if) i(a4+de) (o4 it) R

(3 @
aus der die erwihnte GleichmiiBigkeit fiir jedes positive  unmittelbar folgt,

Aus der gleichmifiigen Konvergenz der Integrale (6) (fir 2 = X)

folgen — in bekannter Weise — die Limesgleichungen
r‘ 1]
lim [eitzp(t)dt=0 baw. lim [eitzy(t)dt=0,
z=m g T=t8 —m

falls die Funktion w(¢) in jedem endlichen Intervall integrabel ist!?).

3. Entscheidend fiir die folgenden Entwicklungen ist der Umstand,
wie weit nach links in der obigen Umkehrungsformel die Integrationsgerade

1y Die Voraussetzung der Umkehrformel (gleichmiBige Konvergenz des Inte-

grals (2)) besteht in dem Fourierschen Charakter von ¢ (g +4¢) bei t = 4+ .

) Um unniétige Komplikationen zu vermeiden, benutzen wir i der vorliegenden
Arbeit iiberall den Lebesgneschen Integralbegriff. Bei Zugrundelegung des Riemann-
gchen Integrals wire absolute Integrabilitit erforderlich,
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verschiebbar ist, d. h. die Frage nach der kleinsten reellen Zahl @, fiir

die die Formel

at+tm
(a) = == e mp(z)dz
f(®) =572 f p(z)d
=g
noch gilt. Hierzu sei folgendes bemerkt. Sei @ eine reelle Grofle <o

von der folgenden Beschaffenheit: Die Funktion ¢(z) ist

I. fiir alle Werte von 2z, deren reeller Teil grifler als a ausfillt,
regulir analytisch;

[I. sie besitzt Randwerte '®) lings der Geraden N (z)=a, die eine
solche Funktion ¢ (@ --it) der Ordinate ¢ bestimmen, deren Betrag in
jedem endlichen Intervall von ¢ beschrénkt und die bei ¢ = 4= oo fiir hin-

reichend grofle Werte von 2 vom Fourierschen Charakter ist;

ITI. die Integrale

o+ § e & — $ 0¥

[ esp(z)dz und [ erFq(z)dz
atiw a—im i
streben (bei hinreichend groflen Werten von x) gegen Null, falls w iiber

alle Grenzen wiichst.

Sind diese Bedingungen erfiillt, so gilt noch

a+im O
3 1 o g : ; .
flx)= T j e*Tp(z)dz :"-r [ ez (a-1t)di.
a—4 @ e

In der Tat, wendet man das Cauchysche Theorem auf das Rechteck
mit den HEecken %)

a—tw,, O6—tw,, O64+tw,, a-tia,

15} Der Begriff des Randwertes ist dabei wie folgt zu verstehen: Die Funktion ¢ (z)
besitzt an der Stelle z,=a -+ if, den Randwert 4,, wenn man zu jeder positiven
Zahl & eine GriBe & derart bestimmen kann, daB fiir jedes z, dessen reeller Teil
grier als a ist, die Ungleichung

|Au - (2)| <9
eine Folge der Ungleichung
I Z—z,| <=
ist,

18) Die Anwendbarkeit des Cauchyschen Theorems im vorliegenden Falle ergibt
gich aue folgender Uberlegung: Aus der Annahme, dafi die Randwerte eine beschrinkte
Funktion bilden, folgt die Beschrinktheit der Funktion ¢(z) selbst in dem be-
trachteten Rechteck. Wendet man daher den Cauchyschen Satz auf das Rechteck
mit den Ecken

aA-+e—1my, o—im,, o+ i, atetim, (£>0)

an (anf dessen Peripherie ¢ (z) regulir analytisch ist), so erhidlt man durch den
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an, so folgt — da innerhalb des Rechtecks ¢ (2) regulir analytisch ist —
a1 oy a4 fmy n—'imt it --.r'm:
e*p(z)dz= r e g(z)dz+- | e**q(z)dz+ | e**p(z)dz,
@—10, a—fay s & =+ § g

woraus mit Riicksicht auf die Bedingung ITI durch den Grenziibergang
@, =00 und w, = oo unsere Behauptung folgt.

Erfiillt ¢ (z) alle oben aufgezihlten Bedingungen, so gilt — nach der
am Schluff von 2., 8.9 gemachten Bemerkung —
.
lim | e¥=g(a-+it)dt =0,
=0 —o :

d. h. es ist

lim eze=flz) =0,

z=w» .
und wir gelangen zu dem folgenden Satz, der die Grundlage unserer Unter-
suchungen bildet:

Es sei f(x) eine fir alle positiven Werte von = definierte Funktion,

die in jedem endlichen Intervall stetig und vom beschrdnkter Schwankung
ist. Wir nehmen ferner an, daff ihre Laplacesche Transformierte

(72 {3} = J g f (g :] dax

die folgenden Eigenschaften”) besitzt:

1. Ste wst fiir alle Werte von z= o -+ it, deren reeller Teil qrofier
als a ist, reguldr analytisch, und es besitzt die Funktion p(o—+1t) der
reellen Verdnderlichen t bei t = + oo fiir hinreichend grofie Werte von z
den Fourierschen Charakter.

I1. Sie besitzt lings der Geraden R (z) — a Randwerte, die eine solche
Funktion definieren, deren Betrag in jedem endlichen Intervall beschrankt
ist und die bei t= 4 oo fir hinreichend grofle x vom Fourierschen
Charakter ist.

ITL. Die Integrale

[ Y] O—1m
J ezp(2)dz  und [ e®=q(z)dz
a-t+io a—to
streben bei hinreichend grofien Werten von x gegen Null, falls o diber alle
Grenzen wdchst.

Grenziibergang s=0 die gewiinschte Formel, da wegen der Beschrinktheit der auf-
tretenden Funktionen die Limesgleichungen

[ &+ oy stiw ot im
lim | e**gp(z)dz= [ e*"p(z)dz, lim [ e*%p(z)dz= J T w(z)dz
&=0 g+e—1m, a—toy e=0atetiow gtiwm
gelten,

') Im folgenden werden diese Eigenschaften als Bedingungen I, II, III zitiert.
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Unter diesen Bedingungen gilt die Limesgleichung:

lim e=%% f(z) = 0.
r=m

4. Wir nehmen jetzt an, daB die Laplacesche Transformierte @ (2)

von f(z) — auBer den in dem vorangehenden Satz aufgestellten Be-
dingungen I, II, III — noch der weiteren Bedingung unterworfen ist,

dafp die Randfunktion ¢(a--it) n-mal differenzierbar ist, die so ge-
wonnenen Funktionen :
pla-+1t), ¢'(at+1t), @"(a+4t), ..., e (a-1t)
fiir t = -+ 0o den Grenzwert Null haben und ™ (a4 it) in jedem end-
lichen Intervall der Variablen t integrabel, bei t — =+ oo aber fiir hinreichend
grofie Werte von x vom Fourierschen Charakter ist'®).
Unter diesen Bedingungen gilt die schirfere asymptotische Formel:

It e=ptf(a) =10
=00

denn es ist bei den gemachten Annahmen

SRR o TR (s ;
e 2% flr) = — J et'?p(a+it)dl = —5— J ez’ (at2ot)dt
; CLACLE 3 i A \ £
TP Lol Y g e X R [ e g
Tl (atit)dt=...= T N s e UL
— —

woraus nach der am Schlull von 2. (8. 77) gemachten Bemerkung unsere
Behauptung unmittelbar folgt.

Es sei noch bemerkt, dafl die dargelegte Methode anwendbar bleibt,
wenn die vorgelegte Funktion nicht fiir alle positiven Werte von z, son-
dern nur fiir solche definiert ist, die grofler als eine untere Grenze X
sind. Wenn man nimlich f(z) fiir 2 <X gleich Null setzt und das
asymptotische Verhalten der so erhaltenen Funktion nach der vorangehen-
den Methode untersucht, so handelt es sich um das Studinm der Funktion

@ (z) = i ert®f(z)dx.
X
Wir werden sogar sehen, daB selbst in Fillen, wo die Funktion f(x) fiir
alle positiven x definiert ist, hiufic zweckmillig ist, statt des urspriing-
lichen Integrals (1) auf dieses letzte Integral zuriickzugreifen, was ja da-

18) Man beachte, daB aus dem Umstande, daB die n-te Ableitung ¢'™ (a-+it)

bei t= -~ oo den Fourierschen Charakter besitzt und die Ableitungen o (a--if),
p'la+it), ..., e~ V(a+it) filr =L oo gegen Null streben, der Fouriersche

Charakter von ¢"—¥(a41it), =¥ (a+it),..., p{a+if) bewiesen werden kann.
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mit gleichbedeutend ist, statt des asymptotischen Verhaltens von f(x) das
Verhalten derjenigen Funktion zu studieren, die fiir 2z < X verschwindet
jenig 3

A .

fiir # > X aber mit f(a) iibereinstimmt.

§ 2.
Die einfachsten Singularititen der Laplaceschen Transformierten.

5. Die vorangehenden Untersuchungen zeigen den Zusammenhang
zwischen dem asymptotischen Verhalten einer Funktion und den funktionen-
theoretischen Eigenschaften ihrer Laplaceschen Transformierten in voller
Analogie mit der sogenannten Darbouxschen Methode, die das asympto-
tische Verhalten einer Zahlenfolge f,, fas+ees £y oo. mit den funktionen-
theoretischen Eigenschaften ihrer erzeugenden Funktion 2 f,z" in Ver-
bindung setzt. Wie bei der Anwendung der Darbouxschen Methode der
ersbe Schritt die Bestimmung des Konvergenzkreises der erzeugenden
Funlktion ist, so wird im folgenden der erste Schritt die Bestimmung der
unteren Grenze a derjenigen Abszissen sein, fiir die die Laplacesche Trans-
formierte die Bedingungen I und TII unseres Satzes 8. 79 erfiillt. Obwohl
auf dieser Grenzgeraden keine singuliiren Stellen der Funktion p(z) liegen
miissen, so werden in den folgenden Anwendungen dennoch hauptsichlich
solche Fille auftreten, wo das Verhalten der Laplaceschen Transformierten
im Unendlichen keine wesentlichen Schwierigkeiten bietet und die Greng-
gerade M (z) = a einfach dadurch bestimmt ist, daB auf ihr singulire Punkte
von ¢ (z) von einfachem Charakter liegen. Dies fiihrt auf die Frage, das
asymptotische Verhalten von f(z) zu bestimmen, falls @(2) auf der er-
wiihnten Grenzgeraden singulire Stellen vom algebraischen Charakter (in
endlicher Anzahl) aufweist, im Unendlichen aber alle aufgestellten Forde-
rungen erfiillt. Dieses Vorgehen entspricht genau dem, was Darboux in
seiner beriihmten Abhandlung unternommen hat, und wir gelangen zu dem
folgenden Satz:

Die Funktion

p(z) = ] erE=fin) de
b
erfille fiir M(z) > a die Bedingungen 1 und III unseres Satzes S. 79;
auf der Geraden N (z)=a selbst gestatte die Funktion ¢(z) bzw. ikre
Randwerte die folgende Zerlegung:

4o 1 Lo
e '.z ) == Tl ,’I-r|’-:| .:: — 12 L I
{2 25 )

wobei zy=a +-1it, ein Punki der Geraden ist, die Funktion w(a + ©t)
aber eine m-mal differenzierbare Funktion wvon t bedeutet von der Bee

Mathematische Annalen, 96, 6




R e

|
|
!
}:

49 A. Haar,

schaffenheit, daf |y (a-+1it)| in jedem endlichen Intervall von t be-
schrinkt ist; die Ableitungen

¢(a+1t), ¢'(a+4t), ..., p»V(a-+t)

mogen fiir t= 4 0o den Grenzwert Null haben, wund schliefilich besitze
o™ (a@--1it) bei t= —4oco fir hinreichend grofle x den Fourierschen
li : J q
Charalkiter.
Unter diesen Bedingungen gilt die asymptotische Formel:
11 it g—a% | £f . 1 2 _]“ i
m x*é |f(®) — 77 NeTaE el — 0

=0 (o

o bedeutet hierbei eine beliebige reelle oder komplexe Grofie, die weder
Null noch eine negative ganze Zahl ist.

Wir beweisen diesen Satz, indem wir zeigen werden, dafl die Laplace-
sche Transformierte @ (z) der Funktion

fiir ;¢ (z) > a die erwihnten Bedingungen I und IIT erfiillt, dal sie eine

Zerlegung von der Form

A 1 i \
G’J{m = =)y 24 1z)

(2—2,)°

gestattet, wo ¥ (z) eine ganze transzendente Funktion ist, und schlieflich
dab @ (z) und alle Ableitungen @™ (z) auf der Geraden M (z)=a bei
{ — + co den Fourierschen Charakter besitzen und gegen Null streben, wenn
¢ iiber alle Grenzen wichst.

Auf Grund dieser Tatsache ergibt sich nidmlich die obige Behauptung,
wenn man den Satz S. 80 auf die Funktion

I 1
(e 2oL e —1
flax) I s 3

o)
anwendet, deren Laplacesche Transformierte
f;'-(z_‘:l — D 3] = h'fliﬂ = '.”{z}
alle Bedingungen jenes Theorems erfiillt.
Wenn der reelle Teil von p positiv ist, so ist unsere Behauptung
eine unmittelbare Folge der fundamentalen Formel der Theorie der
I'-Funktionen
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Die Funktion ¥ (z) ist also identisch Null und der Fouriersche Charakter
von @(z) und ihrer Ableitungen ist eine Folge (nach einer 8. 76 ge-
machten Bemerkung) des Umstandes, daB die Integrale

a+i®m a—1 w
b (n) Tl * () ‘
| | @™(z)|dz baw. I 2™(z)dz (n=1,2 8..)
@+ § o =1 @
absolut konvergieren, wenn — w <, < w ist.

Eine etwas umstindlichere Diskussion erfordert der Fall, wo % | o)< 0
ausfallt.

In diesem Falle betrachten wir die Laplacesche Transformierte der

= : {RE :
Funktion 7 ]rf'*'-*.'rt'—l zwischen den Grenzen 1 und oo, also
(o)

o=
; . R et
(8) D)= — J g~ E-Rlege=lgap Riz)=NR(z,)=a.
i .FI, o) ; ]
1

Auch dieses Integral wird in der Theorie der I'-Funktionen vielfach be-
handelt. Durch zweimalige Produktintegration ergibt sich zuniichst

: ; 1 fle=te=ed g =te=
(8") P(z)- 2 l-‘( — - (e—1)

woraus man unmittelbar erkennt, dall die Bedingungen I und IIT erfiillt
sind, da fir 2 =071, 6 > a=N(z,) das erste Glied in dieser Summe
nach der Bemerkung 8. 77 bei { = 4+ oo den Fourierschen Charakter be-
sitzt, die beiden andern Glieder aber absolut integrable Funktionen von {
(im Intervall 0o < t << oo) darstellen.
Man iiberzeugt sich ferner durch eine einfache Uberlegung, daB fiir
jeden Wert von z,, der von z verschieden ist
1 x
D(z)=- I J fE’_".t“‘-"’rf,i' 4| e~ %o 1fr'.e'l
; I'(e)(z—25)° l el J J
ist, wobei das erste Integral lings eines Weges zu nehmen ist, der die
negative reelle Achse nicht trifft. Fiir reelle positive Werte von z — gz,
folgt diese Relation aus der Definition von @(z), wenn man in dem
Integral (8) die neue Integrationsvariable (z — z,)a einfiihrt; fiir andere
Werte von (z—z,) aus dem Umstande, dal in der lings der reellen

G*
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negativen Achse aufgeschnittenen Ebene e~722-! eine regulire analytische
Funktion darstellt'”). Beachtet man noch, dal}

1 1

- Y i r4n—1 o ¥4
: 1 g e AL \ v 1 —(z—2)"""
[.r,-—f.r"-"‘rf.-r:: Y 1) ox — \'— 1) sl
s vl pelml £ v (v-+p)
5 o =0 y={) b
ist, so ergibt sich in Anbetracht der bekannfen Formel *
& 1 o
S 7 - )
i (= \ (—=1) ,"""—[E’."'r.il’-'_L{'-trZF
= — Lol iv+p) .
=i} 1
(o keine negative ganze Zahl) die Relation
2 ¥
: piln 1 1 T v (72— 2) 1 ;
(9) @®(z)= = \,r_—1_|’ s LW ia)
\ e = y )8 7l () = Pl (- o) = 12 3
N =04 y=10 - & ol

in der die unendliche Summe tatsichlich eine ganze Funktion von z
darstellt.

Um schlieBlich das Verhalten von @(z) auf der Geraden R (z)=a
zu untersuchen, bemerke man, dall das Integral (8) wegen M (o) < 0 auch
noch fiir die Werte z = a - ¢1 absolut ]-:Uin-':}.r.';_ﬂrtb; daraus folgt nach einem
bekannten Satze, der die Ubertragung des Abelschen Satzes iiber Potenz-
reihen auf die Laplaceschen Integrale ist, die Relation

v
D (a -+ it) = E. [ grtt=hlzipe =l g
; I'(0). '
|
ans der man durch wiederholte Produktintegration die folgende Formel

gewinnt:

P 1 ot 1] —ii=1£)
2 o ST et M o e o
IMNe)®(a-+it)=|= - (o — 1) -
/ 2 L2 (E |'L||,| ':l'-'lf‘—'llul_ﬁ_
—i{t=to) — i (t—tg)
: e i A e T
,'I“—l]':_{_l_'_.)j' i “'! ..._f'l_.ij_'llllf_} g\l(r‘i 1) — J
= 4 |!.|_f._|f,“.|-3 (it — t”H”.L

o

( (o) — e
(e—1 =) e —a l.:'[c_u.f—-'...-x pi0n—% o
[ e s :

(n)

Bilden wir nun die n-te Ableitung @™ (a - 7#), so erkennt man, dal

1% Pie rechte Seite der letzten Gleichung stellt nimlich eine solche Funktion
dar, die eindeutig regulir analytisch ist, falls z —2z, nicht gleich einer negativen
reellen Zahl oder Null ist und die mit der ebenfalls analytischen Funktion @ (z) tiber-
einstimmt, falls z— z, gleich einer positiven reellen Zahl ist; daraus folgt die Uber-
einstimmung beider Funktionen.

20y Vgl. etwa N. Nielsen, Handbuch der Theorie der Gammafunktionen, 5. 143.
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die eckige Klammer in der obigen Darstellung durch n-malige Differen-
tiatlon in eine Summe von der Form

2n41
7 » —E(E—=1)
>, e ;
=1 (f ty) ¥

iibergeht, wobei die «,, «,,...,¢,, ., Konstante bedeuten; dieser Aus-

druck hat nach der 8 76 und 77 gemachten Bemerkung bei t — + oo (fiir

hinreichend grolle z) den Fourierschen Charakter. Die n-te Ableitung des
= / &

zweiten Gliedes in der obigen Darstellung von @ (a --7¢) hat die Form

A+l - s
7 i, :
\'. - J gttt @ o=l o
(t—1,)1" "7
r=1] L 1

da die Ableitungen des Integrals wegen der gleichmiBigen Konvergenz
simtlicher auftretenden Integrale durch Differentiation des [ntegranden
gewonnen werden. Alle Integrale in diesem Ausdruck sind dem Betrage
nach unterhalb einer von ¢ unabhiingigen Grenze; daraus folet die absolute
[ntegrabilitit im Unendlichen der durch diese Summe dargestellten Funk-
tion, also ihr Fourierscher Charakter bei t — =+ co.

is zeigen auch die entwickelten Formeln die Konvergenz der Ablei-
tungen @™ (a 4 i¢) gegen Null, falls ¢ iiber alle Grenzen wiichst. Damii
1t unsere Behauptung in allen Teilen bewiesen.

In derselben Weise ergibt sich der etwas allgemeinere Satz, daB wenn
dve Laplacesche Transformierte ¢(z) der betrachicten Funktion f(a ) fiir
R(z) >a die Bedingungen des vorangehenden Satzes erfiillt, auf der
Geraden N (z)= a aber in der folgenden Form darstellbar ist:

p(z)
wobeil z, = a - {t, Punkte dieser Geraden. die Exponenten o, aber weder
Null noch negative ganze Zahlen sind, wenn ferner die n-te Ableitung

" (a - it) in jedem endlichen Intervall von t vom beschrinkien Betrage
i8t, die Funktionen

@a-+11), ¢'(at4t), ..., @n=D(g L)

fir t = 4 oo den Grenzwert Null haben und schilieflich @™ (a - it) bei
Il = + oo den Fourierschen Charakter besitzt, so bestehi die folgende
asymptotische Formel :

- . 7 1z z o
lim e fl' x| — \ i e A':;r w1 -’ =0
—a f |' {Jd.|

P d

=00
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6. Der wesentliche Punkt der vorangehenden Untersuchungen ist die
Diskussion des analytischen Charakters der Laplaceschen Transformierten
der Funktion e®=ze-1, falls p nicht Null und keine negative ganze Zahl
ist. Wir wollen jetzt diese ausgeschlossenen Fille untersuchen und an-
nehmen, daB o= — k eine negative ganze Zahl oder Null ist. Dies
fiilhrt zur Behandlung der Funktion:

: o]
D(z)= | e~t2ensg—F1dy (k=0,1,2,...)
1

Durch wiederholte partielle Integration erhidlt man — ihnlich wie im vor-

angehenden Falle — die Formel:

s — (E=Zp) - —={z—25) ) § , — (&=
P(z)="————(k+1)- - (k4-1)(k+2) - —
22— & (z2—z;) L&— 2
n, ; ] { -E',“["_"::'
— (=1 (DR 2) . (RS- n)
\ / i :”1:.—-.1

( ]']“ (Rl )< (K Enebl) j'p>"‘|f2—:.'l';,‘_i' a=2da,
||
aus der man, wie oben, erkennt, dal @(z) alle Forderungen, die fiir das
Verhalten im Unendlichen gestellt sind, erfiillt, sowohl fiir I (z) > N (z,) = a,
wie auch lings der Geraden N (z)—a. Wiederum gilt die Darstellung
e
D(z) =2~z \ f e—zp—t-1dy | J..g’—:cd.—.t-—i} dx
\ 1
(wobei der Integrationsweg wie oben zu wihlen ist), aus der man mit
Riicksicht auf die Relation

o 1y i e el St 1\,&-:11 Sl
—' \ »! “,'_ J(.I i' Dt‘ 2 — 24 )5
(*)

[ e~ Fq—k-1lgxzy
;

in der die Summe auf alle ganzzahligen Werte von » mit Ausnahme von
y = k zu erstrecken ist, erkennt, dall @ (z) eine Zerlegung von der Form:

B (z) =(— 1) 220 log (2 — 2) + P(2)

gestattet, in der W(z) eine ganze transzendente Funktion ist. Durch eine
wortliche Ubertragung des Beweisganges, der auf den Satz S. 81 dieses
Abschnittes fithrte, gelangt man aus dieser Zerlegung zu dem folgenden
Resultat:

Die Laplacesche Transformierte ¢ (z) der Funktion f(x) erfille die
Bedingungen I und 111 l\b‘ 79) fiir Bh [:z‘] = a; auf der Geraden M (z)=a
gestatte o (z) bzw. thre Randwerte die Zerlegung:

p(2)=(2—23,) log(z —2z,) +v(2) (2o = a -+ i1,),
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wobet k eine positive ganze Zahl oder Null bedeutet und die Funkition
y(a-1it) von t so beschaffen ist, dafi ihre n-te Ableitung v (a--it)
dem Beirage nach in jedem endlichen Intervall beschrdinkt bleibt; es mogen
die Funktionen

p(a+t1t), ¢'(at+it),..., " Y(atdt)
fiir t = -+ oo den Grenzwert Null haben und q!w (a1¢t) bei t =4 o0
den Fourierschen Charakter (fiir hinreichend grofie x) besitzen. Unter
diesen Bedingungen gilt die asymptotische Formel:

lima"e " [f(x)+ (— 1)kt ez F 1] =0.

r=uw

7. Durch diesen Satz erhilt man den asymptotischen Charakter der

Funktion f(), falls ihre Laplacesche Transformierte in einem Punkte der
kritischen Geraden eine logarithmische Singularitit aufweist, im Unend-
lichen aber alle gestellten Forderungen erfiillt. Hs liegt nun nahe, noch
den allgemeinen Fall zu untersuchen, dafi ¢(z) lings der Geraden N(z) = a
eine Zerlegung
log (2 —z)

p(z)=

- r;rqz‘}
(2—2z,)¢ o

: 3 . (n) » :
gestattet, wobei o keine mnegative ganze Zahl bedeutet, |y™ (a - it)
wiederum in jedem endlichen Intervall von ¢ beschriinkt bleibt, und ¢(z)

fiir R (z) > a die Bedingungen I und III, fiir R (z) = a aber — wie in
den vorangehenden Filllen — die Bedingungen erfiillt, daB
lim ¢" (a +4t) =0 (r=1,2,...,m—1
t=+w : :

ist und @™ (@ ¢f) bel ¢t = + co den Fourierschen Charakter besitzt.
Man zeigt unschwer, dafi unter diesen Bedingungen:
limz" e **

By 1 2z _p—1 - I (o]
T= 0 gfl'.“ 7} J'"I_*_J,'le ¥ I\I(Igm_ J'Pf._-‘,_*.’)l o

ist.
In der Tat, ist der reelle Teil von g positiv, so erhialt man fiir
Jt(z) > NR(z,) = a@ durch Diflerentiation der Gleichung (7) nach o:

-]

-2z 2% 0— I'" (o) I'(p) ;
fe “eP 28 ogrde — = — 8 _Jog(z—2,).
: (z2—z)F

l2—2%)
0

Wenn dagegen M (o) < 0, ¢ aber keine negative ganze Zahl ist, so ergibt
sich in dhnlicher Weise aus (9):

P T BTG
I e x° " logx da
L
1
] Ea
1 - -
i il )y 1oy di(o) log(z—2,) 4 Si= 1)z
- w B0 - - = @
(#—2y) (2—2,)° A ri{v<d-p0)
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da die Differentiation unter dem Integralzeichen wegen der gleichmifiigen
Konvergenz der resultierenden Integrale gestattet ist.
Man kann nun die Funktionen:

oo

PD(z)= ] e~%e?zze-1logxdx (M(e) > 0)
1]
.
bzw. D(z) = | e~*menzge-1logada (N (o) < 0)

X
emer dhnlichen Diskussion unterwerfen, wie es in 5. mit der dort mit @(z)
bezeichneten Funktion geschah. Man iiberzeugt sich, dal diese Funktionen
fiir N (z) > a regulir analytisch, fiir z2=a - 2¢{ aber bei £ = 4 oc den
Fourierschen Charakter besitzen. Daraus folgt aber, daB, wenn die La-

placesche Transformierte @ (z) von f(x) ldngs der Geraden R (z)= a die
Zerlegung:
. I | r)-] ! o) y et 3
rfi{:tl: i y AL N IL_.._r [Dg:z Wi zU)l ih) rFIPI:J
(z—2;) (2—25)¢

gestattel (o ==0, — 1, —2,...), wobei |v™ (a-it)| in jedem endlichen
Intervall von t beschrinkt bleibt, @ (z) aber die Bedingungen 1 und 111
(8. 79) fir M(z) = a erfiilll, fiir z= a1t aber so beschaffen ist, daf

lim rjlm

=T m

(@ +it)=0 (»=0,1,2,...;n—1)
tst, und q Mg+ 2t) bei t = =+ oo den Fourierschen Charakter besitzi, die
asymptotische Formel:

lim a7 e—*% [f(x) — e®ozge=1logax] =0

o= 2
richtig 2si.

Durch Kombination dieses Ergebnisses mit dem in 5. gewonnenen
Resultat erhilt man die zu Beginn von 7. aufgestellte Behauptung.

8. Dieser letzte Satz ergibt sich aus den beiden vorangehenden
(vgl. 5. und 6.) durch ein Verfahren, das vielfach mit Vorteil angewandt
werden kann; es besteht in der Anwendung der folgenden Formel, die
das Multiplikationsgesetz der Laplaceschen Transformation angibt®!). Ist

T 5
¢, (2)= [ e=22f,(x)de, @ (2) = J e~ f, (2)d,
(44 (9
g0 ist
3 :
p(2) =0, (2) @,(2) = | e 22 f(2)d=,
1 ]

1) Diese leicht wverifizierbare Formel tritt hidufig in allen Untersuchungen
beispielsweise in der Wahrscheinlichkeitsrechnung — auf, bei denen die Laplacesche
Transformation eine Rolle spielt; vgl. Horn: Journal fiir die reine und angewandte
Mathematik 144, 8, 170.
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wobel
T—a

(10) ,f'lz;::}—-of. (&) falz— &) dé

gesetzt ist, falls die auftretenden Integrale absolut konvergieren. Nehmen
wir an, daB ¢, (z) im Punkte z= z, eine algebraische Singularitiit (wie
mi5s)y @, (z) aber eine logarithmische (wie in 6.) besitzt, so hat p(z)
die Singularitit der in 7. behandelten Art und das asymptotische Ver-
halten von f(x) — das unschwer diskutierbar ist — liefert den letzten
Satz. Uberhaupt lehrt die Formel (10) das asymptotische Verhalten einer
Funktion, deren Laplacesche Transformierte als ein Produkt dargestell
ist, wenn man das asymptotische Verhalten der zu den einzelnen Faktoren
gehorigen Funktionen kennt.

Das FErgebnis unserer Untersuchungen besteht in der Erkenntnis,
dall — falls die Laplacesche Transformierte ¢ (z) einer Funktion f(x) die
erwihnten Bedingungen im Unendlichen erfiillt — der funkiionentheoretische
Charakter dieser Transformierten bzw. ihre singuliiren Stellen und zwar
diejenigen, deren reeller Teil méglichst groB ist, ausschlaggebend fiir das
asymptotische Verhalten der zugehérigen Funktion f(z) ist. Die behan-
delten Fille betreffen Singularititen von algebraisch-logarithmischem

Charakter; es lieBe sich auch der Fall behandeln, in dem die Laplacesche
ra 1 %\

Transformierte eine exponentielle Singularitiit \von der Form e =/ aufweist.
Man hat zu diesem IEnde die Formel:

. -
"’_‘_JI'LW;'Iz._-.ﬁg; _1/=Ze =
o b

1]
heranzuziehen; in der Tat ist das asymptotische Verhalten der Funk
cos ) x
t
auch des Interesses wert, zu untersuchen, welches asymptotische Ver-

[logi(z—2z,)]*%

o

tion eine total verschiedene von den bisher betrachteten. Es wiire

halten einer Singularitit von der Form entspricht.

(z2—2,)8
Wir wollen auf diese Fragen hier nichi weiter eingehen, sondern an
emnigen klassischen Beispielen zeigen, wie einfach die dargelegte Methode
zur Bestimmung asymptotischer Ausdriicke zum Ziele fiihrt.
§ 3.
Beispiele und Anwendungen (Potenzreihen).

9. Wir werden uns zunichst mit dem asymptotischen Verhalten einiger
( bestiindig konvergenten) Potenzreihen

flzg)=a,+aztaz*+... a,z"+...
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beschiiftigen, wenn z lings eines vom Nullpunkte ausgehenden Strahles
ing Unendliche riickt. Wenn die unendliche Reihe

; : i, Lia, o 2las [ Rla,
| Palzl) =g o= e i
(11 Pol?) z o T gl

fiir hinreichend groBe |z| konvergiert, so stellt sie die Laplacesche Trans-
formierte der Funktion f(«) (fiir positive reelle Werte der Verinderlichen )
dar, d. h. es 1st

@o(2) = f g~ 37 f |,;.1'] dax.
(]

Dies folgt, mit Riicksicht auf die Relation:

o

e==fp—tdy = ik
2 zu--[’

0
unmittelbar aus einem bekannten Satz®®) iiber die Integration von unend-
lichen Reihen.

Wir machen nun die Annahme, daf die Reihe (11) fiir |z| > R kon-
vergent ist; die Funktion ¢,(z) ist alsdann im Unendlichen regulir und
gleich Null; ihre Ableitungen verschwinden von mindestens zweiter Ord-
nung. Folglich sind alle Bedingungen, die wir in den Sitzen des voran-
gehenden Abschnittes fiir das Verhalten im Unendlichen gestellt haben,
erfiillt; namentlich ist die Funktion ¢,(z) und alle ihre Ableitungen auf
jeder Geraden vom Fourierschen Charakter, und es ist auch die Bedin-
gung IIT (S. 79) fiir jedes @ und o erfiillt. Es kommen daher bei der
Behandlung des asymptotischen Verhaltens von f(a) nur die im Endlichen
gelegenen singuliren Punkte von ¢, (z) in Betracht, und zwar in erster
Reihe diejenigen, deren reeller Teil moglichst grofi ist.

Wenn die unabhiingige Verinderliche lings eines vom Nullpunkte aus-
gehenden Strahles ins Unendliche riickt, der mit der positiven reellen Achse
den Winkel 6 bildet, d. h. wenn

x=|ax|etl

ist, so handelt es sich um das asymptotische Verhalten der Funktion

i e i T 210 | E R
a,+a |zle” +aglz| e ... ta,(z]e 73
deren Laplacesche Transformierte — nach dem Obigen — die Funktion
I g
b .
<o . nif
N NImlae Sl esic Al gy
Py |__..-j|— v, z—"_l_l - = € l'}'ulﬁ Z)
n=u

ist. Da sich @, (z) im Unendlichen wie @, (z) verhilt, so sind fiir das
asymptotische Verhalten von f(a) lings des betrachteten Strahles die-

) Vgl. etwa Bromwich, An Introduction to the Theorie of infinite series, 8. 453.
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jenigen singuléiren Stellen von ¢, () ausschlaggebend, deren reeller Teil
moglichst grofl ist. Nach der letzten Gleichung sind diese Stellen die-
jenigen singuliren Punkte unserer Funktion ¢,(z), die man durch die
folgende Konstruktion gewinnt: Man betrachte denjenigen vom Nullpunkte
ausgehenden Strahl, der den Winkel (— #) mit der positiven reellen Achse
bildet (d. h. das Spiegelbild des betrachteten Strahles in bezug auf die
reelle Achse), und bewege eine Gerade senkrecht auf diesen Strahl (bzw.
auf seine Verlingerung) vom Unendlichweiten ausgehend, bis man auf eine
singulire Stelle von ¢,(z) st6Bt. Die auf dieser Geraden gelegenen
singuliren Punkte von ¢,(z) entsprechen den singuliren Punkten von
pq(2) mit groffitmoglichem Realteil.

In dem ziemlich allgemeinen Falle, dall ¢,(z) nur Singularititen von
der im § 2 behandelten algebraisch-logarithmischen Art besitzt, und auf
jeder Geraden nur endlich viele singulire Punkte dieser Funktion liegen,
beherrscht man — nach den vorangehenden Ent.\viw.'kiilngcn — das agympto-
tische Verhalten von f(a) lings jedes Strahles.

Die soeben erwihnte Konstruktion, die die Lage der ,,ausschlaggebenden®
singuliren Stelle von ¢,(z) angibt, falls die unabhingige Veriinderliche
lings eines Strahles ins Unendliche riickt, liefert bereits verschiedene Sitze,
die Phragmén und Lindel6f in ihrer grundlegenden Arbeit ,Sur une exten-
sion d'un principe classique de I’Analyse ...*“ (Acta math. 31) abgeleitet
haben. Unsere Resultate gestatten aber in bestimmter Hinsicht ein tieferes
Eindringen in das asymptotische Verhalten der analytischen Funktionen,
da sie nicht nur die Lage, sondern auch den Charakter der Singularitiiten
der Laplaceschen Transformierten beriicksichtigen. Auf Anwendungen dieser
Art hoffe ich in einer spiteren Mitteilung zuriickzukommen,

10. Ein Beispiel fiir den soeben behandelten Fall liefert die Bessel-
sche Funktion

ey= ZELE (=,
k=o (B} M=
deren Laplacesche Transformierte von Lipschitz berechnet wurde. Man
verifiziert leicht die Relation

0

) ¥,
\ = ; 7 k(2 k) 1
Py l2) = J e=*= /() dx _l, Ghies Ty T
7 i (AR
0 k=0

= r l
T ey )

et =y
i k=0 .I“. F ] I'f '}'3‘

00| =

mit deren Hilfe man die asymptotische Entwicklung der Besselschen Funk-
tion ohne Miihe, wie folgf, auswerten kann: Die singuliren Stellen der
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Funktion ¢,(z) sind die Punkte z= =47, die algebraische Singularitiiten
(— 1)-ter Ordnung sind. Subtrahiert man daher von ¢,(z) den Ausdruck

n
1 Ry, L1805, (2k—1) 1 (z i\ ¥
Gioiysil "=\ /) 128k gF\gi/l
w (b )
e 1 ik g S ) s A
S e T g W) s
Yz—i}2ix ;= 2

: 1 : : : .
in dem der Faktor von - die n-te Teilsumme der Taylorschen Ent-

wicklung der Funktion - ist, so verschwindet die Differenz an der

211
Stelle z = ¢ von der (n - 1)-ten Ordnung, daher ist die n-te Ableitung
dieser Differenz bei z — ¢ stetig. Subtrahiert man in analoger Weise

1 1 \:i"r- =gk g '\k i -"f'l ke
. ¢ S e 1
il Vs O gy el D k! (B2
Yet+i f—2iaz, 2

so findet dasselbe an der Stelle z = — ¢ statt. Folglich gestattet die
Laplacesche Transformierte ¢, (z) eine Zerlegung von der folgenden Form:

r(e+2)
i ‘I |
. 1 1 \Ti" T e
@, (2)=- = b (z—2)%®
Po\*/ L 9 il ok I - /
& 1 V2im =, 2
" ) j' | .1.\'|
1 \Tf_i.] \ 2/ i [k — i
; e T &) S WE),
f—2ix;= 2 : g

wobei die n-te Ableitung von w(z) iiberall, auch an den Stellen z = + 7,
stetig bleibt. Da im Unendlichen ¢,(z) regulir und gleich Null ist, so
sind wiederum alle Bedingungen, die wir im vorangehenden Abschnitt fiir
das Verhalten der Laplaceschen Transformierten im Unendlichen aufgestellt
haben, erfiillt, und der Satz (S. 85) liefert das Resultat:

L ] 'il.’fc 1\\

i n ; 1 3 e D) ‘.i'r —r—d
lim 2" |J () — = e = k1
=@ l._’IT"_'I ‘3'& k! o \
Fe=0 1 \ .__"r'-,l'
n [. IJlJ,_ ' l \I
1 NT(— HE- TG i =
5 & ok et 71 i -0,
J—2im;-, 2 = = —k) :
Lt /
i
oder, indem man e? an der Stelle von ¢ schreibt, die Formel:
[ 3 { E '\
- w8 = o) 1 cos ,\3.:— 1 F—=)-
% 1 F y i L ! # A
lim 2™ |J(2) - D e L
== : JLLI—-"J"[-J-—L’:' 25k T
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und dies ist die bekannte asymptotische Darstellung der Besselschen Funk-
tion, falls x lings der reellen Achse ins Unendliche riickt,

Will man noch eine Abschiitzung fiir die Differenz

1 J’: — fl cos | x 4k : |
Fle)=dJ(z)— 2 yv \2 ¢ \ 2 i
Sl () el | \ g9k7., K
k=0 1 : 5 T e 7

rewinnen, so setze man in der letzten Formel n--2 an Stelle von n:
2 | 3
aus der so gewonnenen Gleichung

! I \I II‘l - -’
"o 3 Jr.l;" -.J’.'. | C0s I.IJ' - lr | Jrl.‘ .::)
s e ey /0 sl Sl S
g o o R f \ 0 3 k
RS b ; k=n+1, n+4 :!Ii-_.i' o s Iﬂl:-' bl 1A X _.
erhellt unmittelbar, daB
1

_.'J,If”l:,]'-:l-—.()- <|
\m?i Ly
18ti, A
Noch einfacher gestaltet sich die Rechnung, wenn die unabhiingige
Verinderliche lings eines Strahles, der den Winkel § mit der positiven
reellen Achse bildet, ins Unendliche riickt: = —|a|ei®. Man findet als
Laplacesche Transformierte in diesem Falle die Funktion

1

e pe R S e
gl =Eitalatie) = =
g

deren singulire Stellen
z=tie'® = J sinf) £z cosf

sind. Ohne Einschriinkung der Allgemeinheit kann 0 < f = 7 angenommen
werden; alsdann ist z, = — ¢ %0 = sinfl — {cosf die ,ausschlaggebende®
singulire Stelle, und eine leichte Rechnung zeigt, daB die Differenz

" T | Lk
1 1 N7 \2 / 1 P o AAE—F
= - 2 B E\2Tte Y
1 & 3 ) — ok 1. faa%0yENY s
V224210 V—2imePi=p 2%k! (ie*?)

an der Stelle z =z, von der (n - })-ten Ordnung verschwindet. Da auf
der Geraden M (z) =N (— ¢e9) = sinf keine weiteren Singularititen von
®g(z) liegen, so folgt, dall auf dieser Gleraden gg(z) in eine Summe von

der Form

."] b
O g7
; | | T AR / 1 . e k=1 \
Pa '.\:'.l = — = : l = iR L':J: Ly El ) 1 ,-:'
'z"-f-ﬂ"f“ V—24 et E=0 2% k! Cressil:
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zerlegbar ist, wobei noch die n-te Ableitung von y (z) stetig bleibt. Unser
Satz (8. 85) liefert unmittelbar den Ausdruck

n i i e

1 Vo A h.- 1 1 I‘.-t"‘ﬁ:J'!
T \ Ok 7.1 74000k e+
=2ixet®iso (- — k| & KL (28 x|Ft

als asymptotische Anniiherung der Besselschen Funktion, wenn die unab-
hiingige Variable = lings des Strahles o = @ |et® ins Unendliche riickt.
Fiihrt man 2 an Stelle von | 2| e ein, so ergibt sich der bekannte Ausdruck
] (L —i(s k7]
1 o B AR e SISl E

N 2 kL z¥

f2zmx 25, jr‘(llj — k)
und eine einfache Betrachtung, die wortlich wie in dem obigen Falle ge-
fiithrt werden kann, lehrt, daB der Fehler wiederum von der Ordnung
=T ) At

Die asymptotische Entwicklung der Besselschen Funktionen hoherer
Ordnung

F .
Y= \—' g I}L [z \‘l'}.l" ak

- L T Grkx1y\2/
k=0

J;,’.,?'
ist in derselben Weise durchfiihrbar; man hat nur auf die von Heine %)

herrithrende Formel
0
() 23] (J1+2)*—2)
'fl.ﬂ I.:.'I = e=EE .f;. | ‘r'l d.r- — I I 1 J

Bezug zu nehmen, die die Laplacesche Transformierte dieser Funktionen
angibt. Diese Funktion g,(2) ist wiederum regulir analytisch, mit Aus-
nahme der Stellen z— -+ ¢, wo sie algebraische Singularititen aufweist.
Durch Reihenentwicklungen in der Umgebung dieser singuliren Stellen
kann man wiederum eine endliche Summe von der Form

2o k=% N
s, (2)="X(a,(z—%)" +alz+2) °)

=0
bestimmen von der Beschaffenheit, daB die Differenz ¢,(z) — s, (z) fir
2= ¢ von der (n - %)-ten Ordnung verschwindet. Die Anwendung des
Satzes (8. 85) liefert dann unmittelbar die bekannte asymptotische Ent-
wicklung, und man sieht, daf ihre Berechnung nichts als die Bestimmung
der Koeffizienten von gewissen Potenzentwicklungen elementarer Art er-

fordert.

) Theorie der Kugelfunktionen 1, 8. 243, 2. Aufl. Berlin 1878.
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11. Wir wollen zweitens ein Beispiel behandeln, in dem die Laplace-
sche Transformierte keine elementare Funktion ist, und betrachten zu
diesem Zwecke die Potenzreihe

. k

filtie) = \1 2

k=1 k* k!

in der s eine beliebige komplexe GriBe (die nicht gleich einer positiven
ganzen Zahl ist) sein kann. Die asymptotische Entwicklung dieser Funktion
wurde von Herrn Hardy in Angriff genommen; in seiner in der Einleitung
angefiihrten Abhandlung zeigt er, daf, falls # lings eines vom Nullpunkte
ausgehenden Strahles ins Unendliche riickt, der im ersten oder vierten
Quadranten liegt, die Formel

£y e . \ - 1
fla)= r#(l ) (— B = Arg =

=

] 8 |
e

gilt, wobei e gegen Null strebt, und entwickelt sodann die entsprechende
Formel fiir den Fall, daB der fragliche Strahl im zweiten oder dritten
Quadranten liegt. Wir werden mit Hilfe unserer Methode nicht nur die
obige Formel von Herrn Hardy ableiten, sondern die volle asymptotische
Entwicklung der Funktion f(x) gewinnen.

Als Laplacesche Transformierte findet man nimlich im vorliegenden
Falle

@m|

0] - -]
o e i | 1
Pol2) = [ (k) Lt.lfjd{l::‘z,j‘_# SR
0 k=1 =
da diese Reihe fiir |z| > 1 konvergiert, so handelt es sich bei der Be-

stimmung der fraglichen asymptotischen Entwicklung nur um die Diskussion
der im Endlichen gelegenen Singularititen der Funktion ¥ (2). Die Funktion

' i

o

'\-:"I' z.ﬁ:
i}

wurde in der Literatur vielfach untersucht: eine ausfiihrliche Behandlung
threr Singularititen findet man in dem trefflichen Buche E. Lindeléfs:
Sur le caleul des résidus (8. 138), wo gezeigt wird, daB die einzige im
Endlichen gelegene singulire Stelle dieser Funktion der Punkt z — 1 ist;
in der Umgebung dieser Stelle gestattet die betrachtete Funktion eine
Zerlegung von der Form:

e Y 8=1
..\_,T ol — I‘ll — &) (l(}g—ill = f.f"’{'zf],‘

—— .F‘ &

=1 ™

wobei ¥(z) an der Stelle z— 1 regulir analytisch ist. Daher sind die
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singuliren Stellen unserer Funktion ¢,(2) die Punkte 2 =0 und z=1,
und in der Umgebung des letzteren gilt eine Darstellung
Jrlll —.‘1'} \ §— X
@y l2): — (log z) i w(z),
-
wobel vy (z) an der Stelle z =1 regulir analytisch ist. Daraus erkennt
man, dall, wenn z lings eines Strahles ins Unendliche riickt, der im

ersten oder vierten Quadranten liegt, d. h. wenn

i 5 4 Lot
T xlett, — =0 = —
ist, so ist nach der in 9. angegebenen Konstruktion — die ,ausschlag-

gebende® Singularitit der entsprechenden Laplaceschen Transformierten
@, (z) diejenige, die aus der singuldren Stelle z =1 von ¢, (z) entspringt.
Da o,
besitzt, so liefern unsere dort entwickelten Formeln (S.85) die wvolle

z) an dieser Stelle eine Singularitit von der im § 2 behandelten Art

asymptotische Entwicklung. Um dies ins Einzelne zu verfolgen, bemerken
wir, dall die Laplacesche Transformierte

Po(2) =e"0 g, (e %02)

die beiden singuliren Stellen z = (0 und z= %@ besitzt, und in der Um-
gebung der letzteren eine Darstellung von der Form

'1—zg) v E—1 \
: “(logz —40)" "'y, (2)

L a I\” / I

=

giiltig ist, wobel ), (z) regulir analytisch an der Stelle z = e?® ist. Daher
ist die Funktion ¢, (z) fir R(z) > cosO regulir analytisch, erfiillt im
Unendlichen da sie dort ebenfalls regulir analytisch ist — samt ihren
simtlichen Ableitungen alle gestellten Forderungen, und besitzt an der
Stelle z = e¥0 eine Singularitit von der beschriebenen Art,

Um daher die fragliche asymptotische Entwicklung zu gewinnen, ent-
wickeln wir die Funktion

I'il—s)

an=
“(logz —#0)"

in der Umgebung der Stelle z = e?®; eine leichte Rechnung ergibt
I'(l1—38) Sh
— 2 (logz —20)°
r(l—s) 37, vk —ikB [0y & T E s IV 1
= — (—1)"e (2 — e )5 ls — "2 3! ol (z—e"")
e f i / ) Ry S | 4
2 k=0 k=0
v \ i
= EG oty SeeTNT o eio)k,
o) a2 e )
o k=0
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wobei man die Koeffizienten ¢,,¢,,..., ¢,, ... durch Multiplikation der

obigen Potenzreihen berechnen kann. In geschlossener Form erhiilt man
fiir ¢, den Ausdruck

a5 L floga\'=4 " s
S 'j—;,. ~ (£2) fir z=1.
; ki gzk Lz \z—1,

Wenn nun 3t (s) zwischen den ganzen Zahlen g und g -1 gelegen ist

g<Ris)<g+1,

so verschwindet die Differenz

L
il 8) s g (1- T 3 i S
Ae 2 logz—s0)atie 208 oy et0) ! Mo e=ik0 (5 — gi0)!
A=) gl / i K b /
& k=0
an der Stelle z— e*® von der (n -+ s)-ten Ordnung, d.h. es ist — falls

n so groll gewihlt ist, dall » 4 g > 0 ausfillt — die (n - ¢)-te Ableitung
dieser Differenz an der betrachteten Stelle noch stetig. Unsere Funktion
@, (2) gestattet daher in der Umgebung der Stelle z = ¢i® (also insbeson-

dere lings der Geraden R (z) = cosf) eine Zerlegung von der Form:

T
P (2)= f{l "') ,\Tc e~ ik0 (o e“h’l" -, (2)
gL\e) T I e e : . BREA T2

k=0
wobel noch die (n - g)-te Ableitung von w,(z) eine stetige Funktion ist.

Unser Satz (S. 85) liefert daher die asymptotische Gleichung

n .
iy P : o p—tkB etl) g
lim a#+eg—lz|cosn £l 2i6) — I'(1—38) ,\T. O € ¢ 0
: : * 80 G EE T (kg )
‘ \ t=—=48) |gq
p=m =0 5 4 5
d. h. es ist — wenn man a statt |z|ei? einfiihrt
}' T
; = i I'(l—g)e® T 1
hm g8t0e—2| f(z) — — _ \_ 7 ..f- = 0.
T i xt ,.‘_" (1 it —8) Lk

Diese Beziehung gilt fiir solche Werte von 2
= 4 ” i g

iy = BTO = el

Fiir ganzzahlige Werte von ¢ kann man ebenfalls die entsprechenden

i J|
. - R 5 T q
Formeln entwickeln, da das Verhalten der Reihe > - an der Stelle a: 1

k=1
fiir diesen Fall bereits aus Resultaten von Kummer entnommen werden

kann. Hs wiirde auch keine Schwierigkeiten bieten, in analoger Weise das
asymptotische Verhalten der a

lzemeineren Funktionen

S
= (k

Mathematische Annalen. 96, 7
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mit denen sich Herr Hardy in der erwithnten Arbeit beschéftigh, zu be-

gstimmen, da man — wie Herr Lindeléf in den letzten Zeilen seines er-
wiithnten Werkes bemerkt — die Singularitiiten der Funktion

=AU

mit analogen Mitteln diskutieren kann, wie im Falle a = 0.

Hingegen versagen unsere Entwicklungen, falls x lings eines im
zweiten oder dritten Quadranten verlaufenden Strahles ins Unendliche
riickt, dain diesem Falle die ,ausschlaggebende” Singularitit der Laplace-
schen Transformierten die Stelle z =0 ist. Diese Singularitit ist nicht

mehr vom algebraischen Charakter und — obwohl sich aus den Lindeldf-
schen Untersuchungen verschiedene Schliisse auf das Verhalten von ¢, (z)
in der Umgebung des Nulll_nm]:tes ergeben — so scheinen mir diese noch
nicht auszureichen, um die volle asymptotische Entwicklung der obigen

Funktion zu liefern.

4.

L)

Beispiele und Anwendungen. (Bestimmte Integrale.)

12. Fiir das bekannte Laplacesche Problem der ,Funktionen grofier
Zahlen® gewinni man mit unserer Methode recht durchsichtige Formeln.
Hier handelt es sich bekanntlich um die Funktion

2
flz)= [exFO G (t)dt,
1]
wobei wir der Einfachheit halber die Strecke 0 <t <1 als Integrations-
intervall genommen haben. Die Laplacesche Transformierte ist in diesem

Falle

D 1
i G(t)
12) @(z) evf2f (o)de = .
\ PR | R Ji—F@®
0 0
Wir konnen annehmen — ohne die Allgemeinheit einzuschrinken —, daB

F(t) an der Stelle £ = 0 verschwindet, und daf fiir alle andern im Inte-
grationsintervall gelegenen Werte von ¢ diese Funktion einen negativen
reellen Teil besitzt:
F(0)=0, R(F(I)<0 fir 0<i< 1,

da der allgemeine Fall auf diesen zuriickfiihrbar ist. Wir machen noch
die Annahme, dafl die Funktionen F(i#) und G(¢) im Integrationsinter-
vall (einschlieBlich der Grenzen) regulire analytische Funktionen sind,
und kénnen leicht erkennen, wo die singuliren Stellen der Funktion ¢ (z)
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liegen. Hiir unsere Zwecke ist iihrigens schon die triviale Bemerkung aus-
reichend, dafl die Funktion ¢ (z) mit Ausnahme der Stelle z = 0 fiir alle
Werte der unabhiingigen Veriinderlichen, deren reeller Teil grofer oder
gleich Null ist, regulir analytisch ist, da etwaige singuliire Stellen offenbar
nur dort liegen konnen, wo der Nenner des Integranden von (12) ver-
schwindet. Da ferner ¢(z) fiir 2 = oo regulir und gleich Null ist, so er-
kennt man — wie im vorangehenden Abschnitte —, daB fiir das asympto-
tische Verhalten von f(x) der Charakter der singuliren Stelle z — 0 der
Funktion ¢(z) ausschlaggebend ist. Da das Integral
1

g = |'.f ||
.I =70 di

fiir jedes positive & (<< 1) eine bei z=0 regulire analytische Funktion
darstellt, so kann man sich bei der Untersuchung des Verhaltens von
@ (z) 1m Nullpunkt auf die Funktion
"Gt
————o ]
z— (i)
]
beschrinken, wobei & beliebig klein gewiihlt werden kann.

Um nun diese Untersuchung in voller Allgemeinheit durchzufiihren,
nehmen wir an, daB F(¢) fiir t =0 von der p-ten Ordnung verschwindet:

F “ =" (;"u Ele Yidismiys £ - -ee) 'Ij:'ru =0),

und fithren als neue Integrationsverinderliche

P— b ; a
t=VEF(t)=tVyo+rt+rt +
ein. Da sich aus diesem Zusammenhang ¢ als eine fiir hinreichend kleine
Werte von 7 konvergente Potenzreihe ergibt, so geht — fiir hinreichend

kleine ¢ — das Integral

A
el el gl i ol Bl PR 8 S S
[r, 0 T o T T
. z—1¥
i’ 0
iiber, wobei
| a f A Ny q 7 dt r'r‘rf’l
Cy 1 (.‘l'i" :'(‘,:F'—i-.._-l-.{“;r -:-_‘_zf”_f_;rlh = pi I’L. :
a1} IF(t)]
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gesetzt ist, und als Integrationsweg der Kurvenbogen zu nehmen ist, der
\rg-|«inf}gu L‘](}.r‘ _-H)F;i[(lung T{'[. )= T der “‘:U][E_,“ Strecke () :3 :-.:_' 1 E!‘ti-?-]‘}rit';hi'-'”'.
Der sog. Biirmannsche Lehrsatz®®) liefert iibrigens den folgenden expli-
ziten Ausdruck fiir die Koeffizienten ¢ :

g B e e R LN

(13} C. . |G (1) (= | :
S by VERY 0

Wir zeigen zunéichst, dal wenn ‘13 (7) irgendeine fiir die in Betracht
kommenden Werte von 7 konvergente Potenzreihe bedeutet, das Integral
;
'r‘jil_H'.'I'I T
B(r)dr (=0, T8 cas)
T PN , )

[ L —
0

eine solche Funktion der komplexen Veriinderlichen z darstellt, deren
n-te Ableitung an der singuliren Stelle z = 0 noch stetig bleibt. Diese
Behauptung ist mit der Tatsache identisch, dafl die Funktion

PR

' \ 1
i ] P(r)dr

an der Stelle z = 0 stetig ist. Die durch Produktintegration gewonnene

Formel
f'; P A\M +1
-np]( =) P(x)dr
[ -1 T
I:k it i‘l‘Ir T P L.'| e ’ i N
,-;.Jf,“ﬂff"'l‘-\ ;) ((pr+1)B(7) + 2P (v)) dv
(z—1 J Nzg—1

o

lehrt die Richtigkeit der Behauptung fiir jedes ganzzahlige n, falls sie fiir

) Wir nehmen £ so klein, dall dieser Integrationsweg ein doppelpunktloser
offener analytischer Kurvenzug ist.

#8) HEs kommt die folgende Form des fraglichen Satzes zur Anwendung: Die an
der Stelle ¢ =0 regulir analytische Funktion o (¢) mége bei £=10 von der ersten
Ordnung verschwinden; ist £ (f) eine beliebige bei { =0 regulire Funktion, so gilt
fiir hinreichend kleine | @ (f)| die Darstellung

o
Q(t) N7 A
Fo o L il Vi [
w'(t) =~ )
n=10
wobei zur Abkiirzung
L ¢ £ oamda
Ch = () —=)
wl g \eo (£)) lt=0

ailis . ~ . e
gesetzt ist. (R (L) =G(1), o) =VH({)=71).
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n =0 bewiesen werden kann; in diesem Falle aber erkennt man die
Stetigkeit unmittelbar auf Grund der Relation:

: P s | B TR 7 i
J B(r)dr=——1PB(1)]log(z — i")
gl » - =
{'\

A
i 1 [} I ot l - Py
B (B(7)+ =z (7))]log(z — 7" )dr.
pJ\
o

Wir schlieBen aus diesem Umstande, dal die Laplacesche Transformierte
@ (z) die folgende Zerlegung gestattet:

pr+p—1 A

" A T T | 3
(14) p(z)= >, rI —dr +y(z),
: =0 g &
0
i N
wobei y(z) .-J —"22F dz eine solche Funktion bedeutet, deren n-te
FAC o

]
Ableitung an der Sttlle z = 0 stetig ist, und es handelt sich nun darum,
den singulidren Charakter der Funktionen
v r -
-};.{:J'—-[ _“dT (=0T
® & T

P
0

an der Stelle z = 0 zu untersuchen.

Fiir » = p 1 erhilt man unmittelbar:

G Lo gy
Jp—1 (%)= 5 (logz — log (z — 4%));
in Verbindung mit der Gleichung
; 2
v n—1 J -k kp
] T -1 & T
-I}J—].k;-:-:z'{l' - » [’!T —[ 1,]' - {lh'
f F=—T ) z—xk
0 0
ap s 2p « Bp s kp
=zt J,_.(2)— s B LR DR B el
= 2% Jp—1\2, 2 5, ? e HIL i o ]
Lp 2p ip 7
erkennt man daraus sofort, daBl die Differenz
z®
Jp_i.;.p—-w log z L= )

in der Umgebung der Stelle z= (0 eine regulire analytische Funktion
darstellt.

Ist aber
v==(p — 1) (modp),




e —

}
|
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so kann man, um die fragliche Singularitiit zu untersuchen, folgendermafien
verfahren: Man bestimme zuniichst denjenigen Winkel
4

2(x+1)E <0< 2x
P SEe i

14
2
in dem der Integrationsweg der Integrale J,(z) (fiir hinreichend kleine ¢)
verlauft®*’) und fiithre sodann eine neue Integrationsvariable & vermoge
b

T—:
ein, wobei derjenige Wert der Wurzel zu nehmen ist, dessen Argument
in demselben Winkel liegt. Fiir J,(z) t‘rgibt gsich sodann der Ausdruck:

0

und der Integrationsweg ist wiederum ein doppelpunktloser analytischer
Kurvenzug, falls ¢ hinreichend klein gewiihlt war. Erstreckt man aber
dieses Integral lings einer Schleife (), die vom Punkte 1" ausgehend und
den Nullpunkt einmal im positiven Sinne umkreiserid den friitheren Inte-
grationsweg einschlieit und zum Punkt A* zuriickfiihrt, so erhilt man —
nach einer hiinfig angewandten Schlullweise — falls z aullerhalb dieser
Schleife liegt:

e [ et (v41) \
; 1 [£12 . ( - | fire
w(z) = ,r —dé=\e ? — 1/ J.(z).
L - [

Nun stellt aber jenes Integral, falls z innerhalb jener Schleife ()
liegt, eine daselbst regulire analytische Funktion »(z) dar und die Diffe-
renz u(z) — v(z) ist leicht auszuwerten, wenn man eine Schleife (C') zur
Hilfe heranzieht, die dhnlich wie (C) gelegen, aber innerhalb (') verliuft.
Es ergibt sich némlich, falls z zwischen beiden Schleifen liegt:

r+1 41

] 1 R =
G [ . ISR =
v(iz)—u(z)=— —df — 2 —d&,
- \ D) z=¢ p) z—E
(©) (')
¥+ 1
woraus man, in Anbetracht dessen, dal} & # in dem durch beide Schleifen

begrenzten Gebiete reguliir analytisch ist, die Relation
" 1
7w 7y ) e
v(z)—u(z)= —=—z 7

P
*%) Man beachte, dall die Abbildungsfunktion
e ]:I_Ef‘ (fJ

und ihre Umkehrung in der Umgebung des Nullpunktes regulir analytisch ist.
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entnimmt, d. h. es ist:
u(z)=\¢ 1) dyi2)= S v(z),
wo v(z) eine im Nullpunkte regulire analytische Funktion bedeutet.
Zusammenfassend erhalten wir das folgende Resultat: Ist
v==(p — 1) (mod p),

so ist die Differenz

, iz 1 P Rl :
nr,.l:\:. = T > = .._,r] |;':._|. - z F

eine in der Umgebung der Stelle z = 0 regulire, analytische Funktion,
wobei fiir die p-te Wurzel der oben festgesetzte Wert zu nehmen ist, ist aber

y=(p— 1) (mod p),
s0 Ist
¥+ 1
; y By
J, (2) — e P log 2
an der Stelle z= 0 reguliir analytisch. In Verbindung mit der Formel (14 )
ergibt sich hieraus, dafl unsere Laplacesche Transformierte in die folgende

Summe zerlegbar ist:

pn+p—l — i ?IJ y41 n
Y T \ | e -—1 1 1 _.
pl2)= > Cy z P i .\".m —12*log z+ ¥(z)
/! P / : o I p = P47 3 1 | 5
y=1) sin (»+41) k=0
vz (p—1) (mod p) P

wobel die erste Summe nur auf solche Werte von » zu erstrecken ist, die
nicht kongruent (» — 1) modulo p sind, und ¥ (z) eine solche Funktion
bezeichnet, deren n-te Ableitung an der Stelle z = 0 stetig bleibt. Die
Formeln, die wir im § 2 entwickelt haben, liefern daher die asymptotische

Gleichung:
o, L o |
N4 p—1 rar -
- ; ] : o ik e 7 1 1
lim z» | f(z) — = > [
e : P o ol & opf bl 24
: y=0 gin (»4 1) 'l : »
v== (p—1) (mod p) » \ r -
ooy k!
N el )
p 2\ LT
k=0

wober die auftretenden Koeffizienten ¢, durch die Gleichung (13) in
expliziter Form gegeben sind.
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Es scheint mir, daf diese Ltsung des Laplaceschen Problems der
Funktionen grofier Zahlen an Ubersichtlichkeit und Einfachheit nichts zu
wiinschen iibrig lift; es sel noch bemerkt, daB in dem Falle, daB die
oben mit G (¢) bezeichnete Funktion an der Stelle ¢ = 0 nicht regulir,
sondern von der Form

Y (t)=1t"g (i)
ist, wobei g(t) eine fiir {= 0 regulére analytische Funktion bedeutet,
nach demselben Verfahren ihnliche asymptotische Formeln erhiltlich sind,

13. Wie in der Theorie der Fourierschen Reihen die Integrale

a2 27
J F(t)coswtdt baw. | F(t)sinatdt,
L1} 0
so spielen in der Theorie der Besselschen Reihen die Integrale

1
(15) [ F(t)J(xt)dt

0
eine wichtige Rolle und es ist daher des Interesses wert, ihr asymptoti-
sches Verhalten zu studieren. Mit Hilfe dér Formel von Lipschitz (8. 91)
erhilt man als Laplacesche Transformierte des obigen Ausdruckes die
Funktion:

e il
l l"'\ '” dt,

die im Unendlichen wiedernm regulir analytisch und gleich Null ist, so
dal die im Endlichen gelegenen singuliren Stellen dieser Funktion den
asymptotischen Charakter des Ausdruockes (15) bestimmen. Wir be-
schrinken uns auf den Fall, daf F(#) ein Polynom ist, d. h. wir wollen
uns mit dem asymptotischen Verhalten der Ausdriicke

1
f(x) = | 8™ J (1) dt
L]
beschiftigen, was — nach der vorangehenden Bemerkung — mit dem
Studium der Singularititen der Funktionen

f i

@\ 2 j\l E | I = 5 di

aquivalent ist. Nun kann man diese Integrale ohne Schwierigkeiten aus-
werten; es ergeben sich verschiedenartige Resultate, je nachdem m eine
gerade oder ungerade Zahl ist. Fiir ein ungerades m

m=2k- 1
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ergibt sich

Dakie l.(:I = I_:H-.t,:j" } 1?::;{' . (,-,:“' 1) :-.’.ﬂ:—-;:
e L Rl — g
wobei zur Abkiirzung:
B gl _(_qyp 2R(ZE-2)(2k-4).. (2k—2p+2)
2 PR AN L (2k+1)(2k—1)(2k—38)...(2k—2p-+1)

(D=l 1w k)
gesetzt ist. Ist aber m eine gerade Zahl
M=
go erhdlt man

f foo2k) k-2 2k 2k—4 2k _2E—6 1 (2 &)
Pap(2) = (as 2 g 2 +ag " 2 F.o.. -+ as;

@F 2k ; . :
-as 2 " (log(1 V224 1)- log 2
wobei zur Abkiirzung

2k) 1 (a k)

- y \p(2k—=1)(2k—8)(2Kk—5)...(2k—2p-L1)
Qpp == 2 ”‘Ek-‘_’p; ,_I-J

2E(2k—2)(2k—4),..(2k—29)
(p=1,2,...,k—1)
gesetzt Ist®7).

Mit Hilfe dieser Formeln kénnen wir die asymptotische Entwicklung
der Ausdriicke £, («) auf Grund der im § 2 entwickelten Sitze sofort an-
geben. Man kann zuniichst an der Hand dieser Formeln nochmals veri-
fizieren, dafl ¢, (z) im Unendlichen regulir analytisch ist, und man sieht,
daB fiir ein ungerades m die Stellen z= =+ ¢ —, fiir ein gerades m aber
z==®7 und z2=0 die singuliren Stellen dieser Funktion sind. Ist
m=2k-}-1, so entwic '

cle man @4 (2) in der Umgebung der Stellen
z= = ¢; man erhilt Potenzreihen von der Form:

EE x
i . T (Bhka1), - Tl T _(2k+1) ¥
Pars1(2) Is—e;_". [ (z—12) =Vz42¢ \, i, (z--2)7,
w={ y=Ii)
> . (2E+1) (2k+1) . s r -
deren Koeffizienten ¢'** bzw. @, " gich als einfache Ausdriicke der
(2841) (2E+1 2 E+1) - v y . . 1
tq o Cgrre i ergeben. Danach ist gy, (2) in die Summe
L "
\ . T (2k+1), W . T _(2%+1) | [
Papr1(2)=1)z —2 _1 e, z—1) | ,‘-:-E-z‘_\-‘ @, (z412) +wuwi(z)
=} =1}
*") Diese Formeln ergeben sich aus den beiden leicht verifizierbaren Relationen:
r lt—:'.".': 1
# PR L | | Q 93l a1 a
. dt=(al2¥*+1 uj"'( = ...-:-ai";_’{ e
v | "1

ll dt=t(af® + oV "1, 4 aBBR -2 VP _ o pog (¢ + VT ).
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zerlegbar, in der y(z) eine solche Funktion bezeichnet, deren (n - 1)-ter
Differentialquotient an den Stellen z = - ¢ stetig bleibt (an jeder anderen
ktion regulir analytisch). Wir erhalten folglich auf ;

Stelle ist diese Fun
Grund der im § 2 gewonnenen Siitze fiir fo;.q(a) die folgende An-

niherung:

B aktd) iz S(@EED —i
\T L."__ "EF:' “:J. ot e A2 1
s = \ S 1
y=0 | v Zoas
2 :"I i
und eine Uberlegung, die wortlich wie im Falle der Besselschen Funktion ‘
(8. 93) gefiihrt werden kann, zeigt, dall der Fehler von der Ordnung
1 r
— ist,
o2
[st aber m eine gerade Zahl: m — 2k, so hat ¢qz(z) aufler 2= +¢
noch z = 0 als singulire Stelle. Der Beitrag, den diese letzte Singularitit
in der asymptotischen Entwicklung von f.;(a) liefert, ist nach dem Satz
o, 18
en(2k)!
B gibtl” ]
Um die volle asymptotische Entwicklung zu gewinnen, entwickle man in ‘
der Umgebung der Stellen z = -7 den daselbst singuliren Bestandteil :
von @sp(z). Da
& fies - | \ ¥
, 7 w=1(}22+1)
log (1:F VP Fd) = 3 (— 1)t
r=1
ist, so hat man zu diesem Ende nur die Funktion
=, @n k-2 , @8 _8k-4 , (24 @By [y o 1420 (1+2%)] :
b2 41 (a2 Fay "z 4o tay —as ) 1F—— . L.

L \ ] 5] / {
nach Potenzen von z — ¢ bzw. z }- ¢ zu entwickeln; sind die so erhaltenen 1
Reihen

o o
: L oy ¥ e ETETER T (21 o
ST Y(z—1) bzw. Yzt¢ M & 0 (a1 5y
y=0 r=0

so lautet die asymptotische Naherung fiir fi;(a) wie folgt:

n BE) 8z —(2k) ,—tx
Ear (2E) N e s 1
By e e e
2k o | e
& »=0 IN———»| )]
. 2 /

1 : . 1
und der Fehler ist wiederum von der Ordnung — —.
e

Ich habe mich, bei dieser ersten Anwendung des dargelegten Ver-
fahrens, auf die in den letzten beiden Abschnitten behandelten Beispiele
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beschrinkt, da diese — wie mir scheint — geeignet sind, auf die Trag-
weite der Methode Licht zu werfen. Beispiele dieser Art kionnte man in
grofler Menge angeben; es fithren z. B. der Integralsinus und die ver-
wandten Funltionen die Mittag-Lefilerschen E-Funktionen durch Laplace-
sche Transformation auf elementare Funktionen, woraus man ihre asym-
ptotischen Entwicklungen unmittelbar entnehmen kann. Die in der Theorie
der Gammafunktionen aufiretenden asymptotischen Entwicklungen sind
Spezialfille der in 12. behandelten Aufgabe. Ich glaube mich nicht mit
diesen bekannten Aufeaben weiter beschiftigen zu sollen und werde in
folgenden Arbeiten solche Anwendungen des dargelegten Verfahrens ent-
wickeln, die zu wesentlich neuen Resultaten fiihren,

(Eingegangen am 6. 8. 1925.)

[Anmerkung wihrend der Korrektur.] Herr Carathéodory macht
mich in freundlicher Weise darauf aufmerksam, daf sich die letzte Formel
auf S. 103, die bei der Behandlung des Laplaceschen Problems der Funk-
tionen grofier Zahlen mittels der dargelegten Methode resultiert, auf die
folgende einfache Form bringen lift:

= pat+p—1  , w41

' 1 s f N T L= =13 1
hm 2" | fa) — ”T_ NI e j‘.\l ] :
r=0 | ; 2 —_— MR :_l

r=0 2 P

Diese Formel wurde — wie ich aus derselben Mitteilung entnehme —
von Herrn Woldemar Jacobi gefunden, und befindet sich in seiner (nicht
gedruckten) Dissertation: ,Uber die niherungsweise Berechnung von Funk-
tionen groBer Zahlen“. Heidelberg 1922.

(29. 1. 1926.)




	Seite 69
	Seite 70
	Seite 71
	Seite 72
	Seite 73
	Seite 74
	Seite 75
	Seite 76
	Seite 77
	Seite 78
	Seite 79
	Seite 80
	Seite 81
	Seite 82
	Seite 83
	Seite 84
	Seite 85
	Seite 86
	Seite 87
	Seite 88
	Seite 89
	Seite 90
	Seite 91
	Seite 92
	Seite 93
	Seite 94
	Seite 95
	Seite 96
	Seite 97
	Seite 98
	Seite 99
	Seite 100
	Seite 101
	Seite 102
	Seite 103
	Seite 104
	Seite 105
	Seite 106
	Seite 107

