Uber das Mafi der Bestimmtheit des Wachstums einer
ganzen transzendenten Funktion durch die absoluten
Betriige der Koeffizienten ihrer Potenzreihe’).

Von

Heinrich Brinkmeier in Kiel.

Einleitung.
Wenn
» \ .".1 1"
flz)=2c,z
n=>0

eine ganze transzendente Funktion ist, also

n
lim Ve, |=0

ist, und wenn M(r) das Maximum ihres absoluten Betrages auf dem
Kreise mit dem Radius # um den Nullpunkt bezeichnet, also

M(r)= Max]|f(z)|

ist, so ist bekanntlich die Wachstumsordnung u der Funktion definiert als

= lim lglg M(r) .
P lgr ?
es igt also:
) Mir]=<elic & uf £ =1,(8),
(1a) _
Mr) =et" =  fir r=r, ¢, ... —>00.

1) Die vorliegende Arbeit ist ein Auszug aus einer Abhandlung, die im Juni 1924
der Philosophischen Fakultit der Universitiit zu Kiel als Inauguraldissertation zur Er-
langung der Doktorwiirde vorgelegen hat. Die Beantwortung der darin anfgeworfenen
Frage wurde mir von Herrn Prof. Dr. Toeplitz giitigst iiberlassen, der mir auch wert
volle Hinweise zur Durchfiihrung der Aunfgabe gegeben hat. Ich benutze gern diese
(ielegenheit, ihm hierfiir meinen Dank auszusprechen.
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Anderseits 1aBt sich auch eine Ordnung der Koeffizientenfolge de-
finleren :

g | ey

(2) » — lim
3 / - —n-lgn

n—=wm =

es 1sb daher

i P 1 . = ¢
el S —= fiir n> M, (&),
n- =
2a)
" ~ I o
Vie. | = —= T M=y, Ny oo —> 00,
n ¥ T S
H. Poincaré und J. Hadamard haben nun gezeigt *), daf
: 1
() 11

i
/

ist. Da y nur von den Betrdgen der ¢, abhiingt, zeigt dieses Resultat
implizite — was direkt wohl nicht leicht zu erkennen wire —, dafl auch
g nur von den Betriigen der e, abhingt.

l. Lindelof hat das Wachstum einer Funktion noch schirfer umgrenzt,
als es durch die Ungleichungen (1a) geschieht, nimlich durch die Un-
gleichungen:

M(r) < edFaR0 fiir r > (e),

| 4) Rt
i M(r) = ell—=Mir R = o . oo,
WO

M(r)=mr" (Igr)". (lg,r)* ... (lg.r)**, %)

und entsprechend die Abnahme der Koeffizienten durch die Ungleichungen

n; b
/ - = ~al L Bie i i
e | =< = fiir n>1n,(g),
= "l = J’ I:”.:' = i[
(5)
Ve > 2= i
¥ - ~ i T = i Mp s iine —= 00
nl =T ) ! 27
WO
!Hl'\'ﬂ ) =6- n’ . 'J!—J.' i"t”:]:.l | I.'-fg n)’ cen | ]EH n)'*
Lindeléf hat alsdann bewiesen, daf
1
. 1 18 L a1y
(iR [ X ¥ = - i Al a —_ 3 e =|
: Iz 1 T Ll 7 M-t

isb. Auch hier erweist sich also, daBl die genaueren Exponenten s, u,, ..., /.
und ebenso s nur von den Betrdgen der ¢, abhiingen,

®) Eine ausfiihrliche Darstellung dieser Theorie gibt uw. a. die Arbeit von
E. Lindel6f: Mémoire sur les fonctions entiéres de genre fini, Acta soc. scient.
Fennicae 31 (1902), S. 1, wo auch die Originalarbeiten Poincarés und Hadamards
angegeben sind. Vgl. auch Enz. d. math. Wiss. II 8,1 Nr. 4 (Bieberbach), 8. 425—445,

% lg, r bedeutet den x-fach genommenen Logarithmus von ».
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Diese Tatsachen legen die Frage nahe, inwieweit man iiberhaupt M(r)
unter Festhaltung der Betrige der ¢, durch Verinderung allein ihrer Arcus
beeinflussen kann. Unter allen Funktionen, die sich nur in den Arcus der

¢, unterscheiden, hat

das grofite Wachstum:

(7) M(r)<M(r)=2|c, |7

n=>0
In der vorliegenden Arbeit wird nun im § 1 gezeigt, dafs sleis

I

= €.
7] E

W (r) i ReelE vt
M)y =" / = 1515/

Iq:l

gilt. Da

ist, so sieht man, daB dieser ganze Einflull, der sich als additiver Loga-
rithmus in den Exponenten stellt, winzig ist selbst neben den multi-
plikativen Logarithmen des Lindelifschen Satzes.

Vor allem aber wird in dieser Arbeit im § 2 dargetan, dafi dieses
Ergebnis keiner irgendwelchen weiteren Verschdarfung fdhig isi. K. Landau
cungen zu einer Arbeit des Herrn Carlemann,

hat in einer Arbeit (Bemer
Math. Zeitschr. 5, 8. 147) sich die Aufgabe gestellt, ein Polynom (k — 1 )-tfen

(Zrades zu finden, bei dem der Grenze V k, die es nie iibersteigen

M(1)
M(1)
kann, miglichst nahe kommt. Er beweist mit elementaren Mitteln und
sehr kurz die Ungleichung

E—1
(0) NMay(n)2"| < 4ViEklgk el ] =Sl

=1
wo y(n) irgendein eigentlicher Nicht-Hauptcharakter mod % ist, und hat
damit ein Polynom konstruiert, bei dem M(1)=Fk, M(1) <4Viklgk
M)~ V&
M(1) = gk °
unseren ganz anderen Zweck eine ganze Funktion #(z) der Wachstums-

ist, also Mit Hilfe dieser selben Ungleichung lalit sich fiir

ordnung u herstellen, bei der

I

7 . 2 [ .
M(r) - C-r fir r=mr,

Mir) _

( 10

ist, wo O beliebig grol vorgegeben sein darf.

Wenn man die genaueren Exponenten heranzieht, durch die Lindelof
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das Wachstum charakterisiert, so erhilt man mit den gleichen Hilfsmitteln

folgende Verschirfung der aufgefiihrten Ergebnisse, Es ist stets
: M) IREE = .
(8a) i =11 &)le-u-M(r)|* fir r=r1,(s),

und es lassen sich mit Hilfe der Landauschen Ungleichung (9) Funktionen
konstruieren, fiir die

() 1 —e&, | el .
= r / 12 cy
: le+ - M(7) fiir r=7r
Mir) 4olgr - VA !

(10 &)
ist.
Dieses letztere Hrgebnis lilit sich noch weiter verschirfen.
Mit sehr schwierigen Betrachtungen hatten Hardy und Littlewood
fiir die erwihnte Landausche Aufgabe eine noch schiirfere Losung gefunden,
indem sie die Ungleichung, die Landau in derselben Arbeit erwiihnt, bewiesen:

L -
11) Mekizbizk - Ay/p fir 21 <1,
k=1

wo &=V 2 oder irgendeine sonstige feste reelle Irrationalzahl mit be-
schriinkten Kettenbruchnennern ist. A ist eine nur von & abhingige, von
n und z freie Konstante. Verwendet man diese Ungleichung statt der
Landauschen, so erhilt man

M(r) 11—y, T i
le-pe-M(r)]* fir r=r,,7,...— 00,

b -
(10b) Mr) - 4 L

Die Konstante 4 = A(&) ist jedenfalls iiber V2 gelegen; ihr genauerer
Mindestwert ergibt sich aus dem Hardyschen Zusammenhang.

Um die Resultate absolut in dieser schirferen Form zu erhalten. ist

der Arbeit durchweg die Hardy-Littlewoodsche Ungleichung zugrunde gelegt.
Die Verwendung der Landauschen wiirde gewisse Abiinderungen notwendig
machen.

Da die mit (8a) und (10b) gegebenen Verschirfungen in den hier

vorzunehmenden Entwicklungen keinerlei neue Gedanken erfordern, werden

die Beweise nur fiir (8) und (10) gegeben, wo sie weit durchsichtiger

sind. Die wenigen fiir die Verschiirfung notwendigen Modifikationen werden
am Schlusse genau angegeben werden.

=,
Satz. Wenn fiir eine ganze transzendente Funktion
(la) Mirh=cerl 5t Wfursre=1 ()

18t, so 18t

n(r)

(8) M(r) 2

= it

Jir r =1, (g).

9
5
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Beweis. Wenn Uberstreichen den Ubergang zu den konjugiert kom-

plexen GroBen bedeutet, 1st

em an
v . . . £ = o y y -

A g L % ..{ — : | . "' Lrrel | _— .' bl £ n
fre ) ido= ] Bc.r e egrie " dp
] o =10 f=0

2
\f _ _a+f " (a=pri ) . |B,.R0
= % CTa ] e do = 27 > |C| 7
o, fi=0 (1] a=={)

9
PRI i o -I_J
5= [Flres ) do < |[M(r)]
)
ist, so folgt
\ A e T D e s \ 18
(12) Ml et < S eal £ A= ()]
a=0 T a=0 s i

Ferner ist nach der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung

(13) 3Me | e® Yie | r**Yr+1.

—_ ~ —_ e
a=>0 =0

Zerteilt man also 9Mi(r), dhnlich wie es Lindelof in seinem Beweise tut,

f.rlgﬂmim‘m:l[L’:vn ;

YV (e Y T Ay = - Al
Mr)= Ile, |r"+ X |e,l?
n=0 n=v+1
so folgt aus (12) und (13)
(14) Mr) <V +1M(r)+ X |c, |7
n=r-1

Bisher war der Index » vollig willkiirlich. Verfiigt man iiber ihn jetzt
20, dal}

(15) Vilcifs e <ty Hirin =9 1

1

" LicF, < - - - i . . %
was wegen Iim Ve, = 0 bei gegebenem r ;;l_'.mfﬂ moglich 1st, so wird die
n=ao

zweite Summe auf der rechten Seite von (14 ) unter

T La A
gelegen sein, also unter einer vorgebbaren Konstante K. HEs bleibt nur
die Frage, wie groB man bei vorgegebenem K und dadurch bestimmtem
3 — 1 den Index » wiihlen muB, damit (15) gilt. Nun ist nach dem In

(8) der Einleitung angegebenen Satze:

(16) Vel < fiir = :, 1, (&
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Damit (15) gilt, geniigt es also jedenfalls, » so zu wihlen, daf

r : 5 ,
: < ¥ <1 und ¥ = (&)
L ] ._I i o
ist. Dazu mull
1
— = By s
i N _lf -
y-4-1) =
(v +1 2k
d, h,
173
I Ew
17) ¥ und » =1, (&)

sein. Wihlt man » gleich der kleinsten ganzen Zahl, die (17) geniigt,
so wird daher

f 1—pn 2
\ 5 L
) (o = | j =
18) Me) <?t+1s &/ +1,
und daher wegen (14)
; / ;F_\\L—ua.; ]
M (r) < \ =) +1-M(r)+ K,
y i/ - Nt

wo 7 gemill (18) einen von g, abhiangenden Anfangswert 1,(e,) iiber-
schritten haben muB. Dies gilt bei beliebig vorgegebenem e,. Es ist klar,
dall man dieses so wiihlen kann, dal

.H

‘;. £q
(8) MW(r) < M(r)-r fiur » =1, (&)
wird.
$2.

Von der folgenden Funktion mit der Wachstumsordnung s

2 H-."J,. )
. Sl Wk
(19) P R R, Zhytk
/ e il | 1 VR
y=0 k=1 —
( Dy 1) . by
wird die ">011;1|Lpb11!1g aufgestellt:
Mir) r :
(10) L T e T e
M(r) - C-1 T g e — 100 |

wo C beliebig groli vorgegeben sein darf. In (19) bedeutet u irgendeine
positive, [) eine ganze positive Zahl. £ ist die Irrationalzahl der Un-
gleichung (11). Die b, bilden eine monotone Folge von ganzen positiven

Mathematische Annalen, 9G. 8
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Zahlen. Damit in F(z) keine Potenz von z mehrfach auftritt, mull diese
Folge die Bedingung

(20) b1 +Db,_1< b,

fiir jedes » erfiillen; im Laufe des Beweises werden sich noch einige
schirfere Anforderungen an die b, als notwendig herausstellen, deren KEr-
fiilllbarkeit klar sein wird, und am Schlull wird D in passender Grobe
gewihlt werden miissen, Die Folge r,, fiir die die Behauptung (10) als-
dann bewiesen werden wird, ist

1 1 il
(21) r =b% r.=bl ..., r.=0",

1 12 ] 27 - ¥ ¥
Fiir z wird also in (19) rs-e?? eingesetzt, wo »; aus der Folge (21)
herausgegriffen ist.
Zunichst wird fiir M (rs) eine untere Schranke gefunden:

Db, b, &

.r.‘ ‘ll'l 5 ?‘r-|
M (rs) ey
bz et b i, 1 f
y=0 k=1 , . fe Fi
(0,1)" =0,
5eq Db, : (1] : *_Ju Dby i by : I - Db, by : ':“k
\ Y \ 1 5 i =i -\'1 d i} z \_T \_T & ]
Lo b 1 =) = 1
p=0 k= i i k=1 T r=d+1 k=1 1 it
f AT g |
(b,1) - (bs!) - by (1) -b,
Dby by k Dby by
\'I' "y T \"1- ]
) 1k — 1
A 1 [ ([ k=1 il
(bs!) -y (by!)
by
22 Me( rs) > D bs—= :
(bg!)"

Sodann ergibt sich eine obere Schranke fiir M(r;) folgendermafien.
Die Funktion wird dazu in dieselben drei Teile zerlegt, wie bei der Be-
stimmung der unteren Schranke fiir M (7).

§—1 Db, - Dby s nil . Db 3 :
= Bragi b, R JraEL by +R - KETEE b4k
1 T & oy : T € &t | T T & 20
= > £ D D 580
T, il P b= 1k P = 1E
y=( k=1 R e k=1 T Lh v=d41 k=1 i
(&,1) -b, (bs!) - by (b,1) - b,

Das Maximum des absoluten Betrages auf dem Kreise mit dem Radius
rs um den Nullpunkt sei fiir den ersten Teil M, (rs), fiir den zweiten
Teil M, (rs), fiir den dritten Teil M;(r;). Dann gilt offenbar die Un-

gleichung
(23) M(rs) £ My (rs) + My (rs) -+ Ms(rs)-
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3]

Fiir die drei Teile der rechten Seite von (23) werden nun nacheinander
obere Schranken gefunden.

I. M,(rs) ist der wichtigste Teil.

¥ by I by 2
\ a P
My (75) = —7-Max | ekt =
g |=ry Ve r
i AT k=1 d
'.E".'a'}
Setzt man hier :_ =, so ist |#| =1
3
r 08 Dy
4 tY [} | AL T |
Ms(r5) = ‘Max | N ekasigh|
: — ;E.—; j‘: |
[“"ﬁ )Y 2=
Nach (11) folgt daraus
il'h‘"
c 3 ¢ 3 - o
(24 ) My(rs) S AVD by =i
(bgl)
&
[I. Da r, =25 ist, hat man
o841t Dy g t2
hr i i'-\l g fi i) N
dbla |15 )] == 1 l_ J_ o LI L
Ilr}.& 1) h‘r!-l ‘!!.1 I.I'I EIJBI:_]
by
- Yz el i .
= 1, A I |
bl

- L * 1. s ..
Wegen (20) ist > « <s8<1, wo s fiir alle » konstant gewithlt werden

kann. Setzt man auBlerdem

g 5
— !L 3

l —5
so folgt

b

Mefry)i=—" i s e P B E )
(By!)"
By
oF A (Yo y

! "’J 4”’;; (sl " 3 . I'J -

(bsh)"

LIT. Wenn die bisher den b, lediglich auferlegte Bedingung (20) ver-
schiirft wird zu der folgenden

(26) (b Db, <5
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so ist die Anzahl aller Glieder des ersten Teiles kleiner als Vbs;. Wird
auberdem noch verlangt, daB3

(27) b, > H

ist, wo H gleich einer festen ganzen Zahl oberhalb eimer bestimmten
Grenze, z B. gleich 9 gesetzt werden kann, so ist der absolute Betrag
jedes Gliedes des ersten Teiles fiir |z| = 75 kleiner als der absolute Betrag
jedes (iliedes des zweiten Teiles, der gleich
."rj'?
Ys
ey,
(Bs1)"
ist'). Folglich ist
1?st
# ) - 4 ﬁ .ﬁ
(28) M, (rs) <Vbs —

(by!) z

) Zum Beweise fiir diese Behauptung sei aus den Gliedern des ersten Teils
ein beliebiges herausgegrifien, dessen absoluter Betrag fiir | 2| =, gleich

(D, 1)" - b~
"y rl

gei. Das Verhiltnis w des absoluten Betrages dieses Gliedes zu dem absoluten Be-

trage eines Gliedes des zweiten Teiles ist

1
e 2 —
i i
TS (D 4!)
w 3 & -
: S )
I_’rlj.:)-”-li[J'“-j' 0
A A i)

- : 3, .
Da b, 4 k nach (25) kleiner als }/b; ist, hat man

1 v

8— 9 e \
it 'i"|'| N V frll‘. : Y.
¥s r\'!)h! ) E’.S '{'.5'
W = - vz [
‘h‘-'l h'br!
s U5

Aus der Stirlingschen Formel
pl o~ pP.eP. lr.-*"Z ap

folgt weiter

8, . e e
lgw < (Vs lgby+by logby— b+ o(by) bylgby)- =
lgw<—— j?r\-:- o(by)

:ff

1
lgw < bs(——-+&(by)),
i

(Fortsetzung der Fulnote %) anf der nfichsten Seite.)
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Aus (23), (24), (25), (28) folgt

2

b5
(29 M(ry) < ——(AVDbs+ E+ V).
(bs1)~
Nach (22) folgt
by
0l e
M(ry) (Dy!
M(ry) = J.'!”‘

2 (AVDU,+E+1by)

”_u ) i

= |by ‘I;, i
AYD+ — +—
J ba I'.:"fr”
= | b =

AYD(1+¢(by)’

wo lim e;(bs) = 0. Es ist klar, dal man die ganze Zahl D so wihlen

“JI\" B o
kann, dall der letzte Bruch gréBer als eine vorbestimmte Konstante C
wird. Setzt man dann noch bs; = r{’, so wird aus der letzten Ungleichung

e

Mr3) o @
v 2 rEl b BN
;1_{(?'”‘] : (
Die Behauptung (10) ist damit fiir die ganze Folge (21) bewiesen und
damit zugleich gezeigt worden, dall (8) sich nicht weiter verschirfen 1a0t.

Schlubbemerkung.

Will man in der gleichen Weise die schiirferen Ungleichungen (9a)
und (10b) beweisen, so mull man im § 1 fiir die Ungleichung (16) statt
des durch die Gleichung (3) dargestellten Satzes, den durch die Glei-
chungen (6) dargestellten verschirften Satz Lindelofs benutzen. Im § 2
hat man statt der Funktion (19) die Funktion

o fg (B, 01
E KB g by, + R
Bl iST oy T,
sl i) ; ; - o
v=0 k=1 - AT
1A 1t
{ E.‘r..,- b
wo lim & {Fﬂl.) =0,
bg=»w

Wenn man also, wie es Bedingung (27) fordert, b, grofier als eine bestimmte Zahl H
nimmt, und somit jedes IJ,, groBer als H hat, wird #(by) < 1, logw also negativ,
w selbst ein echter Bruch. Die angemerkte Behauptung ist also richtig. Eine ein-
fache Rechnung zeigt, daB man nicht nétig hat, H gréfer als 9 zu nehmen,
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zil nehmen, wo

3 mee / iy y y A
g(b,) =——0b,(lgh )" ...(lg.b,)"™
|’€l J
ist, und wo [g(b,)] die grolite ganze Zahl unter g(b,) bedeutet. Von
dieser Funktion lifit sich dann zeigen, dal} sie den Ungleichungen (4) und
(10b) geniigt. Fiir die Bedingung (26) ist zu setzen|

(b B =5,

[n (27) ist H mindestens so groB zu nehmen, daBl lg b, positiv ist. Im

iibrigen bleibt der Gang des Beweises genau der gleiche.

Kiel, 9, Juli 1925.

( Eingegangen am 14, 7. 1925.)

Bemerkung zu vorstehender Arbeit,

Fiir den Zweck dieser Arbeit geniigt es, wie ich nachfriiglich bemerke, anstatt
der schwierigen Uberlegungen von Herrn Hardy die elementare Untersuchung des

Herrn Szasz, Math. Zeitschr, 8, 5. 235 heranzuziehen.

Kiel, 6, Mai 1926,
Toeplitz.
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