Beitriige zur Theorie der fastperiodischen Funktionen.
. Teil. Funktionen einer Variablen.
Von

8. Boehner in Berlin,

Einleitung.

In der vorliegenden Arbeit!) beschiiftigen wir uns mit einigen Fragen
aus der Theorie der fastperiodischen Funktionen von H. Bohr, welche von
diesem Verfasser nach Vorausschickung von drei C.-R.-Noten, Bohr [1, 2, 3]
in drei Abhandlungen, Bohr [4, 5, 6], und einer kleinen Note, Bohr [7],
entwickelt worden ist®), und im vorliegenden ersten Teil werden wir es
nur mit den fp. Funktionen (wir gebrauchen die Abkiirzung ,.fp.* fiir das
Wort ,fastperiodisch®) einer reellen Variablen aus Abh. I und II zu tun
haben.

Fiir das Folgerde brauchen wir nur die Einzelheiten aus Abh. I,
Kap. I und einiges aus Abh. IT vorauszusetzen, und werden das Wichtigste
hiervon, mit verschiedenen Bemerkungen versehen, im § 1 resiimieren;
iiberdies werden wir den Fundamentalsatz heranziehen.

Den Beweis des Approximationssatzes, d. h. des Satzes, dall man jede
fp. Funktion durch endliche trigonometrische Summen gleichmilig approxi-
mieren kann, fithren wir mit Hilfe einer Summation der Fourierreihe,

welche darin besteht, daB — in Verallgemeinerung der Fejérschen Mittel-
werthildung bei reinperiodischen Funktionen — aus der Fourierreihe formal

trigonometrische Polynome gebildet werden, von denen mit Hilfe des
Fundamentalsatzes gezeigt wird, dall sie gegen die durch die Fourierreihe
dargestellte Funktion gleichmiflig konvergieren.

In Abh. IT wurde beim Beweis des Approximationssatzes zuerst zu
einer mit der gegebenen fp. Funktion eng zusammenhiingenden Funktion

) Eine Voranzeige erschien in einer C.-R.-Note, Bochner [1].
8 Wir werden die ersten zwei Abhandlungen, [4] und [5], in der angegeberen
Reihenfolge als Abh. I und Abh, II zitieren.
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unendlich vieler Variablen iibergegangen (vgl. § 2, 7.) und dann von dieser
Funktion die Approximierbarkeit durch trigonometrische Polynome nach-
gewiesen, wozu im Anhang IT Fejérpolynome herangezogen wurden, wih-
rend wir in § 2 zum Approximationssatz in einem Schritt, nimlich durch
direkte Summation der fp. Funktion selbst gelangen werden®).

Die §§ 2 und 3 enthalten das Summationsverfahren und einige Neben-
ergebnisse; und in den §§4 und 5 wird sich auf dem Wege iiber die
Verschiebungsfunktion (§4, 1.) eine Auffassung der fp. Funktionen als
,Normalfunktionen* (§ 5, 1.) heraushilden, die wir auch im zweiten Teil
dieser Arbeit, in welcher wir die Definition und die charakteristischen
Eigenschaften der Fastperiodizitiit auf Funktionen mehrerer Variablen aus-
dehnen werden, vertreten werden.

§ 1.
Referat und Bemerkungen.

l. Definition. Eine (fir — oo < x < --co definierte und) stetige
Funktion f(x)=u(x)+2v(x) soll fastperiodisch heiffen, wenn es zu
jedem & > 0 eine Linge l=1(e) =0 derart gibt, dap jedes Intervall « <t < f
der Linge f — « =l mindestens eine Verschiebungszahl v—z(f, &) ent-
halt.  Unter einer Verschiebungszahl t(f, &) ist jede Zahl des Intervalls
— 00 < T < -0 zu verstehen, welche der Ungleichung

If(z4+1)—Fl2)]| Ze (—oo<ae< 4 o0)
gendigl.

jemerkung., Die Verschiebungszahlen liegen ,relativ dicht auf der
v-Achse”, d. h. fiir jedes g, ist die Gesamtheit der 7(f,e,) auf der
z-Achse in jedem Intervall einer angebbaren Liinge I(e,) mit mindestens
einer Zahl z(e,) vertreten.

Mit f(x) 2st auch |f(x)| fastperiodisch.

2. Jede fp. Funktion ist beschrinkt und gleichmifig stetig.

Bemerkung. Die Bezeichnungen ,beschriinkt®, , gleichmiifBig stetig,
»gleichmiBig konvergent usw. ohne Zusatz, beziehen sich immer auf
das gesamte Definitionsgebiet der betrachteten Funktion (also in der Regel
auf: —oco< x < -} 00).

3. Summe und Produkt von fp. Funktionen sind fp. Funktionen.

Bemerkung., Diese Erhaltungssitze beruhen daranf, daB zu zwei
irgendwelchen fp. Funktionen f(a) und g(a) relativ dicht gelegene

) Es sei hier die Bemerkung gestattet, daB Verfasser das Summationsverfahren
ohne Kenntnis der Abh. II nur die Voranzeige in Bohr [2] war vorhanden —
gefunden hat.
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gemeinsame Verschiebungszahlen, d. h. Zahlen, die sowohl mit z(f, &) als
auch 7(g.¢e) zu bezeichnen sind, gehéren.

Jedes Exponentialpolynom
\.

g ghinz
n=1
ist etne fp. Funktion,
Die Grenzfunktion einer gleicimifig konvergenten Folge von fp.
Funlktionen st eine fp. Funkiion.
Bemerkung. In einem Ausdruck der Form ae®*# ist immer 1 als
reell vorausgesetzt, hingegen a keiner Realititsbedingung unterworfen.
4. Fiir jede fp. Funktion existiert der Mittelwert

g4 T

,j{'u‘!i--:“[l: lim ; I flt)dt; ¢ re[:[]:‘:!,

T e .
a

y 1
lim -

T oo

[

den wir mit M{f(t)} bezeichnen.

Bemerkung. Bei allen Mittelwertbildungen werden wir innerhalb
der geschweiften Klammer { } diejenige(n) Variable(n), iiber welche integriert
werden soll, mit ¢ (bzw.t,,1,,...) bezeichnen, also z. B.

n
- ; 1 ; - :
M{H(t,x, & ¢)} = lim 7 J Hit,x &, c)dt.
b - .

b, Zu jeder fp. Funktion f(x) gibt es nur abzihlbar viele Werte 1,

fiir welche der Mittelwert
a ()= M{f(t)e**}
von Null verschieden ist.

Mit den so herausspringenden Exponenten A, die wir in irgendeiner
Anordnung mit A, A,, A, ... bezeichnen (den Fourierexponenien) und
den dazugehorigen Mittelwerten

II_:J =a If..'ll._-l‘i ,{:1_;_: = flllr.I_.j:I_. "I_I'._ = I-.‘]:'.:'L.' A

(den Fourierkoeffizienten) bilden wir formal die zu f(x) gehorige
Fourierrethe

flz) ~ 3 A,, ets",

Bemerkung. Abweichend von H. Bohr bezeichnen wir den zu A
gehorigen Exponenten mit A, und nicht mit 4 ; mit 4 ist ein zu A = n
gehoriger Koeffizient gemeint. — Man kann in die Exponentenfolge zu
denjenigen A _, fiir welche 4, < 0, noch beliebig viele andere Exponenten 4
in (hochstens) abzihlbarer Anzahl hinzunehmen, wenn man ihnen die

Fourierkoeffizienten A = a(A4) = 0 zuordnet. Derartige formalen Erweite-




|
|
|
!
;

122 5. Boechner,

rungen der Exponentenfolge werden wir als ,,Ergdanzung* bezeichnen, und
die ,,unwesentlichen* Terme von den ,wesentlichen unterscheiden. Die
Menge der wesentlichen Exponenten einer Funktion f(x) heille ihre
(charakteristische) Zahlenmenge L (baw. L, L,, ...

6. Bei festgehaltenen iy, Ay, ..., A, fallt der Mittelwert

n
M{|f(t)— li' apiet st [N
am klegnsten aus fiir
a,=a(l)=4, (vr=1,2,...,n).

Es besteht die Besselsche Ungleichung

> |Aa, ; < ‘”’{ flf||ll}

Bemerkung. Kine Folge von fp. Funktionen

(1) ol PG )
heifie vm Miltel konvergent gegen f(z), wenn die Limesgleichung
(2) im M{|e, (t)—f(1) - }=0

R e

besteht. Auf Grund von 11. ergibt sich leicht, daBl es zu einer Folge (1)
nur eine einzige fp. Funktion f(z) geben kann, welche (2) befriedigt.
Die Relation (2) zieht die (leicht verstéindliche) Limesgleichung
g ; flo (1) 121 .
() lim — M{|p,(t) — @, ()"} =0
M=k, n>mx
nach sich. Wenn eine Folge (1) der Limesgleichung (3) geniigt, heifie sie
im Miitel konvergent.
7. Eine Folge von [p. Funklionen
Filin o (m) ¢
;m(.'.r' :l o -:'- "-"-.l.'i ei-r“m
=1
konvergiere gleichmdfiig gegen

fla)~ 3 A, eidns
(die Exponentenfolgen sind beliebig ,.erginzt*). Dann bestehen die
Relationen

An /

lim A" = A4, e B B SO
H=r x
8. Eine Menge 4 von fp. Funktionen ¢(z) ist eine ,ausgezeichnete
Menge*, falls
a) die Funktionen ,gleichartig gleichmdfig stetig® sind, d.h. falls
bei jedem e fiir ein geeignetes &= d(e) (das Stetigkeits-o(¢)) fiir alle
Funktionen ¢ (2) und alle Punktepaare |2, — o, <4 die Ungleichung

[ |':.'i'1 ) — @ (.‘t‘,_,j] (< ¢

besteht;
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b) die Funktionen ,gleichartig fastperiodisch* sind, d. h. zu jedem &
relativ dicht gelegene gemeinsame Verschiebungszahlen 7= 7 (&) besitzen:

p(a)—@(x-+1)| Le fiir alle p(a) aus 4.

Bemerkung, Wenn fiir zwei fp. Funktionen f(2) und g(a) die
Relation
Ob. Gr. |g(z+7)—g(z)|=

—r Lyt

f'lli. Gr. |f(z+47)—f(2)] (—oo<r<+x)
e

besteht, nennen wir f(x) eine Majorante von g(a) und ¢(z) durch f(a)
majorisierbar. Offenbar ist eine majorisierbare Menge, d. h. eine solche,
zu der es eine gemeinsame (fp.) Majorante gibt, eine ausgezeichnete, weil
die Stetigkeits-d und die Verschiebungszahlen der Majorante gemeinsame
Stetigkeits-d und Verschiebungszahlen fiir die ganze Menge liefern.

9. Hine ausgezeichnete Folge von Funktionen

die im Mittel konvergent sind, st gleichmidfiig konvergent.

Insbesondere, damit die Folge ¢,(x) gegen die vorgegebene fp. Funk-
tion f(x) gleichmdfig konvergiert, ist (notwendig und) hinreichend, daf}
sie gegen f(x) tm Mittel konvergiert (vgl. 6. Bemerkung).

Erweitert man eine ausgezeichnete Menge A um ihre (durch gleich-
mifiige Approximation entstehenden) Haufungsfunktionen, so ist die so
entstandene abgeschlossene Hiille H (A) wiederum eine ausgezeichnete
Menge (und zwar mit denselben Stetigkeits-d und Verschiebungszahlen).

10. Fundamentalsatz. Fiir eine fp. Funktion f(z) ~ 3 A4, etn?
bestehen die Relationen

@

> Aaa|* = UL £ ()]}

e iy

lim M{|f(t)

N->m n=1

11. Hs sei f(x) eine fp. Funktion. Aus M{|f(t)|°} =0 folgt
f(z)=0.
12. Aus 10. und 11. folgt der
Eindeutigkeitssatz. Hine fp. Funktion f(x) ohne wesentliche Terme,
f(a) ~ 0,
st identisch Null,

flz)=0.
13. Die fp. Funktion f(x) habe die wesentlichen Exponenten

At s i
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Zu jedem N und O(<<m) gibl es ein e, so daf3 jede Verschiebungs-
zahl ©(f, ¢) den Kongruenzungleichungen

(4) A,7| £d (mod 2x) (=127, N)

geniigen mufi. Umgekehrt gibl es zu jedem ¢ ein N und S, so dafi jede
Zahl v, welche den Ungleichungen (4) geniigt, eine Verschiebungszahl z(f, ¢)
¢st (Abh. II, 8. 105 und 115).

Bemerkung. Dieser ,Zusammenhang® ergibt sich auf Grund des
Fundamentalsatzes.

14. Als Zahlenmenge bezeichnen wir eine endliche oder abzihlbare
Menge von untereinander verschiedenen reellen Zahlen. Eine Zahlenmenge
(€, €, ...) heille reduziert, wenn keine linearen Beziehungen

o : el e e[ | e A W I = =1 |~ )
Foy Yt t... +ha=0 (|r|+|7% e i = )

mit rationalen r, vorkommen.

15. Unter einer Basis einer Zahlenmenge Z = ({;,Lq; ..-) I8t eine
reduzierte Zahlenmenge («,, «,,...) zu verstehen, mit Hilfe welcher jede
Zahl ¢ in der Gestalt

R e S e R e

' 3 4

(eindentig) dargestellt werden kann.

16. Von einer Zerlegung einer (beliebigen) Zahlenmenge Z (in linear

unabhingige Bestandteile )
Z=Z +Z, ...

sprechen .wir dann, wenn keine lineare Gleichung

Fi6y T Tabag Tm-ee T 1365 = 0

mit Elementen [ aus verschiedenen Z, vorkommen kann. — Jede Zu-

sammenfassung solcher Teilmengen
!

Z, =227,

(1

Z=2Z +Z +...

-

fithrt offenbar wieder zu einer Zerlegung.

17. Ein Modul M ist eine Zahlenmenge, die mit ¢ und  auch « — 8
enthilt; er heille endlich, wenn er eine endliche Basis besitzt. Unter M(Z)
verstehen wir den kleinsten Modul, der die (beliebige) Zahlenmenge Z
enthiilt; demnach ist der Vereinigungsmodul M(M,, M,,...) der kleinste
Modul, der alle Moduln A, enthilt.

Bemerkung. Aus 13. folgt durch dieselbe Schluiweise wie in Abh. II
Seite 115 (d. h. unter Heranziehung des dortigen ,Satzes B iiber diophan-
tische Approximationen), dafi falls g(a) durch f(x) majorisiert wird, der
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Modul M,= M(L,) der Zahlenmenge L, der Funktion f(x) den (ent-
sprechenden ) Modul M, umfafBt, und allgemeiner, daB fiir eine Majorante f'(x)

der (beliebig vielen) “Funktionen g (a), h(x), ... der Modul M, den Mo-
dul M(M,, M,, ...) umialt.
18. Wenn ein Modul M eine solche Basis B = (f,, fi,,...) besitat,

daB er sich als Vereinigungsmodul von eindimensionalen Moduln mit je-
weils einem Element f, als Basiselement auffassen liff, dann nennen
wir B eine echte Basis von M. Es gibt schon zweidimensionale Moduln,
die keine echte Basis besitzen.

19. Bildet man mit einer reduzierten Zahlenmenge (e, ¢, ...) alle
ganzzahligen Verbindungen

| ’ | ;
Gy Uy - Pala = oo G %o

so entsteht - der ganze Modul G (e, e,,...) mit der ganzen DBasis
A= (¢, t,...). Ein rationalzahliger Modul R ist entweder ein G (o)
(o rational) oder durch solche Moduln beliebig gut approximierbar

R =1im G (o,) 0,—0.
n=Fx
Daraus kann leicht gefolgert werden, daB jeder beliebige Modul durch
ganze endliche Moduln approximiert werden kann.

§2.
Ein Summationsverfahren.

1. SatzI. Approximationssatz. Jede fp. Funktion f(x) gestatlet
eine gleichmdfige Approximation durch Exponentialpolynome, d. h. end-
liche Summen der Geslalt
(1) _‘;_\‘ a, etin®,

n=1
sogar derart, daf die Exponenten 1, ausschlieflich der Folge der wesent-
lichen Exponenten von f(x) entnommen sind.

Beweis. Nach dem Fundamentalsatz liefern die Abschnitte der
Fourierreihe Polynome, p, (a), welche im Mittel gegen f(z) konvergieren
(2) M {|p (1) — 1)’} —0.

n-»w
Aber schon bei reinperiodischen Funktionen sind die Abschnitte der Fourier-
reihe fiir gleichmiBige Konvergenz nicht ausreichend. Um zu Approxi-
mationspolynomen zu gelangen, geniigt es (irgendjeine Folge von Poly-
nomen zu haben, die im Mittel gegen f(z) konvergieren und eine aus-
gezeichnete Menge hilden (§ 1, 8. 9). Solche Folgen von Polynomen wollen

wir aufweisen.
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Nach Herrn Fejér erhilt man fiir eine reinperiodische Funktion

- 00
29 f' )~ 1 _.1“” pinaz

= —uo0

.'l.]n]u'n.\'inmtiunspul}-’tlmnn-. wenn man von den Partialsummen

Tn

8n ;?-'.J = .}_.‘ AN etes
¥ -=mn
die Mittelwerte bildet
hlﬁ.' I .‘{:‘-- 1 h,l".
L T A ) 1 n—1
h” I:'.i‘-]' = -
+n X
’ TR Tt AR . ’
i4) M) = S el 1 A, etres,
T — n/
rT=—-f
Fithrt man den ,Kern*
f +1 48 =1
= i 1 : T e T e B .
{5 f:'r“:f_l .,” 1 e \ E—.q:-f_l___ ; e—tl'!_;_“ 5 \ e_-“-.r)
\ p=—1 ] Y= —f 1 !
R ;
. \ T [ v 2ty
.I]:I irlrjlllll'_i:— \ i_ _\r_f—“-,.
/ / _— n /
r=—1

ein, dann erhilt man als unmittelbare Folge der Formel

E- 4
"

i %
L

f(t)e=trat=adg — MLf(4)e-irat-n)

. . = M{f(t+ x)e—ir=t)
die bekannte Darstellung

(7) Sn (2) = M{f(z-+1t)II (at)}.
] /8in n —\? 15
An M1 (1) = — 1st abzulesen, dal \=2)
J Bin - -
(8) 1T, (et
und an (6), daf
(9) M{I (et)} =1,

weil ja II («t) das konstante Glied 1 hat. Diese beiden Eigenschaften
des Kernes sind bekanntlich die wahren Griinde fiir die Konvergenz der (16)
Folge ( 7).

Bildet man fiir eine beliebige fp. Funktion f(x) ~ 3 A4, ef4n= und
beliebiges « die Funktionen M {/(x - t)IT («t)}, so besteht auch dann
die Identitit

1 :
(10)  Sp(z)=Y :f] — ) A, 0872 = M{f(z 1+ 1)IT,(a1)},
y=—n




'astperiodische Funktionen. I. 12
was an den Darstellungen
(11) A =NM () e=tas

(12) Agetdr = M{f(t)e-t4=}t = M{f(t+ x)e—4¢}

i

zu erkennen ist. Auch in diesem Falle gind die Funktionen (7) gleich-
milig konvergent, da sie offenbar im Miftel konvergent sind und weiter-
hin eine durch f(x) majorisierbare (§ 1, 8), also ausgezeichnete Menge
bilden, was sich wegen (8) und (9) folgendermaflen ergibt:

(13) |[Sa(z47)—8a(a)| fM{|f(a+rv-+t1t)—flz+2t)| I, (et)}

f(&+7)—f(&)|-M{IL («t)},
(14) Ob.Gr. |Sp(z+412)— 8, (x)| < Ob. Gr. |f(e+1)— f(2)]
— o < < o > ! i : o < xe o i

Die Limesfunktion ist offenbar, ebenso wie jedes der Polynome, rein-
periodisch, mit der (aus Fouriertermen von f(a) gebildeten) Fourierreihe

+ @
. ine
.-’!ﬂ.L € x.

Al=—0n
Mit dieser Funktion ist uns aber (im allgemeinen) nicht gedient, wir
miissen die ganze Fourierreihe 2 A4, ef's* heraus,summieren®. Das er-
reichen wir folgendermalien :
Es seien (ircendwelche) linear unabhingicen Zahlen («. ., e, , ...) gegeben.
= =Ta - - 33 i =l = ]
Der Ausdruck n,e, + n,e, -+ ... -+ n ¢, mit ganzen Koeffizienten », kann
dann die Relation n{e; -+ ndes-- ... nfoep = ni e+ ndeat ... 4+ nf o
1 1 s | R ek | - | I k

[

nur fiir ny,=mn (»=1, 2, ...) erfiilllen. Wir setzen die Polynome

cal (1] +ng
10y Oy ey Gf N\ Qidf Y1l ) { v | ¥y Gy s g A5 )
"-’::,, W= e e 1 — '}'r[ )_:' Sy 1 — = - | ‘-IJ'HH e g BN k)
y=—1, Y= =M
an, welche durch die Substitution
Ay ot ooyttt tviene — MLf(x - p)e btk tvaapt L
iitbergehen in
= 115 =k
| b f . b
et S RTET A S o ] B \T - i) s —iwagt \T ( R ”"..' p =S rgagt |
":1-'11--——-“."." "11'1}‘.\-‘? :'?'-'l. e (1 "y J'II( O pum— '\E ny / ; &3
¥ =—n, ¥ nl

(A7) Ser gy = MLf (w8~ (eg3) oo 2y, (05 2) 3

Der Kern I7, (e t) IT,, (e,t)... IT,, (e t) hat aber fiir linear unabhingige
€y, G, ..., dieselben zwei Eigenschaften wie IT («t). Offenbar ist

(18) LG (e t) i ety =0

Ty
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andererseits hat die Fourierreihe von Il (e t)... 11, («,t) das konstante

Glied 1, also

(19) M {IT,, (¢yt). . . Iy (e ) } = 1.
Ganz analog zu (14) erhilt man daher die Relation
(20): Ob. Gr. |Sgi:ok(e47)—8p m(z)] < Ob.Gr. [f(z+1)— f(=)
oe < < o oo @< oo

Yy ooy O

welche besagt, da die Gesamtheit aller moglichen Fejérpolynome Sy 773
(mit den beliebigen Basen (e, ¢,,...,®,)) eine majorisierbare Menge
bildet (mit f(z) als Majorante). Jede im Mittel konvergente Folge von
Fejérpolynomen einer und derselben Funktion f(a) ist also gleichmiliig
konvergent, und jede gegen f(x) mittelkonvergente Folge konvergiert
gleichmiiflig gegen f(x).

Daf man aber f(x) beliebig gut durch Fejérpolynome im Mittel
approximieren kann, ist leicht einzusehen. Man braucht nur nach Wahl
einer Basis (f,, B, ...) fiir die Exponenten A fiir ein geniigend grofies &,
gentigend groBes m und geniigend groBe =, n,,...,n, die Polynome

iy y g oeay G T e .ﬁv o 0 R = . = ' I el ¥
o p I 5 AL =mi(s 1,2, ..., k) zu bilden (vgl. die explizit hin-

geschriebenen Polynome in 3), w. z. b. w.
2. Wir formulieren fiirs weitere einen Hilfssatz
Satz II. KEs ser eine fp. Funktion

(21) flz) ~ 23 A4,e* 5% (alle 4,,=+0)

und eine Folge von fp. Funktionen der Gestalt

(22) D (@)~ 3 P Ay, 610" (=152 )
mit
(23) ;r)_‘l':" <l (m,n=1,2,...
gegeben.
Damit die Folge (22) mittelkonvergent ist (bzw. gegen f(x) iém Mitlel 8, (:

konvergiert), ist notwendig und hinreichend, dafi fiir jedes n der Limes

i ] i N (12} - 17T () =
(24 ) lim p bzw. lim pl =1
p =)= OF k=

vorhanden ist.
Beweis. Fiir die Mittelkonvergenz ist das Vorhandensein des Limes

(25) lim _1{-{ D () — P, (T) 3 }=20
=¥ X, V=i :

bzw.

(25 ) lim M{|p.(t)— f(t) '} = (),
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d. h. der Limites (vgl. Fundamentalsatz)

3 N =0 T Wyl a7 (¥) |2 2 =i

(26) Jayyaie i —=o% A, =0,
YR S ST

bzw.

(26) lim i‘f-p";”'-' — 1|7 |44, | =0

=

= a : i
malgebend. Wegen A, =+ 0, (23), und lim 2 | 44, | = 0 bedingen sich
B N->=m =N :

aber die Limites (24) und (26) gegenseitig.
L9 ]

3. Wir formulieren jetzt eine gewisse Verschiarfung von Satz I.

Satz III. Summationssatz. Es sei irgendeine Zahlenmenge

(27) L= (455 A4,
gegeben.  Man kann ein Schema rationaler Koeffizienten

= .: 4 P 4 o
(28) i (m,n=1,23,...)

angeben, in welchem bei festem m nur endlich viele von Null verschieden
sind, so daf} fir jede fp. Funktion f (z) der Form

(29) > A4, et4az

(deren wesentliche Exponenten also ausschlieflich der Menge L ent-
nommen sind) die mit ihren Fourierkoeffizienten gebildeten Exponential-
polynome

i i .
{ ;”1' "qm I""g‘} = _\ r £ -fl.in El-]ﬂz

Ay

eine Folge von Fejérpolynomen bilden, die gleichmafig gegen f(a) kon-
vergieren.

Beweis, Nach Wahl einer Basis (8,, f,,...) fiir die Menge L kann
man setzen

[ B

ml Pt :;:-I

T [ b al i i
S m | ]’.I T ‘H-i.rii!""'. nea LM 1)R

+(m)? +lml)? o f. A o Bm
{ ; ’ Y Fr e . | |
i Sl f Vi ‘1 ( Ynl > Mgl
L= _,\'; . } I\ 1 — T e 1— 2" :11_ B o Pme’
—— e \ Ean 1Y 5] L3 = 1y e T ¥ ——
n=—(m  ry=—(mi)? m:) (m1) m! nil
7 T
\ () |
= Y A eldxe.

Um der Mittelkonvergenz der so gewiihlten Fejérpolynome gegen f(z)
sicher zu sein, geniigt es nachzuweisen
. ) (=719 9 \
lim .Plf;"; —_" n=1,2;3 ...
=rx
Mathematische Annalen. 95, 9
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Jeder festgehaltene Exponent A, ist durch endlich viele Elemente
aus (f,, P, .- .) darstellbar, liBt also eine Darstellung

3 i ||”"' o | .'IF.II ' |,3
Jo=— -— —
!

159

A= e s
% m‘,."l 17T gt

mit ganzen Zahlen m, und p zu. Jeder Zahl m > m, entspricht eine
Darstellung

i P, 0 Ya n i v ¥Ym g
Al AT H I wlie f
1 T il n i i) )

" m! 02 m!
. m! - - \ el ] z
mit v, =pu,— 1k mg), v,=0 (k> m,). Aus
Mg !
(im i T s |\ f Pt
i = (1- LU - sl e
\ fm!) )\ (m!)~) \ (m!)
L L.
folet wegen Bk
() S g
x 1
lim p, =1
e —r

4. Wir wollen jetzt kurz die Bedeutung des Fundamentalsatzes fiir
unsere bisherigen Beweise besprechen. Die in § 1, 1.—9. resiimierfen
Eigenschaften der fp. Funktionen sind vom Fundamentalsatz unabhingig.
s sei eine fp. Funktion f(z) gegeben. Fiir ihre Fourierreihe ' A4, e*<”
kénnen wir gemiB Satz III summatorische Polynome S, (), S, (

angeben, von denen ohne Fundamentalsatz nachgewiesen werden lkann,
daB sie ausgezeichnet und mittelkonvergent sind (weil ja die Giiltigkeit
des Parsevalschen Satzes fiir Exponentialpolynome unmittelbar klar ist),
also gleichmifig gegen eine Funktion konvergiert, deren Fourierreihe mit
der Reihe 3 A, ei-1a# iibereinstimmt. Damit ist aber der Fundamental-
satz nicht umgangen, sondern nur auf den Eindeutigkeitssatz zuriickge-
filhrt, weil man von vornherein nicht zur Annahme berechtigt ist, daB die
so erhaltene Limesfunktion mit der Ausgangsfunktion f(a) iibereinstimmt.
Wir bemerken noch, daB die Entwicklungen in § 5 vom Fundamentalsatz
unabhiingig sind,

5. Der folgende Satz wird (in unwesentlich geringerem Umfange) in
Abh. 1I, S.207 unter Hinzunahme einer einschrinkenden Voraussetzung
iiber die Fourierkoeffizienten bewiesen.

Satz IV. Satz iiber gleichartige Summation, KEs ser eine qus-
gezeichnete” Menge A von Funktionen ¢ (x) gegeben, welche eine gemeinsame
Baxponentenfolge besitzen. Jede Folge von gleichzeitiy approximierenden
Fejérpolynomen

(31) S (@] S te) 8 (=), -
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der Gestalt (30) liefert eine gleichartig gleichmdfiige Approxvimation
der Funktionen ¢ (x), d. h. 2u jedem & gibt es ein N(e), so dafs

‘e N Q)
(32) lp(x)— 8y x| Ze

fiir alle ¢ (x) und alle n = N (&).

Beweis. Ohne Einschriinkung der Allgemeinheit?) konnen wir vor-
aussetzen, daB die Menge A eine beschrinkte (§ 5, 2.) ist.

Wir benutzen (vgl. § 5, 3.), daB jede solche ausgezeichnete Menge eine
cleichmiiBBig konvergente Teilfolge enthilt.

Wir behandeln zuerst den Fall einer abgeschlossenen (vgl. §1,9.)
Menge A. Gesetzt, unser Satz (IV) wire fiir die Menge 4 und die
Folge (31) nicht richtig. Dann gibe es eine Folge

|;j.':_:'I @ (z), P (z), ¢ (3) I-.”"): Sl

eine GroBe e, und Indizes

(34) N, <N, < N, o
derart, dali
(35) Ob. Gr. |p® — 8§ |> e, (e=1,2,...)

g

Wegen der eingangs erwithnten Auswiihlbarkeit kionnen wir die Folge (33)

als gleichmiiBig konvergent annehmen. Die Limesfunktion ¢(z)=lim ¢ (x)

s ol -
ist wegen der Abgeschlossenheit von 4 durch die Folge (31) approxi-
mierbar, also

: ? o L iy e 2
(36) p—8x| =7 fir N> N,.

Weiterhin geniigt ¢ () einer Approximation

T B (B | < Gl T Pt R
(37) lp— @p® | < 1 fir k= k&;.
v ik = . 'y
Jedes Polynom Sy — Sy’ ist ein Fejérpolynom von ¢ — ¢®, daher
[ | (k) | - ~ -
(88) Sy — Sy | 2 _!' , fiir k =k, und alle N.
) Denn fiir jede ausgezeichnete Menge ist der Ausdruck | ¢ (@, ) — @ (x,) | gleich-

artig beschriinkt fiir alle Funktionen der Menge und alle Punkte x und 2, (etwa
nach Satz XIX). Wenn man nun alle Funktionen der Menge derart  normiert®, dal
die konstanten Glieder ihrer Fourierreihen verschwinden, dann ist die so entstandene
(ausgezeichnete) Menge von selbst beschriinkt, weil ja dann Realteil und Imaginirteil
einer jeden Funktion sowohl positive als auch negative Werte annehmen mufi. Und
die Voraussetzung der gleichzeitigen Approximierbarkeit bleibt erhalten, wenn man

auch die Polynome (81) in derselben Weise normiert.
H
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o @] < (k

IV

oy N xé -Tn\:'r

was aber mit (34) und (35) in Widerspruch steht.

Der Fall einer nicht abgeschlossenen Menge A erledigt sich durch
die Bemerkung, daB die Polynome (31) auch fiir die abgeschlossene Hiille
H(A) gleichzeitige Approximation liefern. Wenn niimlich ¢@(z) durch
Funktionen ¢, (z) aus A beliebig approximierbar ist, dann ist jeder wesent-
liche Exponent A der Funktion ¢ () auch fiir eine der Funktionen ¢, (2)
wegentlich, also ist

Iim pf =1,

N>

woraus nach oft angewandter Schlullweise die gleichmiflige Konvergenz
von Sy’'(2) gegen ¢(z) folgt.

6. Der vorausgehende Satz legt die Frage nahe, ob nicht jede aus-
gezeichnete Menge eine gemeinsame Exponentenfolge haben mufl. Diese
Frage ist zu bejahen.

Satz V. Jede ausgezeichnete Menge Dbesitzt eine gemeinsame Expo-
nentenfolge und daher eine gemeinsame gleichartig approximierende Folge
von Polynomen.

Den Beweis bringen wir in § 4, 9.

7. Zum SchluBl wollen wir zeigen, wie man awuf Grund des Approxi-
mationssatzes fiir die (beliebige) fp. Funktion f(z) ~ 3 A, e*s® die in
Abh. II, Seite 125ff, betrachtete zur (beliebigen) Basis (f,, f,,...) ge-
hirige mehrvariablige grenzperiodische Funktion
Ei”\] J{'?‘;,-i'-!:]- .';"-_!_s . ,I g l.! i'-"_|,-_- ei:ru.l,.'a',j:,--'- rH___‘,f-'-_.zz L rrl,-‘f’n'l:“mz'-'u:‘

E 1 fa a 3
= ,l-lj:‘n'-.-IH‘!».:----_:'
- . (2x Bx \ :
mit der Grenzperiode | B . ..., welche der Relation
\ /

3
F

Fa
|:: -l“:ﬁ flz)= F(x;x, .. }
geniigt, erhalten kann.

Man approximiere die Funktion f(a) durch eine Folge von zur Basis

(Bys Pas « - -) gehorenden Fejérpolynomen
fr(x)= 3 pN Ay, et4n® (=152 450

Die entsprechenden durch die Formeln (39) und (40) gelieferten ,rium-

lichen* Exponentialpolynome

B gy o) (=128 50575%)
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sind nunmehr 1m Raume (z,, @,,...) gleichmifig konvergent; das folgt
daraus, dal} fiir jedes Polynom

(41) el M DRI ey s Sy

die obere Grenze der absoluten Betriige nicht grifler ist als die obere
Grenze der absoluten Betrige von f,(z)— f,(x), weil auf Grund des
Kroneckerschen Satzes die Menge der Funktionswerte f, () — £, (z) in der
Wertemenge von (41) iiberall dicht liegt (Abh. II, S.136).

Die Limesfunktion #(w, , #.,...) ist offenbar srenzperiodisch mit der

(1 g e !

2x 2= = ; - e
=, =5 +.» ) und erfiillt die Relation (40).
I / ‘

Grenzperiode {

§ 3.
Einige Nebenergebnisse.

Wir erinnern an § 1, 14.—19.

1. Unter einer zur Menge Z gehdrigen Unterfunktion fz(2) von f(a)
verstehen wir diejenige fp. Funktion, sofern sie existiert, deren Fourier-
terme aus genau denjenigen Termen von f(z) bestehen, deren Exponenten
in Z enthalten sind. Eine Unterfunktion von f (), die sich durch irgend-
eine Folge aus der Gesamtheit aller (d. h. zu allen Basen von f(z) ge-
horigen) Fejérpolynome von f(z) approximieren liBt, nennen wir eine
Partialfunktion von f (). Eine fp. Funktion, fiir welche der Modul M (L)
eine endliche ganze Basis hat, heifle eine Bohlsche Funktion (vgl. Abh. II,
S. 124).

Aus dem Beweisgang zu Satz I entnimmt man sehr leicht den

Satz VI. Es sei eine fp. Funktion f(x) gegeben. Zu jedem be-
licbigen Modul M gehort eime mit fy zu bezeichnende Partialfunktion
von f(x). FKine Folge von Partialfunktionen, die im Mittel gegen f(x)
konvergiert, konvergiert gleichmdfig gegen f(x). Man kann f(x) durch
Bohlsche Funktionen approximieren, deren Basen in M| L) enthalten sind.

2. Satz VII (von H. Bohr [7]). Falls die Fourierexponenten A, der

n
Funktion f(x)~ 3 A4, etn% eine reduzierte Zahlenmenge bilden, so kon-
vergiert die Reihe 3| A4, | und ihr Wert stimmi mit der oberen Grenze
I'= 0b. Gr. |[f(z)]
- w< + ® ¢

tiberein.

Beweis. Man bilde die Ausdriicke

.IFJF._I:l_l'.f:'I = — 2 tdy,t 1 ] — 1 .e'.'l]!

L) ]

(8) =_11, (A, $), (dgt).. . T (4. )
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Auf Grund der Reduziertheit findet man sofort

1 P ] 2 - \ ‘gt
58 (2) =5 2 A e = M{f (v + 1) ¥, (2)}
und darauns

Lrl
&

si(x)| < T M{P (1)} =T.

|
Auf Grund des Kroneckerschen Satzes kann man durch passende Wahl
von x die Terme A4 e®»* in s, (x) zugleich beliebig nahe an | 4 | heran-
bringen, woraus dann folgt

N1

4, | <ar

Lt [
also ist 3'|A4,4,| konvergent®). Die Gleichheit 3|4, | = I" ergibt sich
leicht durch nochmalige Anwendung des Kroneckerschen Satzes auf die
nunmehr als gleichmiflig konvergent erkannte Reihe > A4, ei-laz,

Satz VIII (Verallgemeinerung des voraufgehenden). Hs sel
eine [p. Funktion und irgendeine Zerlegung (§ 1, 16.) threr Menge L
gegeben

L=Ly+ Ly sus s

Jeder Zahlenmenge L, entspricht dann eine Partialfunktion fi, und die
Sumame

N DA
(1) flxz)="> f;]ll(.“!.__:'

ist absolut und gleichmdfiig konvergent. — Es gibt sogar eine von x un-
abhdngige Konstante K, so dafi

(2) 2\ fo,(z)| = K.

Beweis. Dal jeder Zahlenmenge L, eine Partialfunktion entspricht,
folgt daraus, dal L, der Durchschnitt von L mit einem Modul, nédmlich
dem Modul M(L,) ist; desgleichen ist jede Summe [z, -+ fr. -+ ...+ f5,
eine Partialfunktion. Da aber die letzteren Funktionen, wie leicht zu
sehen, im Mittel gegen f(x) konvergieren, konvergieren sie gleichmilig.
Da nun die Reihe (1) in jeder Anordnung der Terme konvergiert, kon-
vergiert sie absolut. — Den Nachweis der Schranke K deuten wir nur

%) Diese Beweisvariante stammt von Herrn H, Bohr, Der Beweis des Verfassers
war wie der zu Satz VIII. — Bemerkenswert ist, wie wenig bei diesem Beweis zum
Nachweis von 3 | 4 iy | = I' die Fastperiodizitit von f(a) herangezogen wird. Es

geniigt vorauszusetzen, dafB | f(z)| =TI, und daB fiir die (beliebig gegebene) redu-
zierte Zahlenmenge (4;, A,, ...) fiir alle Zahlen 4 aus dem ganzen Modul G (A, 4,,...)

P —gAll el =
[ (et ) dt existieren und fiir A = 7 e e

die Mittelwerte 4, = lim ~—
. Pw @
verschwinden,
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an. Wegen der vorausgesetzten linearen Unabhiingigkeit der Mengen L,
durchlaufen die emzelnen Summanden f; auf Grund des Kroneckerschen
Satzes ihre Wertemengen unabhingig voneinander. Préziser: macht man
die (unwesentliche) Annahme, dall f(x) reell und ohne konstantes Glied
ist und bezeichnet man obere und untere Grenze von f(ax) bzw. f ()

mit M und —m, bzw. M, und —m,, dann ist

2l (@) 2 3MA+3m=M-+m=K,

Aus der Approximierbarkeit durch Fejérpolynome, nimlich aus der
Fejérsummierbarkeit im Punkte 2 = 0, ist evident der (vgl. Bohr [7])

Satz IX. Fir eine Fourierrethe Ay, et™® mit nur positiven
Koeffizienten A, ist 3 A, konvergent.

3. Wir kniipfen an 1. an. In § 2, 1. haben wir gesehen, daB sich f(z)
durch solche Fejérpolynome S;* ", F beliebig gut approximieren lifit, in
denen jedes «, ein rationales Multiplum des Elementes f, aus einer fest-
gewihlten Basis (f,, f,,...) von f(a) ist. Bei einer Partialfunktion der
Gestalt fj; kann dies aber unmdglich werden, wenn M ein Modul ohne
echte Basis ist; es gibt (nachweislich) Partialfunktionen f3;, bei denen man
es zulassen mull, dal in den Approximationspolynomen Sy "% die
Elemente «, lineare Verbindungen aus mehreren f, sind, wie man auch
die Basis (f,, f,,...) gewihlt haben mag. — In dieser Richtung liegt
noch der folgende

Satz X. Jede Partialfunktion fy(x) von f (x) gehort zu einem Modul,

d. h. ist ein fir, mit einem passenden Modul M.
Beweis. Es geniigt nachzuweisen: wenn die Exponenten A, 4,,..., A,

wesentlich m fy vorkommen, so kommt der Exponent

A=g 4, +g. 4, +...+ 7 Ay
(mit beliebigen ganzen Zahhlen g,) entweder wesentlich in fy oder gar
nicht in f(z) vor. Nun, wenn die Exponenten A, A,...., 4, wesentlich
In fy vorkommen, so miissen sie fiic n > n, wesentlich in den Approxi-
mationspolynomen §, vorkommen. In einem beliebigen der Polynome S
mogen o Basiselemente (¢ ist mit n variabel) vorkommen, und die Fejér-

koeffizienten p, der Terme A, et (0=1,2,..., k) die Gestalt
P 1, _
,.lfﬁ N LN i J.r'_*.-J :
.= 11— - Jell — —) s | — —— =3 e e
Pe \1 n; "\1 ng \.l AT e L2, 1 %)

haben. Dann hat, fiir geniigend groBies n der Fejérkoeffizient p von A, ei42
im selben Polynom S, die Gestalt

1 7, J,'T:n +gs a.1:-:.1+ St J,jrk; \ l'fl g, 1,!Zli:- + ",I.I'I' : |
L —JH | - - - = ] — -
P \ 1y i sz
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Da die Zahlen k,g,, g, ..., g, feste Zahlen sind, so muB bei wachsen-
dem » mit den Koeffizienten p, auch p gegen 1 konvergieren®), was eigent-
lich zu beweisen war.

§ 4.
Verschiebungsfunktionen.

1. Definition. KEs ser irgendeine beschrinkte Funktion f(z) im
Intervall — oo <x < o0 gegeben. Unter der Verschiebungsfunktion
v,(7) von f(x) verstehen wir eine in — oo < v < + oo definierte reelle
Funktion, welche in jedem Punkte v durch den Grenzwert
(1) V(1) = Ob. Gr, [f(z+7)—f ()]

—w<Lal +
gegeben dsl.

Wir werden es im wesentlichen nur mit Verschiebungsfunktionen von
fp. Funktionen zu tun haben (die gelegentlich schon in Abh. I, vgl. S. 87,
genannt werden ), und sie dann immer mit dem Buchstaben e, also e.(7),
bezeichnen. Der Wert e (r) gibt fiir jedes z das kleinste &, zu welchem r
als Verschiebungszahl gehort.

Die Verschiebungsfunktion o.(7) einer beliebigen Funktion f(a) er-
filllt die Bedingungen

a) v(71)=0, ©(0)=0,
b) v(7)=v(—1),
C:l v(r, + Tf_*] il' v '-r: (2" )+ '::Tu};
die letzte folgt aus
Ob. Gr. f‘f.:;l: - Talct= T-:) = f[&] ' < 0Ob. Gr. IIJ"-Z:;t: LT
— m B+ m — W B+ @

-+ Ob. Gr. |[f(z417,)—Ff(2)].

— o x4 o

_:_ Ty J_ l(":-'l: % ‘J |

1

Aus den Eigenschaften a), b), ¢) folgt
o) |v(r +1)—v(1)| < ().
Denn ersetzt man in

¢) vy +1)—v(n)<v(s)

%) Etwa nach dem Hilfssatz: Aus den Voraussetzungen

1 f 1 : 3
0SeSes5, 0Sh=n= (8=1,2, 410

ALV 19 e By s 6
=1 a=1
folgt
o
[H(l—a—0b)=1—e—1.
g=1
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den Buchstaben 7, durch —7, —«, und beriicksichtigt b), so erhilt man
—v(ny ) Zv(r, + 1) —v(r,).

Umgekehrt folgt aus c¢*) die Bed. ¢). Die Eigenschaften a) b) c*),
demnach auch a) b) ¢), sind aber fiir eine Verschiebungsfunktion nicht
nur notwendig, sondern auch hinreichend. Denn besitzt eine Funktion & (7)

diese Eigenschaften, dann ist

v,(r)= Ob.Gr. |h(z-+7)—k(z)|Lh(7),

— -’j: -tf': = &
und da fiir @ = 0 das Gleichheitszeichen steht,
vy, (T‘:I — I Ii'r‘],_.
d. h, die Funktion A (v) ist eine Verschiebungsfunktion, nimlich von der
Funktion h(x). — Zugleich erkennen wir, daf} eine Funktion v(7) dann
und nur dann eine Verschiebungsfunktion, d. h. ein v(7) ist, wenn sie die
Verschiebungsfunktion von sich selbst ist:
Ob. Gr. |v(z+z)—v(2)|=uv(z).
—w g 4w i e

An der Relation
Ob. Gr. |v.(x+7) — v, ()] Ob. Gr. |f(z+7)—f(2)|
T - =<t
ist unmittelbar abzulesen, daBl die Funktionen ?J{{:v_} und f(x) zugleich
gleichmafig stetig (mit denselben Stetigkeits-o) sind, und dafl zu jedem e
jede Verschiebungszahl 7(f, ¢) ein 7(v,, &) ist und umgekehrt, Demnach
st die Verschiebungsfunktion ¢.(r) dann und nur dann fastperiodisch,
wenn f(x) fastperiodisch ist, d.h. wenn sie ein e (7) ist. — Aus
lep(x+7) — e ()| < e (7)
ist weiterhin zu ersehen: damit die Funktion f(a) fastperiodisch ist, ist
hinreichepd, dafl ihre Verschiebungsfunktion fiir den Punkt = 0 stetig
ist und dafi fiir jedes e diejenigen Punkte 7, fiir welche
e (1)< ¢
ist, relativ dicht auf der z-Achse liegen (§ 1,1.) Wir haben also den
Satz XI. Damit eine Funkiion e(t) eine (fp.) Verschiebungsfunktion
1st, ist notwendig und hinreichend, dafi sie die nachfolgenden Bedingungen
a) b) c) d) oder a)b)c)d”¥) erfiillt. — Die Verschiebungsfunktion von e(t)
ist wiederum e(7).

a) e(r)=0, e(0)=20,
b) e(t) =e(— 1),
c) e(r, +1)<Ze(r,)te(r) baw |e(r,+1,)—e(r,)| Ze(r).

d) e(7) ist fastperiodisch.
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d™) e(z) ist stetig im Punkte © = 0, und fiir jedes ¢ liegen die Punkte t,
fiir welche e(r) < &, relativ dicht auf der - Achse — co << v < -+ oo,

2. Dal} eine fp. Funktion und ihre Verschiebungsfunktion nicht nur
denselben , Verschiebungs®-, sondern auch den gleichen Stetigkeitscharakter
haben, liegt daran, dal die gleichmiiBige Stetigkeit eine Verschiebbarkeit
mit ,unendlich kleinen“ Verschiebungszahlen ist. Aus

e(x+1)—e(x) Ze(r)
ist zu ersehen, dafl die Funktion e(z) gewissermaBen im Mittelpunkt z — 0
am steilsten ist. Fiir geniigend kleine & erscheint das beste Stetigkeits-d (&)
als das kleinste positive ¢ fiir welches e(7) = &.

3. Zwel verschiedene fp. Funktionen kénnen dieselbe Verschiebungs-
funktion haben, z. B. f(2) und f(x -+ %), wenn k irgendeine reelle Zahl
bedeutet, f(a) und =4 f(«) + @ usw. Zwei solehe Funktionen nennen wir
dhnlich. Es konnen iibrigens auch wesentlich verschiedene Funktionen
dhnlich sein.

Satz XII. Die Limesfunktion einer gleichmdfiig konvergenten Folge
von [p. Verschiebungsfunktionen ist wieder eine fp. Verschiebungsfuniktion.

Beweis. Man verifiziert sofort die Bedingungen a)b) c) d).

Satz XIII. Die Verschiebungsfunktionen

Gfal,l:‘rj: e.": 'TJ" “ em
erner gleichmdfiig konvergenten Folge von Funktionen
Gileds Gila); e — (%)
konvergieren gleichmdfiig gegen die Verschiebungsfunktion e (7).

Beweis. Aus

er"{.E"J I f'l..'t.'.\] [ ‘L": il

folgt

(1A

f.(x+)— 7 (z)] —|f(z+4)— f(z)
und daraus durch eine leichte Uberlegung
er.(7) —er(7)| < 2e.
5. Satz XIV. Die lineare Verbindung
(2) ae (1)+ be,(r) (a>0,6=>0)
zweter Verschiebungsfunkiionen e, (t) und e,(7) ist wieder etne Verschie-
bungsfunktion.

Beweis. Es ist klar, daB a). b) ¢) erfiillt sind, und nach § 1, 3. ist
(2) wieder fastperiodisch, also auch d) erfiillt.
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Fiir die Funktionen ei*#, cosix, sin iz ist die Verschiebungsfunktion
:i Demnach ist jede Summe ¥ |a ||1— ef*s’
mit konvergenter Summe :'_‘: a,

ist |a,||1—et*»"| die Verschiebungsfunktion ven f (z)= X a, gtint
wie man durch Anwendung des Satzes VII auf

= |1—et*r|=2|sini

eine Verschiebungsfunktion. Fiir reduzierte 4,

f(2) — f(z+17)= Ja,(1— eir) etins

erhiillt. Bei Gelegenheit bemerken wir, dafl e Exponentialpolynom nie
eine Verschiebungsfunktion sein kann.

6. Satz XV. Die mit zwei Verschiebungsfunktionen e, (v) und e,(7)
gebildete Funktion

e(r) = Max (e, (7), e, (7)),

die also in jedem Punkie t dem grofieren der Werte e, (v) und e,(7)
gleicht, ist eine Verschiebungsfunkiion.

Beweis. Offenbar ist &) und b) erfiillt. Bedingung c¢) ergibt sich

folgendermafien. Aus

. i A0
By LT T ) = e T3 ) 8\ Ta)
et %)< e (n) + e (m)
folgt
gj{rl-}-r::;’fcfrl] ~ 8{Ty)
e (1, 7) <e(r,)te(7.)

also auch
<e(z,) + e(n)-

!

e(t, +1.)
e\ R Tt

Die Bedingung d) ergibt sich daraus, daB fiir irgend zwei reelle fp. Funk-
tionen f(x) und g(a) die Funktion
fla)+g(z)+|f(x)—g(=)

Max (f(x), g(x)) =

3
&

nach § 1, 1. und 3. gleichfalls fastperiodisch ist.
Wir nannten in § 1, 8. die fp. Funktion f(x) eine Majorante von g(x),
wenn
e,(v) =¢,(7) (—oo<t< +00)
bestand. In Abh. I wird bewiesen (vgl. § 1, 3.), daB je zwei fp. Funk-
tionen relativ dicht gelegene gemeinsame Verschiebungszahlen haben,
woraus dann folgt, daB die Summe zweier fp. Funktionen wieder fast-
periodisch ist. Durch Anwendung dieses Satzes auf Verschiebungsfunk-
tionen haben wir ihn dahin verschiirfen kénnen, daBl es zu je zwei Funk-
tionen sogar eine gemeinsame Majorante gibt, was offenbar viel mehr
aussagt. Die Existenz einer Majorante wird schon durch Satz XIV sicher-
gestellt, aber Satz XV besagt schiirfer, daB es sogar die von vornherein

denkbar , kleinste“ Majorante gibt.
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Satz XVI. Die mit (belicbigen) Verschiebungsfunktionen
gl eglT). viilieils)
gebildete Funktion
e(t) = Max (e, (1), € (z), ..., €,(7))

est wiederum eine Verschiebungsfunktion. Demmnach besitzen fp. Funk-
tionen in jeder endlichen Anzahl eine (sogar ,, kleinsie*) Majorante, und
um 8o mehr relativ dicht gelegene gemeinsame Verschiebungszahlen.
Beweis. Dall e(z) eine Verschiebungsfunktion ist, ergibt sich durch
(n —1)-malige Anwendung des Satzes XV, unter Beriicksichtigung von

Max (a, b, ¢) = Max (Max (a, b), ¢).

Unter der Majorante (von fp. Funktionen) schlechthin werden wir
in der Regel die kleinste (Verschiebungs-)Majorante verstehen.

7. Satz XVII. Ahnliche Funktionen haben denselben Modul (also
speziell jeweils f(z) und P.F.{;r)}.

Beweis. Von zwel #dhnlichen Funktionen g(a) und A(a) ist die
eine Majorante der andern, also nach § 1,17, M, < M, und M, < M .

Satz XVIIL. Es seien fp. Funktionen f,(), fy(2), ..., f,(z) und
ihre Verschiebungsfunktionen e, (7), ¢,(t), ..., e,(v) und thre Moduln
M, M,, ..., M, gegeben.

Der Modul M* der Majorante e(t) der Funktionen e,(t) stimmi
genaw mit dem Vereinigungsmodul M = M(M,, M,, ..., M) iberein.

Es sei irgendeine Funkiion F(uy, u,,...,u,) gegeben, welche in
einem Teile des n-dimensionalen Raumes

et ) (%y =0, tw,)

definiert und gleichmdfiig stetig ist. Die Punktmenge
Uy =i (Z)) Aoz =kleo, i (=120 9] 5 )
moge ganz tn U gelegen sein. Dann ist die Funktion
(2)= By (@) o (2), oo (%)

etne fp. Funktion der Variablen x wund ihr Modul Mp ist im Modul
M* (= M) enthalten.

Beweis. Weil e(r) Majorante zu e, (7), €,(7), ..., e,(7) ist, ist
o = ﬂj*; und weil e, (7) -+ e, |_:-r] + ...+ ¢,(7) Majorante zu e(z) und
aus Griinden der formalen Addition der Fourierreihen der Modul von
e (1)+ ...+ ¢,(z) in M enthalten ist, ist M* < D, also M* = DI

Offenbar st F(x) gleichmiBig stetig, Beziiglich der Fastperiodizitit
kinnen wir bei gegebenem & ein » > (0 derart bestimmen, dal}

1 /.. 1) {1) {1 N i | (2 (2]
| Plud”, ws?s e, ) — Flus ug s oo ud)| Ze
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fiir

!-H,'::" S Tkl =9 (vi=du2 00 i),
d. h. dal}
| Fle+1t)— Fx)| L,
wenn

I 4 3\ . = \
lzdr)—filz)| <9 (==

also wenn r eine zu z gehorige Verschiebungszahl von e(z) ist. Hieraus
folgt aber sowohl, dal F(z) fastperiodisch ist, als aunch (nach § 1, 13.
unter Benutzung der SchluBweise in Abh, II, 8. 115), dall My in
M* (= M) enthalten ist.

8. Die folgenden zwei Sifze werden wir in einem beweisen,

Satz XIX. Jede ausgezeichnele Menge wvon Funktionen ist eine
majorisierbare Menge, und umgekehrt ist jede majorisierbare Menge eine
ausgezerchnete (§ 1, 8.).

Satz XX. Jede majorisierbare Menge

(3) e;(t) (¢ durchlauft eine Indexmenge D)

besitzt auch die kleinstmogliche Majorante. Dies ist die Funktion
(4) e(7) = Ob. Gr. (¢, (7)),

{1 D
die also in jedem Punkte v als die obere Grenze aller Werte e,(1) de-
finiert ist.

Beweis. Hs sei eine ausgezeichnete Menge gegeben. Die Menge
ihrer Verschiebungsfunktionen 1st auch ausgezeichnet (mit denselben
Stetigkeits-6 und Verschiebungszahlen). Es liege nun eine ausgezeichnete
Menge der Gestalt (3) vor. Wenn wir zeigen, dafl die Funktion (4) eine
fp. Funktion ist, werden wir beide Sitze bewiesen haben. Die durch (4)
definierte Funktion ist jedenfalls iiberall endlich, wie sich aus der gleich-
artigen Stetigkeit in Verbindung mit ¢;(0) = 0 ergibt. Von dieser Funk-
tion werden wir a)b)c)d®) nachweisen. Bed. a) b) sind unmittelbar
verifizierbar. Aus

Ty) S €(7 ) 1+ €;(7s)

P":' : T (LY

1
folgt e; (1, +7,) < e(r,) +e(r),

also
e(r,+ 1) < e(r,) + ery),

d. h. Bed, c) ist richtig. Aus der gleichartigen Stetigkeit der e(7) folgt
die Stetigkeit von e(7) im Punkte r = 0, und fiir jede der zu & gehorigen
relativ dichten gemeinsamen Verschiebungszahlen r ist e(7) <e. Also ist
2%y -

d”) erfiillt.
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0. Jetzt ist es sehr leicht, zu Satz V den Beweis nachzutragen, dal
jede ausgezeichnete Menge eine gemeinsame Exponentenfolge besitzt. Das
folgt einfach daraus, daB die Funktionen eine Majorante haben, und alle
ihre Exponenten im Modul dieser Majorante enthalten sind (§ 1, 17.
Bemerkung).

Wir kinnen die Aussage noch prizisieren.

Satz XXI. Ks sei eine ausgezeichnete Menge

e;(r) (¢ durchlauft eine Indexmenge D)

von Verschiebungsfunktionen gegeben, thre Moduln seien M; und die
. . . = Foy #
(kleinste) Majorante der Menge und thr Modul seien e(v) und M°. Der
Vereinigungsmodul M(M,) aller Moduln M, geniigt der Gleichung
i| D
M(M)=M".
i|D
Beweis. Aus §1,17. ist zu ersehen, daB die Bildung des Vereini-
gungsmoduls auch fiir nicht abzihlbare Mengen D sinnvoll ist und dafB

die Ungleichung

(=]

M(M)L M®
besteht. Bleibt nur noch zu beweisen
M(M)> M*.

Wir wihlen eine iiberall auf der z7- Achse dicht lie;;un:]ﬁ abzihlbare Punkt-

menge 7, und eine Folge von Funktionen

ei(ln)ea i )s s (T,

1
deren obere Grenze in jedem der Punkte 7, mit e(7,) iibereinstimmt.

Die Funktionen

(5] b

(5) 1o (7) = Max (e, (7), €4 (7), «..; € (7)) (60=1,2,3,...)

bilden dann eine (endliche oder unendliche) Folge von monoton wachsenden
Funktionen, die alle von e(7) majorisiert werden, also

N, (1) — () < er),

und in den Punkten v, gegen e(7) konvergieren, #(7,)=e(7,). Da die
5. (7) (wie leicht beweisbar) gleichartig gleichmiiig stetig sind und in
iiberall dicht liegenden Punkten konvergieren, konvergieren sie gleichmilig
in jedem endlichen Intervall; also ist #(7) stetig und mit e(7) identisch.
Der Modul einer jeden Funktion #,(z) ist wegen (5) in M(M,) enthalten,
also wegen des Korollars zu dem (spiter folgenden) Satz XXIITund §1, 7

!

ist es auch der Modul M™ der Limesfunktion #(7)=e(7); d. h.

M*< M(M,).
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-

3 5.
Normalfunkfionen und Normalklassen.

Wir werden jetzt die fp. Funktionen von einer neuen Seite kennen

lernen.

1. Definition. EHine (fiir — oo << & < - oo definierte und) stetige
Funktion f(x) soll eine Normalfunktion heiflen, wenn aus jeder Folge
fle+k), (»=1,2,3, ...), mit trgendwelchen reellen Zahlen k, eine

gleichmdfiig konvergenie Teilfolge ausgewdhlt werden kann.

Unter einer Normalklasse verstehen wir eine Menge von Normal-
funktionen ¢ (x), die in jeder unendlichen Teilfolge ¢, (), pq(x), ...
etne gleichmidfig konvergierende Unterfolge enthill.

Von einer (beliebigen) Funktion ¢ (2) bzw. von einer Menge von
(beliebigen) Funktionen sagen wir, daf} sie die Normaleigenschaft besitze,
wenn aus jeder Teillmenge der Menge ¢ (2 k) bzw. der gegebenen
Funktionenmenge eine gleichmilig konvergente Unterfolge ausgewiihlt
werden kann.

2. Unter einer beschrinkten ausgezeichneten Menge sei irgendeine
ausgezeichnete Menge von gleichartig beschrinkten Funktionen verstanden.

Satz XXII. Jede fp. Funktion ist eine Normalfunktion und um-
gekehrt ist jede Normalfunktion eine fp. Funktion.

Jede beschrdnkle ausgezeichnete Menge ist eine Normalklasse und
umgehrt ist jede Normalklasse eine beschrinkie ausgezeichnete Menge.

Zuerst werden wir in 3., bei gleichzeitiger Formulierung -einiger
Nebenergebnisse zeigen, dall jede beschrinkte ausgezeichnete Menge die
Normaleigenschaft besitzt. Daraus folgt, daBl jede fp. Funktion f'IZ:E:J
eine Normalfunktion 1st, weil doch die Menge f(ax--£k), wo k alle
reellen Zahlen durchliuft, gleichartig beschrinkt und die Funktion e, (t)
zur gemeinsamen Majorante hat. Damit ist dann auch bewiesen, daB
jede beschrinkte ausgezeichnete Menge eine Normalklasse ist. In 4. wird
bewiesen, dall jede Normalfunktion fastperiodisch ist; und endlich in 5.,
dall jede Menge von fp. Funktionen, die die Normaleigenschaft besitat,
eine beschrinkte ausgezeichnete Menge bildet.

3

3. Es liege eine beschriinkte ausgezeichnete Folge

Fota)f (@), s
vor. Wegen der gleichartigen Beschriinktheit und Stetigkeit kann man
bekanntlich eine Teilfolge so auswihlen, daB sie auf jedem endlichen Teil-
intervall von — oo < << + o gleichmiiBig konvergiert. Diese Teilfolge

18t dann aber schlechthin gleichmifBig konvergent, wie der foleende Satz lehrt.
= = = J
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Satz XXIII. Jede ausgezeichnete Folge von Funktionen f, (z), f, (), ...,
die in jedem endlichen Intervall gleichmdflig konvergieren, ist schlechthin
gleichmdfig konvergent.

Beweis, Bei vorgegebenem ¢ bestimmen wir fiir die Majorante der

. o i 5 . = :
Folge die Lénge I = 1| 5) derart, dall jedes Intervall dieser Liinge eine
= : [ &) v = rris : . .
Verschiebungszahl 7 (-] der Majorante enthilt. Weiterhin bestimmen wir
N so grob, dall in 0 < x < fiir je zwel Indizes m = N, n = N die Un-

git!it'.hu]lg

S W
Jlr::.l r? Ji== l{n | T ) | ii )‘-
besteht. Dann ist iiberall in —cc <2 < oo
e ol
(1 () — )= e
Denn zu jedem @ kann man eine Verschiebungszahl (-] der Majorante
. L B

5\

so angeben, daB &£ = 2 — 7 (| ins Intervall 0 < 2 < [ hineinfiillt. Dann ist

g = Y ==
£ oah ] g
l(m'-'.'.l_'fml:“-'lé g
L £
Tal®) — Ty(S) =l
FEY kT EY] = £
lrru '-."'r‘l Jrn L."‘ I . L

und daraus folgt (1).

Korollar za Satz XXIII. Jede majorisierbare Folge von monoton
wachsenden Verschiebungsfunkitonen ist gleschmdfig konvergent, weil wegen
der gleichartigen Beschrinktheit und Stetigkeit die Folge auf jedem end-
lichen Intervall gleichmiBig konvergiert.

Satz XXIV. FEs ser irgendeine fp. Funktion f(x) und irgendeine
Folge reeller Zahlen ¢,, ¢y, ... gegeben. Man kann dann aus dieser Folge
eine Teilfolge ¢y, €4, €3, ... So auswdhlen, dafi zu jedem e etn N gehort,
so daf fir je zwer Indizes m = N, n = N die Differenz ¢}, — c, eine zu
¢ gehorige Verschiebungszahl von f(z) ist,

-

' » i’
e (Cm—cn) S e m

1\
=
_‘r
_—
=
[\/
=
1
o
-

Beweis. Man wihle aus der Folge
flxte) Flete) flzte) ...
irgendeine gleichmifBig konvergente ’j‘{-_\.i][o]gu

a9 o i s n | \ o, 'l
(2) f(x+tc) f(z+ci) f(z+cg)y...

aus. Die Zahlen ¢, ¢J, ¢4, ... der Folge (2) geniigen unserem Satze.
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4. Es liege eine Normalfunktion f(z) vor, wir werden zeigen, dal}
sie fastperiodisch ist. Aus der Auswihlbarkeit folgt leicht, dall f(z)
beschrinkt und gleichmillig stetig ist. Die , Verschiebungsfunktion*
vp(7), 8 B \
v.(7) = Ob. Gr. |f(z-+71)— f(a)]

— w4
ist stetig, geniigh den Bedingungen a) b)¢c) und besitzt, wie aus
Lo (2 ko) —vp(v+1)| L vp(ku—k,)= Ob. Gr. |f(a+k.)—f(z-+k) |
- B+ ®
folgt, zugleich mit f(x) die Normaleigenschaft. Dann miissen aber bei
jedem & > 0 die Punkte 7, fiir welche
v.(7) S e,
relativ dicht liegen. Sonst gibe es eine Konstante a > (0 und eine Folge
von Intervallen

(3) o, < T < fy (v=1,2,38,...),
(4) B, — &, — o,

so dafl in allen Intervallen (3) die Ungleichung

. : v, [:‘r )= a

bestiinde. Jede Funktion

f ﬁ.- = Ky \'l

(5) v, (1) = v, |\1r - s

yire daher im Intervall

2 ~—

0

‘]
B — cn L e — e
Tl

grofler als @. Eine Teilfolge von (5) konvergiert gleichmifliig. Die Limes-
funktion mubl wegen (4) dberall = a sein, was aber damit nicht zu ver-
einbaren ist, dall jede der Funktionen #,(7) einmal den Wert 0 annimmt.

5. Es liege eine Normalklasse vor (von der wir nunmehr wissen, dal}
gie aus fp. Funktionen besteht), Wir werden zeigen, dall sie eine be-
schriinkte ausgezeichnete Menge ist, Die gleichartige Beschrinktheit folgt
sofort aus der Auswihlbarkeit. Da nach Satz XIII die Verschiebungs-
funktionen einer Normalklasse wieder eine Normalklasse bilden, nehmen
wir an, dall eine Normalklasse von Verschiebungsfunktionen

e,(r) (¢ durchlauft eine Indexmenge D)
vorliegt, Wir haben nachzuweisen, dall die (iiberall endliche) Funktion

O (r) = Ob. Gr. (¢ (7))
i|D
eine Verschiebungsfunktion ist, Aus der Auswihlbarkeit kann leicht ge-
folgert werden, daB diese Funktion in jedem Punkte 7 stetig ist. Wenn
Mathematische Annalen, 96. 10
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wir nun nachweisen, dal8 die Funktion O(z) in einer iiberall dicht liegen-
den Punktmenge mit einer Verschiebungsfunktion .iibereinstimmt, sind
wir fertig.
Wir wihlen, wie im Beweis zu Satz XXI aus der Menge e, (7) eine

Folge . o

e (T)y ea(®)s e (T) ;e o5
deren ,obere Grenze“ e(7)

e(v) = Ob. Gr. (e, (1))

y=18 8.5
in iiberall dicht liegenden Punkten mit O(z) iibereinstimmt. Die Funk-
tion e(7) ist offenbar der Limes der monoton wachsenden Funktionen
(6) 7y (7) = Max (e, (1), &;(7), ..., &(7)) (»=1,2,3,...).
Wenn wir nachgewiesen haben werden, dall diese Funktionen gleichmifig
konvergieren, dann sind wir mit dem Beweis zu Ende.
Wiire nun die Folge #,(7) nicht gleichmifig konvergent, dann gibe

es eine Zahl @ > 0, eine Folge von Punkten 7, (k=1,2,3,...) und
dazugehdrigen Indexpaaren (u,,»,) der Anordnung
L <V e, e e e e e e Ly
so dal
Nug () — N (7)) = @ (E=13273. 1)

wire. Gehen wir auf die Definition (6) der Funktionen #,(7) zuriick, dann
kiénnte man auf die Existenz von Indizes G der Grife

i 4 - n =" ap

(7) oy <A SV

schlieflen, so dal}

J

e, (7)) — e(7,) > a, THE 0= i,

ingbesondere also (vgl. (7))

(8) e ln)—e _ (v)>a, fir n<k (k=1,23,..).

Aus der Folge e, () (k=1,2,3,...) lieBe sich nun nach Voraussetzung

eine gleichmillic konvergente Teilfolge ef(7) (k= 1, 2,...) auswihlen.
ine gleichméfig 1 gente Teilfolge er(7) | Wnmad)

Wegen (8) gibe es dann aber eine Folge von Punkten 7, so dal
er(te) — ey () > a (B=1,278.5%18)
giilte, was aber der gleichméBigen Konvergenz der Folge ef (v) widerspriiche.
6. Wir schliefen mit einer Bemerkung. Dall die Summe zweier
Normalfunktionen wieder eine Normalfunktion ist, ist nahezu evident. In
den Punkten 1.—4. des vorliegenden Paragraphen haben wir von § 4 nur
den Satz XI benutzt. Also liefern die Entwicklungen des gegenwiirtigen
Paragraphen einen neuen Beweis fiir die Grundtatsache, dal} die Summe
zweier fp. Funktionen wieder fastperiodisch ist.
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