
Über Reihen yon allgemeinen Orthogonalfunktionen.
Von

Stefan Kaczmarz in Lwów (Lemberg).

In seiner Arbeit ,, Einige Sätze über Reihen von allgemeinen Ortho¬
gonalfunktionen" 1) beweist H. Rademacher folgenden Satz:

Es sei:

1. {(p n (x)} ein normiertes Orthogonalsystem,
CO 02. die Reihe a n konvergent,n=i

3. y>{ri) eine monotone Folge von der Beschaffenheit, daß y> (n )■—>•+ oo,
co?

a'n y> (n) konvergiert, und n k eine Teilfolge der natürlichen Zahlen, so
n= 1
gewählt, daß yj (n k ) ¡> k ist,
dann konvergiert die Folge

n k
SnA.(a;) = 2 a iVj(x)j=l

fast überall.
In dieser Note gebe ich einen kurzen Beweis dieses Satzes, einen

verallgemeinerten Satz und eine Anwendung auf die (C1 )-Summierbarkeit
der Orthogonalreihen.

Beweis des Satzes von H. Rademacher.

00 2Setzen wir r v = a¡ und bestimmen die Teilfolge n k so, daß die
j=P+ICO

Reihe r„ k konvergiert; dann konvergiert die Folge s ni! (x) fast überall.
i= i

In der Tat: Bezeichnet man mit f(x) diejenige Funktion, für welche
b

/ (f — sp ) 2 dx—- 0 für oo, so konvergiert die Reihe
a

2 f (f s n/t) dx,
k= 1 a

*) Math. Ann. 87 (1922), S. 112.
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b

weil J(f— Snkf dx = r nk ] daraus folgt die Konvergenz der Reihe
a

2(f-s nk f fast überall, es konvergiert also s nlc (x)—+f(x) fast überall.i=1
Es bleibt zu zeigen, daß die obige Folge n u und die Rademachersche
Folge identisch sind. co

Es sei also n k so gewählt, daß 2Jr„ k konvergiert; dann ist
k=l

fn k — ¿ k 1 "I- ®îiî+2 "H.- • • "h ®n* +1) ii ¡t=i
œ 0

setzen wir ip(n) = k für n k <n <L n k+1 , dann ist 2}a n ip(n) konvergent
71—1

und die Rademachersche Folge ist identisch mit der Folge n k . Umgekehrt,
CO ^

es sei y(n) eine monotone Folge, für welche yj(n)— » + oo, 2Ja¿yj(n)
n= 1

konvergiert. Dann ist
00 00 o 9 00 o '

U r nk =ü h (a nk+ 1 + .. • + a»* +1 ) < V (?');
k= 1 i= 1 7=1

es konvergiert also rn ,.
Satz I. Die Folge s nk (x) ist fast überall konvergent, wenn die Reihe

00 ^

yj konvergiert.
k= i 1' k

Beweis. Es ist

(f— s n k) (/" s n k+] ) — ( S»fc+ 1 s nk )(%f Snk s n k + 1)-

Nach der Schwarzsehen Ungleichung ist
6 o

A k = §\{f Snk) (f $n k +1) \dx^V(r„ k ?"n* + 1) (Xn k r nk+1 ~f" 4î" nÂ.+J ),a
also

= 2 V ( ?■«/- r n k + 1) r nn •

Die Reihe V(r„ A — rnk+] )r„ k konvergiert, es ist nämlich
k= i

co / CO co

V(r„ Ä - r n , +]>„ t ^ 1/ 2]Yk(r nk - r„ k+1 )-T="
i ' k= 1 i=l » K

Die zweite Reihe rechts konvergiert laut Voraussetzung, auf die erste
Reihe wenden wir Abels Transformation an:

p p

JJ^k{r nk — r nk+1 ) = 2j r nk (Yk -Vk - l) - Yp-r np „
k=1 k=1

= Z ñ+fk^í
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Die Summe rechts konvergiert für p—>-00, das zweite Glied
r. »♦.Vp—0, weilW/M

Y r Y — Y ( 1 1n/i n/c+ ! Uk n/( + i , /I 1

]k fk + 1 } k r ""' +I \>' k fk+ll > 0 'I*

es sind also die Glieder der konvergenten Reihe monoton ab-
1 &

r

nehmend, deshalb 1c • ~~ r = V k r n , —>- 0.
fkCO

Die Reihe £ A k ist also konvergent. Daraus folgt, daß die Reihei

2{{f— s n,y — (f— s nk + 1) 2 }, also auch die Folge (f— s nk )~ fast überall
b

konvergiert. Da aber f (f — s nk f dx^ ►O, konvergiert (f— s«,.)—» 0 fast
überall. °

Bemerkung. Ähnlich wie vorher kann man feststellen, daß die

Bedingung ~ konvergiert" äquivalent ist der Bedingung
T 'c _

Yk

Erweiterungen.

Es wäre interessant zu untersuchen, ob man den Satz I noch ver-
CO ^

schärfen kann. Die Konvergenz der Reihe ^ genügt jedoch nicht zur¡6=1

Konvergenz der Folge s n ,.(x), wie im folgenden gezeigt wird. Nehmen

wir eine Orthogonalreihe a n q)n {x), welche überall divergiert, währendn

die Reihe y¡añ\gn konvergiert 2). Es ist nun y 1 ^ konvergent, weiln ' k

~fc= 2 a n (x + 2" + ' • ' + ^ITl) < 2(* + lg ( n — 1)) '
¿•=1,71=1 1 CO

V~7 f

und die Folge s k (x) divergiert. Ob die Bedingung ,, y, — konvergiert",
k= i h a

für §<a< 1, genügend ist, kann ich vor der Hand nicht entscheiden.

Mit Hilfe des Satzes I kann man einen neuen Beweis des folgenden
Satzes führen:

Satz II. Wenn die Reihe y Y lg n konvergiert, dann ist diei

Reihe a n <Pn (x) fast überall (Gl)- summierbar, d. h. Sl + s" ^ + s"

konvergiert fast überall*).

3) Eine solche Reihe hat D. Menchoff Fund. Math. 4 (1923), S. 104 angegeben.
°) Vgl. meine Note in Math. Zeitschr. 23 (1925), S. 266 u. 268.
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Zu diesem Zwecke beweisen wir den folgenden
CO

Satz III. Damit die Orthogonalreihe .¿¡"a,, ?>„(»)> für welchei

2J an konvergiert, fast überall (C1)-summierbar sei, ist notwendig und

hinreichend, daß die Teilfolge s 2k (x) fast überall konvergiere.
B eweis. Die Notwendigkeit folgt aus einem Satze von A. Kolmogorow 4),

der besagt, daß die Reihe
ccVI, \ 2 S, -f- S3 + . . . + S„

2j (<V - «2 *) » W0 °V — p*=1

fast überall konvergiert.
Jetzt nehmen wir an, daß s^k(x) fast überall konvergiert.
Nach dem Satz von Kolmogorow konvergiert dann fast überall die

Folge o^k(x). Nehmen wir die Differenz a. — o„k, wenn 2 a' -1 < j < 2*.
Es ist:

— <v = (oj — a¿ +1 ) + (öj- +1 — ai+a ) + ... + (o3 k_ 1 — a„k ,
also

I Of — o2 * I £ Vj 10; - oj+1 \^ + Vj + l\o j+1 - ai+2 1-= + ...
1

+ V2 1 1 I k 1 ^2 * I

die Schwarzsehe Ungleichung liefert
Í 2*-l

2^—1 2^ —1

<M S n ( a n -°n + l)" U J>
2^ —1 + i

da aber
2k -l

2 i < lg(2 i — 1).— lg 2 fc—1 < lg 2,
2 ^ *~1-f 1

CO 9
und die Reihe ¿ n(a n — on + 1 )" fast überall konvergiert 5), so konvergiert1

^0. Die Reihe ist also fast überall (C1)-summierbar.°j - °" k
Beweis des Satzes II. Da Vlg 2 k, so ist die Folge s 9 *(¡c)

nach dem Satz I (Bemerkung) fast überall konvergent. Aus dem Satz III
folgt die ( G 1)-Summierbarkeit der Orthogonalreihe fast überall.

Auf Grund dieses Beweises erhält man aus jeder Verschärfung des
Satzes I eine entsprechende Verschärfung des Satzes II.

4) Fund. Math. 5 (1924), S. 96. — 6) Siehe Anm. 3).

(Eingegangen am 18. 5. 1925.)
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