Uber Reihen von allgemeinen Orthogonalfunktionen.
Von

Stefan Kaczmarz in Lwow (Lemberg).

In seiner Arbeit , Hinige Sdtze iiber Reihen von allgemeinen Ortho-
gonalfunktionen*) beweist H. Rademacher folgenden Satz:

Es sei:

1. {p,(x)} ein normiertes Orthogonalsystem,

o
2. die Rethe > a, konvergent,
n=1

3. w(n) eine monotone Folge von der Beschaffenheit, dafs y(n)— 00,

Ma, y(n) konvergiert, und n, eine Teilfolge der natiirlichen Zahlen, so
n=1

gewdhlt, dafi yp(n,) =k ist,

dann konvergiert die Folge
T
o () = 31 @y 3 (2)
i=1
fast diberall.
In dieser Note gebe ich einen kurzen Beweis dieses Satzes, einen
verallgemeinerten Satz und eine Anwendung auf die (C'1)-Summierbarkeit

der Orthogonalreihen.

Beweis des Satzes von H. Rademacher.
= 4 ‘i ' - - .
Setzen wir 7, — 3 a; und bestimmen die Teilfolge n, so, dal die
f=p+1
o
Reihe 3 r,. konvergiert; dann konvergiert die Folge s, (x) fast iiberall.

=1
In der Tat: Bezeichnet man mit f(z) diejenige Funktion, fiir welche
b
J(f—s,)" de—0 fiir p—co, so konvergiert die Rethe
[

Do .
B ,' (f_ f"'m.,:'_dﬂ":

k=1 g
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b
weil | (f— 8n,) dz=ry,; daraus folgt die Konvergenz der Reihe
o
N (f— 8n,) fast iiberall, es konvergiert also s,,(x)— f(z) fast iiberall.
k=1
Es bleibt zu zeigen, daB die obige Folge n, und die Rademachersche
Folge identisch sind.

Es sei also n, so gewihlt, dal ‘-‘:-,M konvergiert; dann ist

=1
i = q o a
1 T Ll s = [ a L
.l g = 2 > A—'L“‘H{_--.‘l 'i"rr'ﬂl.l,-i':_._=--".'”'nL,l,J:
setzen wir w(n)=k fir n < n =< np.1, dann ist \ -::,l y (n) konvergent
i f 1

und die Rademachersche Folge ist identisch mit der l*n]gv n,. Umgekehrt,
es sei u(n) eine monotone Folge, fiir welche w(n)— oo, _E‘(;.jf y(n)
konvergiert. Dann ist :
~

% g 2 i s oY 200
_\ i E— “_\. k | Gpy1 - I LR S i ﬂm_-._.tj = 20 '.F"':_'f:];
k=1 k=1 =

=

es konvergiert also 3 r7,..
Satz 1. Die Folge s,, (x) ist fast iiberall konvergent, wenn die Rethe
T Yo :
M M Lonvergiert .
| &

k=1
Beweis. Hs ist

0 3]
o 32 fp 5 T feala ol \ v 3 y 3
\F—8n;) — '.r — 8np.y ) = (Bnp.: — Sma ) ":2! =~ 8 — Bngya )

Nach der Schwarzschen Ungleichung ist

i e 2 f v2 \ E \
= .] | l-_Jr e Sﬁﬁ'j =A==t | dx i ]' f:*',”\ Taresd Tne— Tngy, 4 Tnzsr)s
also
< TS A
—_TI; = 2 " i e ?'u,',- : |_.| Tap e

e e il : 55 Y
Die Reihe MV (5, — Tny.,)7Tn, konvergiert, es ist namlich
k=1

T — 1/ . \'ﬂ'
\' ]' [ r‘ﬂ.l'.' T TIN.-'.' +1 / 'f'“l,.. :—f | \ l k \ ?'” 71 -'-'.L +1 16

1 k=1 =1 ) ‘J‘
Die zweite Reihe rechts konvergiert laut Voraussetzung, auf die erste
Reihe wenden wir Abels Transformation an:

P P
NT /Ty N : r v \ v
sl V }'l:k_r”}_‘_ = M) =5 T (VE—VE—1)—Y PTnpiy
k=1 k=1
” P
T T =rf
— \ - ll }U TH,, ik

VE+ k-1
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Die Summe rechts konvergiert fiir p—oco, das zweite Glied
Ty Vp— 0, weil

iﬂgl =33 Yok Yo 0T Mt ( I == 1 } =0
¥k YE+I ) & Ry S T

i
. . 2 - oy
es sind also die Glieder der konvergenten Reihe »'-™ monoton ab-
= —_ i'jl:

r !
nehmend, deshalb k-—>% = Vkr,, —0.

= & '_r‘ ‘ g . -
Die Reihe 3 A, ist also konvergent. Daraus folgt, daB die Reihe

1
D(f—8n) — (f — 8m.,) }» also auch die Folge (f— s,,)" fast iiberall
=1
b
konvergiert. Da aber | (f—s,,) dao— 0, konvergiert (f — 8p, )— 0 fast
iiberall. ®

Bemerkung, Ahnlich wie vorher kann man feststellen, daf die

. =y S e S, : :
Jedingung ,, M —-fi;'.- konvergiert” dquivalent ist der Bedingung
S n 23y :

FAY

Vi < w(n,).

Erweiterungen.

Es wire interessant zu untersuchen, ob man den Satz I noch ver-
' o

. NN T : i % : ;
gchiirfen kann, Die Konvergenz der Reihe » —:-,-i-‘- geniigt jedoch nicht zur
it 5 =
=1
Konvergenz der Folge s,, (z), wie im folgenden gezeigt wird, Nehmen
wir eine Orthogonalrethe M a o, (2), welche iiberall divergiert, wihrend
n

. . iy . o - - T .
die Reihe ¥ a, lgn konvergiert®). Es ist nun ' -* konvergent, weil
e ; =i 2o

i

z e o
NT Tk il JERENRE Sy e s :
S Sy b 0l L or IS 0 i)
k=1 =1 1 :
i l h‘ l”" FraEn J "“1')‘.5‘{: (” i Jﬂ '{li - o \_T 'i‘:r.l, lT .n. 't“
und die nolge &, ) divergiert. D ale eaingung N dt pa {ONVETrglers,
k=1 &

fiir 5 <« < 1, geniigend ist, kann ich vor der Hand nicht entscheiden.

Mit Hilfe des Satzes I kann man einen neuen Beweis des folgenden
Satzes fiithren:
o 0 F; — - . . L
Satz 1I. Wenn die Reihe > a;,Vign konvergiert, dann ist die
1
i = PR = L : S, 8, ...+8,
Reihe N a, ¢, (z) fast dberall (C1)-summierbar, d. h. —— et
1
konvergiert fast iiberall®).
*) Eine solche Reihe hat D. Menchoff Fund. Math, 4 (1923), S.104 angegeben.
) Vgl. meine Note in Math. Zeitschr. 28 (1925), S. 266 u. 268,
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Zu diesem Zwecke beweisen wir den folgenden

Satz III. Damit die Orthogonalresthe >a, ¢, (), fir welche
1

i 2 0 55 7 \ . . - &
N ar konvergiert, fast diberall (C1 |- summaierbar sei, ist notwendig und
1 “ 1] .
hinreichend, dafi die Teilfolge s,,(x) fast dberall konvergiere.

Beweis, Die Notwendigkeit folgt aus einem Satze von A, Kolmogorow *),
der besagt, dall die Reihe

=

T, |2 8 - 8gt-...48
Mia. x—81)y WO O, R - Lt
k=1

fast iiberall konvergiert.

Jetzt nehmen wir an, dall s,«(x) fast iiberall konvergiert.

Nach dem Satz von Kolmogorow konvergiert dann fast iiberall die
Folge o,4(2). Nehmen wir die Differenz o; — g,%, wenn ottt

s ist:

, ; ol i N i A B
0; - Ogk =(0; — 0, 4) T (0490 — Fpa) T oo T (Ogh_; — Ok
also
: R ey 1 i
ﬁJ.—ﬁ.,&'il“'f;‘;l’.T';- -r;J-__;_“],—_':-'lr"':J“_'-l Oipq—0; 3_-]':--;—,— ;
S : : . J+2
; 1
4 i 1| oan_q — Oq
E - fak—1
die Schwarzsche Ungleichung liefert
figk—1 . [ek_1
i e T 2 e Nyl
nj = ”'_‘ 'r". == { ‘:_ I;‘Il'[\ﬁ'n i ‘In 1 'I i | i | ?:
n=j n=j
2k y gk
T \ 3 = i |
< .;\ n I:ﬁ" — i) l, —!.-J
-_nk—] -_:&'—1__] g

da aber

ak_1

B 1 o T b ~k—1 -
> .f.<:-:1g<_-3’"—1,]—1g3 <lg2,
gh=141"

S o \ 2 ' . = -
und die Reithe M n(o, — ¢, ,,) fastiiberall konvergiert®), so konvergiert

a; — 0gx— 0, Die Reihe ist also fast iiberall (C'1)-summierbar.
Beweis des Satzes II. Da Vi< Vig2* so ist die Folge s,x(2)
nach dem Satz I (Bemerkung) fast iiberall konvergent. Aus dem Satz II1
folgt die (C 1)-Summierbarkeit der Orthogonalreihe fast iiberall.
Auf Grund dieses Beweises erhdlt man aus jeder Verschirfung des
Satzes I eine entsprechende Verschiarfung des Satzes II.

#) Fund, Math, 5 (1924), S. 96. — % Siehe Anm. ).

(Eingegangen am 18, 5. 1925.)
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