Uber das Gesetz der grofien Zahlen.
Von

A. Khintchine in Moskau.

1.

e

Problemstellung.

Man denke sich eine unbegrenzte Reihe von Versuchen angestellt, die
sich alle auf das Eintreten eines Ereignisses £ beziehen und voneinander
unabhiingig gedacht sein mogen. Die Wahrscheinlichkeit des Eintretens
von K im n-ten Versuch sei mit p  bezeichnet. E sei unter den n ersten
Versuchen m(n)-mal eingetreten; man setze

n
un)=m(n)— 3 p;.
i=1
Der beriihmte, von Poisson aufgestellte und von Tchebycheff zuerst streng
bewiesene Satz, den man gewdhnlich als das Gesetz der grofien Zahlen
bezeichnet, lautet: Sind die Zahlen ¢ > 0 und n > 0 beliebig vorgegeben,
so kann man fir ein geniigend groffes m die Relaiion

(1 \' lp(n) | < &M

mat emner Wahrscheinlichkeit > 1 — n behaupten.

Auch die Wahrscheinlichkeit dafiir, daB die Relation (1) fiir alle n > N
erfiillt wird, strebt bei unendlicher Zunahme von N gegen 1; diese wich-
tige Tatsache ist, wie mir scheint, nicht geniigend hervorgehoben worden;
sie bildet keine direkte Folgerung des Poissonschen Theorems und kann
auch nicht durch seinen iiblichen, von Tchebycheff herriihrenden Beweis
festgestellt werden; meines Wissens ist in der Literatur iiberhaupt kein
allgemeiner Beweis dieses Satzes angefithrt worden. Wichtige Spezialfille
hat Herr Borel in seinen bekannten Untersuchungen iiber die Verteilung
der Ziffern in systematischen Entwicklungen der Zahlen!) bewiesen; und

') Vgl. z. B. die Note V seiner Legons sur la théorie des fonctions, 2. Auflage, 1914.
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die von ihm benutzte sinnreiche Methode reicht auch vollstindig aus, um
den Satz allgemein zu beweisen,

Ferner ist der Satz von anderen Autoren?), wieder in Spezialfillen,
noch weiter verschirft worden: die Ungleichung (1) wurde durch schirfere
Ungleichungen ersetzt, und die Behauptung blieb erhalten.

Die Aufgabe, eine exakie obere Grenze fiir die Groflenordnung der
Funktion p(n) awfzusuchen, habe ich vor kurzem fiir den Bernoullischen
Fall (p, = p, = ... =p) exakt formuliert und auch die Losung derselben
fiir diesen Fall gegeben?®). Vorliegende Abhandlung enthilt die Lisung
desselben Problems fiir eine viel umfassendere Klasse von Fillen.

Die nachfolgende Definition der exalten oberen Grenze fiir u () ist, soviel
ich sehe, die natiirlichste und, streng genommen, auch die einzig mégliche.

Definition. Als eine exakte obere Grenze der Abweichung u(n) be-
zeichnen wir im folgenden eine positive Funktion y(n), wenn sie folgen-
der Bedingung Geniige leistet.

Fiir jedes Paar positiver Zahlen 6 und v gibl es eine solche ganze
positive Zahl n, — n, (0, ), daff mit einer Wahrscheinlichkert > 1 — g
zwererler behauptet werden darf, ndmlich:

f:; I

e : F : e [ A
2. Fiir wenigsiens etn n > n, st ,-i.{-u}' >1—34.

Dabei kann n, beliebig groff gewdhlt werden.

1. Fiir alle n > n, ist

Man ersieht leicht, dall, wenn eine dieser Forderung geniigende
Funktion g (n) gefunden ist, auch jede Funktion der Form y(n)-4o(z(n))
eine Losung des Problems liefert. Die Existenz einer Losung y(») kann
natiirlich nicht a priori behauptet werden.

In meinen bei *) zitierten Arbeiten habe ich gezeigt, dafl im Bernoulli-
schen Falle die Funktion

z(n)=12p(1—p)nlglgn

die gesuchte Losung liefert!). Es lag die Vermutung nahe, dall man in
einer Reihe allgemeinerer Fille

f
!

mn
(2) x(n) = —l,fx"_’ Do —p)lelgn
i=1
2) Hausdorff, Grundziige der Mengenlehre 1914, 8. 421; Hardy und Littlewood,
Some problems of diophantine approximation, Acta Mathematica 37 (1914), 5. 185;
Khintchine, Uber dyadische Briiche, Math. Zeitschr. 18 (1923), 8. 109,
%) Comptes Rendus 178 (1924), 8. 617—618; Fundamenta Mathematicae 6 (1924),
8. 8—20.
4) Ieh habe in jenen Arbeiten fiir die beiden Zahlen 4 und s einen einzigen
Buchstaben ¢ geschrieben, da mir die gegenseitige Unabhingigkeit dieser Zahlen
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setzen konnen wird, Das Ziel der vorliegenden Abhandlung ist, die Be-
stitigung dieser Vermutung fiir eine sehr umfassende Klasse von Fillen
zu erbringen, Es gilt nimlich der
Satz. Die durch (2) definierte Funktion y(n) liefert eine exakte
obere Grenze der Abweichung wn(n), sobald alle Grofien p;, und 1 — p,
oberhalb einer positiven Schranke a bleiben.
Dem Beweise dieser Behauptung sind die beiden folgenden Paragraphen
gewidmet, Hier mochte ich noch bemerken, dall die Losung
[ n n
z(n)= —l 2 Xpq;lglg 3 pq;,
i=1 i=1
die unter den Voraussetzungen unseres Satzes mit der Losung (2) asympto-
tisch zusammenfillt, aller Wahrscheinlichkeit nach fiir noch allgemeinere
Fiille Geltung behilt.

Aufstellung der Hilfssitze.

Im folgenden sollen L,, L,, ... absolute positive Konstanten bedeuten;
L, (z,4,...), Ly(w,y,...) sollen positive Grolen sein, die nur von
a, Y, ... abhingen.
Es sei w(n) eine positive Funktion des Argumentes n, und man setze
\ i 4
¢:=1—"mp; v=yv(n)=|/2 3 p;q;y(n).
i=1 !
P(n,») bedeute die Wahrscheinlichkeit der Relation
pn)| =»,
und die Voraussetzung des Satzes in § 1 sei daunernd erfiillt gedacht.
Hilfssatz 1. Hs ist fiir n > L,(a) und jedes ganze positive
3\ &) ) g

lg n

R.;. f:L- = ]g ]g{"},
E
P(n,») < Ly (=)
LI ey (m)/ 7

auber Zweifel schien. Dieser Umstand hat Herrn Borel (vgl. seine Bemerkungen zu
meiner Note) die Veranlassung gegeben, das von mir geloste Problem als ein in ge-
wissem Sinne willkiirliches zu betrachten und nach der Funktion zu fragen, die in
den Ausdruck fiir 7 (n) an Stelle von lglgn tritt, wenn & und 7 statt der Relation
d = durch eine andere einfache Relation é =g (5) verbunden werden. Indem ich
natiirlich fiir dieses iirgerliche MiBverstindnis mich allein verantwortlich fiithle, muf
ich hervorheben, daB die beiden Zahlen é und # (also die beiden ¢ in meiner fritheren
Bezeichnung) vollstindig unabhingig voneinander oder auch irgendwie verbunden
gedacht sein kinnen, ohne daB dadurch der Wortlaut der Behauptung irgendwie ge-
findert wird, so dafl letztere eine in diesem Sinne vollstiindig allgemeine Geltung hat.
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Beweis®), Wir beginnen mit der Betrachtung des Ausdrucks

|'1 ) ( ;ﬂ r’-‘l/' \ n'_lf'— ! Ij”' Rz 2a e

wo die Summation iiber das dur'ch
0= u=

bestimmte Gebiet zu erstrecken ist und H,, , . . . die symmetrische Funktion

I = ut+r-4.. .. +to==~%

der Produkte p,q, bedeutet, deren allgemeines Glied durch
\ it N\ ) ]
ty } ! ’
(2, 9;) \P%) - (P 4;,)
gegeben ist, wobeil 7, 7,, ..., 7, voneinander verschiedene Zahlen der Reihe
1,2, ..., n bedeuten.

Offenbar ist

ffin: ( n { no w
le. R 1] |: ..lr{'lui‘?t ; .}.. .p ql ) i II'\ ll{p" qJ\J /J G
=1 =

Vi=1 \g=

Daraus ergibt sich

n n
# 8 i ¥ f
I Z(pea)” Z(pia) “ (peg)”
By as ey OF _,:.':l t=1
d ; n y M Ir \* n
= v 0 ) > Pi *.n) = v f;.
\i= /o A=t \i=
)
mn i (! [ 2
f{j." Ll -rtﬂr'_n:- 5 aﬂfu_ﬂm == = 14+ ... +w—1 °

Ist wenigstens eine der Zahlen u, »
daher

y .-y groller als 1, so findet man

Die Anzahl der Glieder rechts in (4) ist offenbar gleich der Anzahl der
Zerlegungen der Zahl £ in positive Summanden, wenn zwei Zerlegungen,
die sich nur in der Ordnung der Summanden unterscheiden, als identisch
aufgefaBt werden, Diese Anzahl ist jedenfalls kleiner als 2%, wie eine
rohe Abschitzung leicht ergibt. Da ferner k! eine obere Grenze fiir die
rechts in (4) auftretenden Polynomialkoeffizienten ist, so erhilt man

as &

LSS 1 -2 & 3 s "-.I. e L bor Lot B Y l.:r ) Llg I
C n 7 2% e

n

Wegen der getroffenen Voraussetzung (3) ergibt das fiir n > L, (a)

(5) C—Fk\H, 4 . .1 Sl
At | C | g

5) Die Bausteine dieses Beweises kiinnen in einer von Markoff ersonnenen Methode
erblickt werden (vgl. sein Buch ,,Wahrscheinlichkeitsrechnung®, 4. russische Auflage,
1924, insbes. S. 148—152). lhre Verwendung mubite jedoch hier, dem gegenwiirtigen
Ziele entsprechend, wesentliche Modifikationen erfahren.
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Andererseits betrachten wir jetzt die mathematische Erwartung B
der Grolle

T 12k
].r“ I‘}?- -lf .

Bezeichnet man mit x, eine Griéfe, deren Wert gleich 1 oder 0 ist,
je nachdem das Ereignis £ beim z-ten Versuche eintritt oder nicht, so ist
offenbar

B =¥ {( 2 (@ — 1) f'{-‘_f..'.'":-'”.'}”i + (1 — %))}

] =1 i=1

n
\'TJ X (2 k) y . ] 5 ]
e u.rﬁ_r'".'..'-"-'fb"'ﬂ'""’" [li.!.‘-?ii (1 ——.r.l-‘r{,"-}l.
i e =1

Dabei ist die dullere Summation iiber alle moglichen Wertsysteme der z;
zu erstrecken, wihrend im lefzten Ausdruck das Gebiet der inneren

Summation durch

0<elps...84, at+B+...+2A=2Fk

festgelegt wird; S, ...: bedeutet die symmetrische Funktion der Diffe-
renzen x; — p,, deren allgemeines Glied durch
(a5, — 23,)* (@e, — p) - . (25, — p2,)°
gegeben ist, wobei 2,,4,,...,7, voneinander verschiedene Zahlen der
Reihe 1, 2, ..., n bedeuten.
Indemm man die Ordnung der Summation wechselt, erhilt man

. e AL
(6) B — wlfl, LR
Qy Pyaaagd

T
Gu.,r?.;...i:

WO

T
| — Y . sl [ s ~1L- a 1
("ll.,u'..._.l- AT _\._T {*'S-'L,f"”-..n‘- l'.![ {.‘Tflur' | {l L l[)Qt)J
x i=1
die mathematische Erwartung der Funktion 8, .. ; darstellt.
Unser Ziel ist zunichst, eine obere Abschitzung fiir B/C zu gewinnen.
Zu dem Ende gehen wir von der leicht beweisbaren Identitit
Gae,...o=H 1 ...1
aus. Wegen (5) erhalten wir fiir n > L, (a)

: E-:’!L:!,-,J., ey B 1 s Tl

C TR lg n k!’
also fiir n > L, (a)
Gpang O
(4] =
(2k)! Gop . 2 _(2K)!-2 (k\*
= 2k - : T3 < .L.. Rl
aEke 2%k 1) 3 \e,
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Betreffs der anderen Glieder der Summe (6) bemerken wir zunichst,
daB ihre Anzahl ganz wie diejenige fiir (4) abgeschitzt werden kann und
sich kleiner als 2” ergibt, Ist eine der Zahlen e, f,...,i=1, so ver-
schwindet bekanntlich das betreffende G, 4. ... Wir haben demnach nur
noch diejenigen Glieder zu betrachten, in welchen wenigstens eine der
Zahlen e, f, ..., groBer als 2 ist.

Offenbar ist allgemein

Go 840k fl; 1-'17 (p s+q,. )P 9+ 4 j}::J sel e 0k )

wo die “-urrlnmtltni iiber alle moglichen voneinander verschiedenen Zahlen

iy, %g5 -+ -5 1, der Reihe 1,2, ..., n zu erstrecken ist. Daraus folgt
n ’
1 a—1 a— 7 e —143 1 A= 255
{1 ‘1}’» g (- ai=t) IL 3  P;d st =f=gh "JJ---(!,,ll»piqlw; ko=t
und weiter
n -1, -1 4 g—1 f—1, ” —1 A—1
Ay Ju JP +e¢77) Zwpq(pi +e ) P o (P +ai ™Y
o, 4, LI = L[ _l-‘—J 2 =1 f T
C o il A
T 3 n a y ilv —‘
( Zpiai) ( Zpiq) ( Zoiae)”
=1 i=1 i=1
a0z
% t;"—ll{_i—!-i- -i—!,
n- =

ist wenigstens eine der Zahlen «, f,..., 2 grofler als 2, so ergibt sich

hieraus

(8] Wil
denn im Falle, wo nur eine von den Zahlen «, g,..., 4 griofler als 2 ist,
mufl sie wenigstens gleich 4 sein, da ¢+ ...+ i=2Fk eine gerade
Zahl 1st.

Somit findet man fiir n > L, (a)

B [ k\E ok @ :
- e | 2] 9D Ly
ok — Ly 1\8."' 1 n k)
kA (4ENEE 1
= SN LT
> L:;(ﬂl Jr'j"{\ﬂi /
:!
o I;A LJ' I Hek 2lg c'| lg k I
=l I
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zur Folge hat. Daraus ergibt sich

B B i i Vi

e < N —— J
y2E 0k 0y )k :} L\C y(n)/

Die linke Seite ist hier die mathematische Erwartung der Grifle

||' - (‘- n }\-l L

gril

Nun ist bekanntlich die mathematische Erwartung eines jeden posi-
tiven Ausdrucks in allen Fillen grofer als die Wahrscheinlichkeit dafiir,
daBl der betreffende Ausdruck griffer als 1 wird (die Anwendung dieser
Tatsache bildet eine der Hauptideen der Methoden von Tchebycheff und
: ; i 5 lgn
Borel). Folglich erhiilt man a fortiori fiir n > Ly(a) und £k <

o e = lglgn

e\~

\ |
vew (n)/

P(n,v) <L, ,

womit Hilfssatz 1 bewiesen ist.
Hilfssatz 2. Fiir n> Ly(a) und 1 <yp(n) < B o
i =i D=-lwlian

P(n, j':] < L. e,
Beweis. Die Anwendung von Hilfssatz 1 mit k= [y (n)] liefert

P(n,v)< Lye~vmil 'L e-win,
w. z. b. w.
. . P ~. ign
Hilfssatz 8. Fiir n > L,(a) und y(n)= 8
44 = lglgn
g »

P(n,»)< L.e l&kr,
[ lgn

Beweis. Die Anwendung von Hilfssatz 1 mit & = et liefert
= u _r T 97
[ Ign ] lgn
Pln,»)<L.e L“’”-"' < L, e &glan
woraus a fortiori
]L'::'
P(n,v) < L,e '8
folgt, denn fiir » > n ist offenbar P(n,»)=0.
Hilfssatz 4. Fir n > L, (a) und ¢ (n) =1 ist
Pﬂ:}!, ) < 'I“ {E-n;-iﬂj _:_ e 22 r}_
Beweis folgt unmittelbar aus den Hilfssitzen 2 und 3.
. = . < el = s o
Hilfssatz 5. Fiir n > L, (a) und w(n) = L 1.8t
A A = elglgn
lE
\lglgr

; Z lg n
P(n,»)< L, &

I-.' ': f"' (JEJ iJ—’ I’-.' ?l.';
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lgn ]

Beweis. Die Anwendung von Hilfssatz 1 mit &k = glgn liefert
Iz n 3 Ig» =
P( T I:x Ig \lglgn y I..-- Ign yiglg
o [ T g = | : |
L i, ) | i\e 1}"(”) ngr !g,” J 3

\ew(n)lglgn/
da wieder fiit » >n P(n,»)=0 ist.

Von hier an soll der Kiirze halber fiir jedes ganze positive n dauernd

e ﬂl 7
r{n)= ',f 2( 3 p,q;)lglgn
i=1
gesetzt werden.
Hilfssatz 6. Bedeutet A(n) die Wahrscheinlichkeit der Relation

w(n)| =1 +¢)z(n) (e > 0),
so st fiir n > L_(a)
. L.
Aln) < — S
(lgn)2tial®

Beweis folgt aus Hilfssatz 2 mit
wn)=(1-+e)lglgn.

Hilfssatz 7. Bezeichnet man mit B(n,, ny) die Wahrscheinlichkeit
der Relation

gy ) n(ng)

() 7m0  2(m)

so ist fir n. > L. (a,e), n, <n,<2n,,
| 1 7 \Ws-E i 2 19

mlelgn lgn
: Taln: £)— - e
B {-}i.l r '},{2?] = I"ll {{}_ m—m | g I;:L_u.-n,}‘

Beweis. In der Reihe der Versuche von (7, +1)-ten bis zum n,-ten
moge das Ereignis § m(n,, n,)-mal eintreten. Setzt man

Mg

wlngn)=mn, m)— 2 P
+1

go ist offenbar
pny) = pu(n,) -+ p(ng, na),
so daf statt (7) auch
Al 1 1 win,, n,)
.Iaf[-n.lj-f--- C— e (ny k1
| pin ) yi(ne)) z(ne) |
geschrieben werden kann. Daraus ersieht man, daB, wenn (7) erfiillt ist,
notwendigerweise auch eine der beiden Relationen

1 1 1 = 1B

n)  z(m)fiT 2

(8) i,u(nl){z{
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und
ping, ng)| e

(9) -
x(ng) T2

erfiilllt sein mufl. Die Wahrscheinlichkeiten dieser Relationen seien mit
B, (n,, n,) bzw. B,(n,, n,) bezeichnet, so daB also
(10) B(ny, n,) < B, (ny, ny) + B, (n,, ny)
ist.
Die Ungleichung (8) hat zur Folge

& p(n)z(ng) LAl 2a®*n, lglgn,
2 /I.‘rhlwf{ﬂ )T 2 x(my)—y(ny)?

|

5 /% [ 5
z2(ng) — z(m,) < 12lglgn, 11 2o ——'“’__“I ?JinJ’

ping )| >

und da

=1
g
: 2 Pl a :
‘L = i=n,+1 - = g — ¥
=J2Iglgn, —== < Viglgn, i i
1/ B 1/ ™ z ]'.?.fz 7
I 2 P+ } 2 P i
y .. i =1 =1
1st, 8o erhilt man weiter
sy ga)2n, Yn,lglgn ; n
uing)| = Jam Iniielan e, g)—=—1JFn lslen,
(no—n,) Viglg n, ne—n,

Die Anwendung von Hilfssatz 4 mit n = n,,

YL et La(a, e nilglgn
"zjflfj“.--"'_” _-ln l‘nl Ig]gn“ w(n)=- ) £) M L
2 h
(g —m,)"-2 \‘ i T

l:].
8t fiir n, > L, (a, &) gestattet und ergibt wegen n, — n, < n,
= L:Ir_:. £) fy lgluu, _L.u]i.l?h
i 2 — 1 1 lelg
(11) B, (n,, ny)< L.\e R ’““’”‘}

Andererseits folgt aus (9) a fortiori
i Sl
(g my)| > 5 ()

die Anwendung von Hilfssatz 4 mit n = n, — n,,

)"6
Sl = i) lglgm,
R s £° =1
: —'.;','zft”;): r,r{rzjl N = =
L2 D
d s . =n;+1
ergibt fir n, —n, > L (a, &)
lglg I
; 3 _ | - ﬂr: L—“;r;”] = ‘E'L"L'!FI'L:,E:J_‘l
(12) B,(n,,n,) <L, \e S Al SR s,

um diese Relation fiir alle n, — n, giiltig zu machen, brauchen wir nur
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n, > L, (a,¢) zu wihlen; denn dann wird fir n=mn, — n, < L,(a,zé)
auch n < », also B,(n,,n,)=0 sein.

Aus (10), (11) und (12) folgt, daB fiir n, > L.(a,&) und

=m0, —n <m0
ny lglgn, g,

[ = Liae 1 1 =Iaps n
- s — 71 b BIEn,
B(n,ng)< Ly, \e =g

wird, womit Hilfssatz 7 bewiesen ist.
Hilfssatz 8. Fiir n, > L (a, &), n, <n, <2n, und

10l @, &)

Na—MN
[n] 2 1 -
| 1! ! _ I"JI n, =< Jil
) n, 5 " &

g ny
Ly
g 1g n;y

i A f ; Ny — Ty
Bi(ng, ) < Ly \ L. (a,¢) = lgn, f
Beweis. Wir behalten die Bezeichnung des voranstehenden Be-
welses bel.

Fiir die Abschidtzung von B, (n,, n,) hatten wir

P r A "y
win) > L,(a, ¢) TS Ig 1z "y
was Jetzt wegen (13) reichlich
lg n,
Ywin) = —
' elglgn,
liefert.
Hilfssatz 5 ist also anwendbar und ergibt fiir n, > L., (a, &)
i 1z 1,
_I Mo — T lglg n,
) ) f A\ g
By (ny, mo) < Ly § Lia(a, &) g m, ;
| ", |
Andererseits hatten wir fiir die Abschiitzung von B,(n,, n,) n=mn, —n, und
i 3 (!
win) = L.(a, €) L_lglgn,,
 (n A by lglgn,,

was wegen (13) und n, — n, << n, wieder reichlich

. : lgaa lg (n,—mn,)
W) - > - -
NS elglgn, eleglg (ne—mny)

ergibt®). Hilfssatz 5 ist also wieder anwendbar und liefert fiir n, = L, (a, ¢)

Ign,

Ty 1-r|-:J,'-

iy \ I SN Mg —y | gitsos
B, (n,, n) < L, \ L (a,zs) = lg ny |

ny—#, diirfen wir auch hier gréBer als eine passend gewiihlte positive Kon-
stante voraussetzen; denn fiir kleinere n, —mn, verschwindet die Wahrscheinlichkeit
B, (n,, ny), um deren Abschiitzung es sich hier ja allein handelt.

11

Mathematische Annalen. 96.
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Wegen (10) erhdlt man also fiir n, > L, (a, ¢), n, — 7, < n,, und (13)

vorausgesetzu,
Ly |.|::]:.JI

S A
) < e \ L (a,e) - lg My | 3

»
B(n,,

womit Hilfssatz 8 bewiesen ist.
Hilfssatz 9. Man setze wieder voraus, dafi
L.(a,e)<n, <n,<2n,

sst und (13) erfillt wird. C(n,, n,) bedeute die Wahrscheinlichkert dafir,

dafi fiir wenigstens ein b, n, < b < n,
w(b) pln )| -
i () 7 I\ji]}
ausfdallt; dann ist
lgn,

0 o In Ij' \ Mg —m, ] ; "Jzlgn,
(s My ) << (Mg — Ny ) Ly | Z1s (@, &) = g;-;.lj -

'

Beweis. Folgt aus Hilfssatz 8 wegen

C(ny, ) <B(n,n,+1)+B(n,n,+2)+ ... +B(n, n,),
denn die Voraussetzungen von Hilfssatz 8 sind offenbar fiir jedes Paar (n,,b)
erfillt.

Hilfssatz 10. Bezeichnet man mit D (n) die Wahrscheinlichikert
der Relation

w(n) > (1 —e)x(n),
so st fiir n > L. (a, &)
- L.,
D(n) = o
; (lg H.:ll_L-" e} e

Beweis. Am schnellsten iiberzeugt man sich von der Richtigkeit der
Behauptung, indem man einen Satz von Liapounoff ?) heranzieht, demzu-
folge die Wahrscheinlichkeit der Relation

| n

w(n) >t ’ 2 N p, g,
i=1

fiir unendlich grofles n dem Grenzwert

- e

U R
E Jri—-'- dz
I.l'l

i
gleichmdfiig @n t zustrebt, wobel das Fehlerglied von der Form
[ g n
|
\ |

") Mém. de I’Acad. de St. Pétersh. (8) 12, Nr. 5.

()
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ist. Fiir ¢ = (1 — &) llglgn ergibt sich daraus

a
D(n) > 1 I vy L.(a)lgn
4 7T v | n
1—e)yIglgn
A—z)yIglgn +1
w . q
I L(a)lgn . 1 —{n—eyiglgn+1} L.(a)lgn
. e~ %dz — ' Si—¢ : :

i . i | e [
(1=shy/ilglgn

also fiir n > L,.(a, &)

D(n): =,
el (lgn)t s e)
w. z. b, w.
§ 3.

Beweis des Hauptsatzes.
L.

Die positiven Zahlen 5 < 1 und o < 1 seien beliebig gegeben.

Man setze
5 £ e Y G
8=, HE— -2, T = .‘tlml-,_,, ik |
ferner setze man fiir jedes ganze positive m
'“, A ._Ij“ f s .Ir.'T' ".—|

-i I » |]_ - |
i \ me/ |

”_m k = --:— I_ | ﬂg'. = [}. 1 g ¢ w oy )’.’i“__:'-
Dann ergibt erstens Hilfssatz 6 mit n = W 0 fir m > Ly (a, e)

\ - L. L..(a, &)

A - 7 P10, =

(1) ‘_IL”' = fanle (14 R T AL LR
{mig(l+4z))} m
Ferner wollen wir Hilfssatz ¥ mit n, = n
anwenden; wegen

ny=mn, ., k=1,2,...,m"

T

kz | NI
wi, O =< PR 1 Tk ,-l ol 1 )
i

n ==

m, R

sind seine Voraussetzungen fiir m > L,,(a, ¢) erfiilllt, und wir erhalten

I T A" (lzm 4 1glz(1+1)) I mlg(l47) ]
g (et ) J1a - =T LT
f_ . A N = lj’ : r(1+7)™ + 1 | . S g+ lgle (14 r:]
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|’ L lgm t) l
¥ = ! m g (1 7)
= lﬂ (L+2)™ T 1z
e bl e
. - Lo, 8) ¥ : 3
Wegen 7 < - r i st fiir m > L, (a, &)
L.(a, s : e . ; cea B : \
\ ,I >3, (o 3 ]f_{’ m = 19’. I,‘.’ (1-+ "}} — (& I 2,-' 1?-’ m
=
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und folglich
m
1 i P_L'il'ﬂ'] '“I:ml

Biln P 1) < L“ { PR |
I o

N, 02 m
Daraus folgt weiter

m
— Lialg(l47)—-
mi |'.4.'.IJ.'I

;- ~ Ca

Endlich wollen wir Hilfssatz O anwenden; dabei setzen wir iy =0

m, k?
(3]

2 mx+1r £#=0,1,2,...,m*— 1. Fir m > L, (a, ¢) sind dann die
Bedingungen

m=

=i . (LS
(11 J &;i B | 00 i) Jil-"1.i 1m?® Tmee

n, = mn

Lig(a,e)<n, <n,<2n

/ 1 i3
wie man leicht sicht, erfiillt, Ferner ist
(1+£)" <
g iy = - -1,
. m"
also fiir m > L, (a, &)
Ny — (1 Ly LAy ¥ 2 :
g : Ig”j = [ m —,I— 1) ]L"r]. =]
1 m*(141)™ oo
m -1 e . m ; .
= = Igl'l';-T_IJ‘T"‘:— 1 s Lifliﬂﬂ'l:l::‘
gl T 1 (1+=)™ / : ;

denn « ist grofler als 1.

Die Bedingung (13) ist also auch erfiillt; damit haben wir die An-
wendbarkeit von Hilfssatz 9 festgestellt.

Somit erhalten wir fiiv m > L,, (a, &)

%
!

C(n, s n
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migil+r)
- = § <16
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Nun ist nach der Definition von e«
=g == rs<1).
daher wird fiir m > L, (a, &)
4 T : :
f - S =T () 1 i 2R ‘ o
C WPl s o 3 1:] & £k ) 5 (k=0, 1:35“'!“" _'”:
L
und folglich
m®—13
(III) 2 O(ny s N ygq) < Lyg o Tustiam — g
k=0 § S = 2
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Wir bemerken zuniichst, dall die Ausdriicke %, #, , w, allgemeine
(lieder konvergenter Reihen in bezug auf s sind. Deshalb kinnen wir
die Zahl m, = m,(a,d, ) so grol wihlen, dall erstens fiir m = m, die

Abschiitzungen (1), (IT) und (IIT) giiltig werden und zweitens

or
_ ~1 ) e
{ 1-1) e IFlfI-'I‘ o1 ?.m - U m ) =~ 2
m=m,

wird.
Dann ist erstens die Wahrscheinlichkeit dafiir, dafi fiir wenigstens ein

m = m, die Relation

(A) SS el

X Mmoo

erfiillt wird, nicht grofer als

\ ) o
2 A(n, o)< .
M=, m=m,

Zweitens ist die Wahrscheinlichkeit dafiir, dall fiir wenigstens ein

o=

Paar m, k (m =m

< m*) die Relation

(B) “#(mg) 1t (k)

\

L x (el Pl

besteht, nicht grifler als

= m o

YN RY( |zt B3I

SIS N Mo 09 Mo 1) < 2 Upye
m=m, k=1 m=1m,

Drittens ist die Wahrscheinlichkeit dafiir, dall fiir wenigstens ein

= Nm,,0, Wenn m und k& durch
l.l';-] ' ”m, k i{ n < ﬂmr.l.' +1
bestimmt werden, die Relation
(f"l [ (n) g (M, z)
.' &

’ [z (m) (N x)

besteht, nicht griofler als
w mt—=1 : =
‘lf -\-— O[\”m % T, 1 -!—1) -E- Wy
m=m, k=0 ! . m=m,

Deswegen liefert uns die Ungleichung (14) folgendes: Mit einer Wahr-

= - . 1] = . q iy " .
scheinlichkeit =1 -—_—; diirfen wir behaupten, dall fiir kein n = nyu 0,
wenn m und & durch (15) bestimmt werden, irgendeine der Ungleichungen
(A), (B), (C) bestehen wird.
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re - - . . - . . e 1
Wer konnen demgemdafl mit einer Wahrscheinlichkeit =1 — 2 be-

hauwpten, dafi fir alle n = ny,, o

(16) pln)] - |uin) BN k) | | et ( Yo, 1) (o) | e Al e
) ) =~ et e e : - = | > L
; 2(n)| = | xf i) W) | | 2 (T k) A Mm0) | I A 0 )|
Letet(l+e)<li+d
28t.

]

lis bedeute 4 eine grofle, nur von a, 6 und 5 abhiingende positive
ganze Zahl, die spiiter niher bestimmt werden soll. Wir wollen mit P,
ceit fiir das gleichzeitige Bestehen der Relationen

die Wahrscheinlich

et | (A" ]
(17) ! =l >1—2¢,
x (4%)
: [ (A%) e ,
(18) “j l<1—2¢ fir =1,2,...,6—1
joa 0.t T e

£
bezeichnen; 3 P, ist dann genau die Wahrscheinlichkeit dafiir, daB fiir
=1
wenigsten ein k£ <t (17) erfiillt ist.

Wir betrachten die Versuche der Nummern

AFEN 1 his A

das Ereignis £ moge dabei
ak , qR=1
M=m(A4A") —m((4")
mal eintreten.

Die Wahrscheinlichleit der Relation

AF
M — e Di
o
| | i=4 +1 = i
(19 . =
{2 7 P lglg (A kg %=1 )

f=A¥=14,

|
|
|
't
|
|
'

ist nach Hilfssatz 10 fiir geniigend grofles A grofer als

Nun mogen (19) fiir einen bestimmten Wert von & und (18) fiir
Jedes ¢ < k erfiillt sein; wir wollen zeigen, daB dann auch (17) notwendig
erfiilllt sein muB.

Zu dem Ende bemerken wir, daB

Ak

M — > pi=nul4d J:-J —u(4 k_lj

e

i=4 k—1 1




(esetz der grollen Zahlen. 167

Aus (19) folgt daher

o] i K
o o =1 / <] i = o E—1:
w(AH>p(A*H+(1+e) )2 ¥ pglglg(4—4 M)
i=A%F 141
Ak
}1 Pits -'II A ¥ k 1
e , \ - Ak=1_ 1 : k=11
A I = i=4 : [2 Yp.qlglg(A"— A" ).
[l B Lk — Pid;
. =1
X D
i=1
Nun 18t
|£- _]Pl.'—]
;1 i i 3 it i
i=ak 144 =5 i=1 ! g l 1
Ak A a AF a A
:‘.‘ Pi i Pl Pi i
i=1

Folglich wird

#(49 > p(4) + A=) 1 —gaza(4

Andererseits folgt aus (18)

F E—1 5 P ey E—1
(4 > — (1 —2¢)x(4 )
4k=1
l‘ Pirf:'
/ e i=1 4 .
o = (4

2 Piq
§=1

> — (1—28))/ g 2(4").
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Demgemél) erhilt man

Li_-.l'},_;F_.il‘

i

i i ‘ \ . 1 '|'II o o "'l-'___‘_I'-II
n|.;'1ﬁ;: _:{I:‘,-'-lﬁl {ll ely F,:II [ i ],-" lglg( A 1 _

lglg A%

Die Relation (17) folgt daraus a fortiori, wenn der Ausdruck in den
oeschweiften Klammern grofier als 1 —2e& ist; und das wird, wie eine
leichte Rechnung zeigt, tatsichlich fiir jedes & der Fall sein, sobald nur 4
geniigend groB gewihlt ist.

Es ist also (17) eine Folge von (18) und (19); folglich ist P, nicht
kleiner als die Wahrscheinlichkeit des gleichzeitigen Bestehens von (18)
und (19). Bezeichnet man mit =, die Wahrscheinlichkeit der Relation (19)
und bemerkt, dafi diejenige der Gesamtheit der Relationen (18) gleich

E—1
fr=s _l‘ e
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ist und daB (18) und (19) die Ergebnisse zweier voneinander unabhingigen
Versuchsreihen darstellen, so hat man folglich nach dem Multiplikations-
theorem der Wahrscheinlichkeiten

E—1

(20) P.2n(l— 3P

K ; =

Wegen
- LlT

ity — o |
& . :— = r
{lg (4% — A% Y=l

iiberzeugt man sich leicht, daB die Reihe
o

o

divergiert, Da nun die Reihe

ihrer Definition gemiB konvergent sein muf, so folgt auns (20)

lirn (7 — j_l P)=0.
k=»x i=1
Deshalb kann K so gewihlt werden, dal
K
_l’;”,. >1— ,’f

{=1
wird. Mit einer Wahrscheinlichkeit — 1 — J: kénnen wir dann behaupten,
daB fiir wenigstens ein &, 1<k < K, die Relation (17) erfiillt wird.
Tragen wir noch Sorge dafiir, daB A  Myn,0 186, und bemerken, daB
I —2&>1—6 sein mul, so konnen wir, das letzterhaltene Resultat mit
demjenigen des ersten Abschnitts dieses Paragraphen vereinigend, das
Gesamtergebnis folgenderweise aussprechen.

Sind 6 und n feste positive Zahlen, so laft sich eine ganze positive
und zwar beliebig grofle Zahl A derart finden, dafs mit einer Wahrschein-
lichkeit > 1 — n zweierled behauptel werden darf, ndamlich
> A:

2. Bs wst (u(n)| > (1—408)z(n) far wenegstens etn n > A.

1. Es ust |p(n)| < (14-06)z(n) fiir alle n>
Damit ist aber unser Satz bewiesen.

Moskau, den 24. 3. 1925,

(Eingegangen am 2, 6. 1925,)
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