Uber die simultane Approximation von Irrationalzahlen.
Von
Ph. Furtwéngler in Wien.

Die Theorie der Approximation einer einzelnen reellen Irrationalzahl

ist durch den folgenden Doppelsatz zu einem gewissen Abschlufl gekommen:
Satz la. Ist e eine beliebige reelle Irrationalitdt und k eine Kon-
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stante, die nicht kleiner als — ist, so hat die Ungleichung
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stets unendlich wviele Losungen in (leilerfremden) ganzen rationalen
Zahlen x,y.

Satz 1b. Ist k eine positive Konstante, die kletner als — ist, so

gibt es stets reelle Irrationalititen « von solcher Beschaffenhert, dafi die

Ungleichung
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nicht unendlich viele Lésungen in (teilerfremden) ganzen rationalen
Zahlen x,y besitzt.

Fiir die simultane Approximation mehrerer rational unabhingiger
Irrationalititen ist ein abschlieBendes Resultat nicht bekannt. Unter-
suchungen, die in der Richtung des Satzes 1a liegen, lassen sich nach
Methoden wvon Dirichlet und Minkowski durchfiihren; eine Erweiterung
des Satzes 1b ist von Herrn O. Perron') angegeben.

Im folgenden soll ein allgemeiner Satz iiber die gleichzeitige Approxi-
mation von » — 1 rational unabhiingigen reellen Irrationalititen bewiesen
werden, von dem der Satz 1b ein spezieller Fall ist und der wesentlich

1) Uber Diophantische Approximationen, Math. Annalen 83 (1921), 5. 7.
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schiirfere Resultate liefert als die Entwicklungen des Herrn Perron, wie
spiter noch niher ausgefithrt wird. Der Satz lautet:
Satz 2. Ist k eine positive Konstante, die kleiner als

1
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tst, wo D die absolut kleinste Diskriminante eines reellen Zahlkérpers
n-ten Grades bedeutet, so gibt es stets n —1 reelle rational unabhdingige
Irrationalitditen e, «,, ..., «,_, von solcher Beschaffenheit, dafi die n — 1
Ungleichungen
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nicht unendlich wiele Losungen in (teilerfremden ) ganzen Zahlen
Bys By, -e -y 2, Desilzen,

Da 5 die kleinste Diskriminante eines reellen quadratischen Zahl-
korpers ist, geht offenbar Satz 1b aus Satz 2 fiir » = 2 hervor. Durch

den Satz 2 scheint mir die Bedeutung der Konstanten — in Satz 1b
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vollstiindig aufgeklirt zu sein. I
Die absolut kleinste Diskriminante eines (reellen) kubischen Kérpers

ist —23. Es folgt daher speziell aus Satz 2:
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Satz 3. Istk eine positive Konstante, die kleiner ist als +— (0,45663),
V23

so gibl es stels zwei reelle rational wunabhdingige Irrationalititen «,, ¢,
von solcher Beschaffenheit, daff die Ungleichungen :
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nicht unendlich viele Losungen in ganzen teilerfremden Zahlen x, y, z haben.

Aus den Untersuchungen des Herrn Perron ergibt sich ein dem Satz 3
analoger Satz nur fiir & < 0,04269.

Die geometrischen Methoden von Minkowski haben ergeben, dafl bei
der simultanen Approximation von zwei Irrationalititen der ,Niherungs-
koeffizient* &k = *®/, allgemein zuliissig ist. Hs wird dies Resultat erhalten,
indem als , Eichkirper® bei der Approximation Oktaeder benutzt werden,
die in bestimmter Weise zum Koordinatensystem orientiert sind. Be-
achtet man noch, was ebenfalls Minkowski festgestellt hat, dal gitter-
formig angeordnete kongruente Oktaeder hochstens %/, des Raumes aus-
fiillen konnen, so ergibt sich, daB %= 1%/, (0,64889) allgemein als

15

Niherungskoeffizient zuldssig ist. Ob er noch weiter auf — hinabgedriickt
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werden kann, wie man in Analogie mit Satz la vermuten wiirde, habe
ich bisher nicht festgestellt. Die Approximationsverfahren, die man im
AnschluB an die Ideen von Minkowski entwickeln kann, sind zwar geo-
metrisch einfach und durchsichtig, fiihren aber analytisch zu ziemlich
schwerfilligen Algorithmen, Ein so einfaches Verfahren, wie die gewdhn-
liche Kettenbruchentwicklung fiir eine einzelne Irrationalitit, das geome-
trisch durchsichtig und formal einfach ist, fehlt noch im Falle von mehreren
Irrationalititen.

§1.

Es sei k ein reeller algebraischer Zahlkorper n-ten Grades mit der
Diskriminante D und es sel w,, @,, ..., ®, ene Minimalbasis von k.
Die konjugierten Korper zu & sollen mit £”, ..., k" bezeichnet werden,
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entsprechend die konjugierten Zahlen zu einer Zahl o aus £ mit w”, ..., @
Die adjungierte Determinante zu
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Da Q; eine Zahl aus % ist, wiirden mit ihr gleichzeitig die konjugierten

Zahlen verschwinden, was zu D = 0 fiihren wiirde; es ist daher £2. =0
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(1=1,2,...,n). Die Quotienten

\

(t=1,2,...,n—1) sind reell,
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denn sie sind die Losungen des linearen Gleichungssystems:
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und dies System geht bei Vertauschung von --¢ mit ¢ in sich iiber.
Es sollen jetzt die Quotienten -~ (i=1,2,...,n—1) simultan
e 1 “ . we g
approximiert werden. KEs sei
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Aus den letzten Gleichungen folgt: .
D ks, 4 .. +¢ o )
2, Ao ey cn o WIREN, i Rlsrdact e ol k)
Wy Ty 1 Wa i, o L e S o o 1
x, n-1
,F L r i
e I ) R T e L Sl it = Y,
: wy 1T W o=t ... Wy &y = =
0
(3)
.‘}. z, n—1
ke it 1 g L
oMy 4wy - L phly = = A=tk ] 2
B B oy B e n n 1
n—1
'rl'l
s mull daher gelten:
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wo k' eine Konstante bedeutet, die nach oben und unten geschriinkt ist.

Sollen nun die Ungleichungen (1) unendlich viele Lisungen in ganzen

(teilerfremden) Zahlen z,, «,, ..., x, haben, so mull es unter diesen solche

mit beliebig grolem |z, | geben. Es ergibt sich dann aus (4), da die ‘

linke Seite nicht kleiner als 1 sein kann:
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Es ist jetzt zn untersuchen, wie man den Quotienten
¢

o

n
(1) | (1)

| e By et i )
1l Sy n—-1%—1/

(6) Q =

durch geeignete Wahl der Minimalbasis @y, Wy« .., m,, die noch freisteht,
moglichst grof machen kann.

o
§ 2.

ks soll gezeigh werden, daB man durch geeignete Wahl der Minimal-
basis den Quotienten @ groBer als 1 — & machen kann, wenn & eine be-
liebig kleine positive Zahl bedeutet. Zu diesem Zweck wihlen wir
@y Mg, - ... @, 80, dall sowohl in der Determinante £ wie auch in dem

T ,
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Produkt [ (ew,” 4 ...+ 5y w,";) der absolute Betrag ernes Gliedes

=1
(und zwar in beiden Fillen desselben (iliedes) die absoluten Betrige aller
anderen Glieder beliebig stark iibertrifit.
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Es sei erstens k” reell, Wir wollen dann zeigen, dall man stets gine
beliebige Basiszahl, etwa w,, durch 7,= m; - Uy @y ... = U, @, (U; GANZ
rational) ersetzen kann, so dal}

30 = (8 | ol \
(7) || >g|n | (f=8d i n )

wo g eine beliebig groBe positive Zahl bedeutet. Wir losen das Gleichungs-
system:

w! 4+ Ty i + ... U0y q’
] @l + oy ...+ Uy =0
(8) i
l m;m —+ fla H}.:“J + i - g wn =10
wo g’ = (g-+1)¢ und
i = Max | I-rrJ-I_:f'| .. frn,'li" ) (=28

1
ist. Das Gleichungssystem hat eine reelle Losung. Setzt man dann
w; = [&;], so wird
=g —d=g0; || <d ({=98,4,...,n)
und daher |7f|>g|n?| (=38,4,...,n).

Es seien zweitens k” und k" konjugiert komplex. Setzt man, wenn
w=p-+ai ist, p=N(w) und 6 =J(w), so lalt sich zeigen, dafl man
stets eine beliebige Bagiszahl, etwa w,, durch 7, = w, + %, @3 ... %, @,
so ersetzen kann, dal

i o

2 4 L Y < 3 LWl i f 3 % |! i - LY
R >g|SEDL  IRE) | > gl G=4,5,...0),

wo g eine beliebig grofe positive Zahl bedeutet. Wir losen zu diesem
Zweck die Gleichungen:

I R(wy)+ TR (wa)+ ... Uy NR(wy)=(g+1)0
A\ - 3\ (]
(10) 3 | ml”_-' - Wa :\\.””2‘”,] S = Uy :\ | "'jE?F." =0
[ 1 e (2} = (£ e - .
I Wy 1 Uqa rrJ__.‘ -+ ...+ i, u,i-”i =i (=4 05000 %)

wo  dieselbe Bedeutung wie oben hat. Die Gleichungen haben stets eine
reelle Losung. Setzt man dann u, = [,], so ergibt sich wie unter 1., dall
die Bedingungen (9) erfiillt sind.

In ganz analoger Weise kann man offenbar eine beliebige Basiszahl,
etwa w,, durch 7, =@, + %, w, + ... + %, w, 80 ersetzen, dali die Un-
gleichungen:

(11) ()| > 0| RE L ISEI>glw]  G=4,5,...m
gelten, wo g wieder eine beliebig grofie positive Zahl ist.

Es ist zu beachten, daB in allen diesen Fillen immer nur eine ein-
zelne Basiszahl geiindert wird, wihrend alle iibrigen unverindert bleiben.
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Es mogen nun die Korper &, k, ..., k" reell, ferner
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konjugiert komplex sein. Man kann dann auf Grund der vorstehenden

Entwicklungen die Minimalbasis @,, w,, ..., . so wihlen, daB in der

([
Determinante
rn " "
DL Wi e DR

{r) iF) ir)
0Dy s R e

U"]I Q:H N, 11 )

{I:] L -n—1
]
(1) (1) (1)
0y Oq ol
{11] (&) (&)
o 0 vee LCF
=1 =1 -n—=1
- F _i8) %)
01 Oq A Op—1

der absolute Betrag eines Gliedes der Hauptdiagonale griBer ist als das
g-fache des absoluten Betrages eines anderen Gliedes in der gleichen Spalte.
Dabei ist gesetat:

: - (5] :
(r+ak-—1) Bk +2.§) (& . (B = 1_. Lo aruinin L
H}J-r =0¢ -T2 0; I, m;:f = 0 L 2 ﬁag ]'( - S _!_-3'.‘:”_
L = i 0 /2 ‘
\ﬂ— ],_..“.S;

und g bezeichnet eine beliebig groBe positive Zahl. Bezeichnet man das
Produkt der Glieder der Hauptdiagonale in (12) mit P, so gilt:

(13) Q.|=2|P|-(1+0 |j'; e

Fd
Fiir das Produkt
n .

/] (& ”’!-l-; i ”JJTI—J =11
ergibt sich: y
(14) |H|LT(ef|+...+ o )=2%P|.-(1+0(L).
=1 r
Aus den Beziehungen (13) und (14) folgt dann unsere Behauptung
iiber den Quotienten @. Damit ist aber Satz 2 vollstindig bewiesen.
Fiir den wvierten und die hoheren Grade waren bisher die reellen
Kérper mit absolut kleinster Diskriminante nicht bekannt. Auf meine
Veranlassung hat mein Schiiler Herr J. Mayer die biquadratischen Korper
untersucht und gefunden, dall der reelle biquadratische Kérper mit absolut
kleinster Diskriminante die Diskriminante — 275 hat. Er kann durch
die Zahl
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geniigt?). Man erhilt daher fiir n =4 den
i o : e - ; 1
Qatz 4. Ist k eine positive Konstante kleiner als — (0,392),
V. 275
so gibt es stets drei reelle Irrationalitdten o, (i =1,2,3) von solcher
Beschaffenheit, dafy die Ungleichungen

x; : k : :
— ;| = (¢=1,2,3)
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nicht unendlich viele Losungen in (teilerfremden) ganzen Zahlen ,, Ty, Ty,
haben.

Herr Perron (Satz 4) findet fiir & die Grenze 0,00383.

Da man in Satz 2 fir D die Diskriminante eines beliebigen reellen
Zahlkirpers n-ten Grades oder einer irreduziblen Gleichung n-ten Grades
mit, wenigstens einer reellen Wurzel nehmen kann, betrachten wir, um
auch einen Satz iiber die Approximation einer beliebigen Anzahl von

J‘J.-._ ;
Irrationalititen zu erhalten, den Korper V2. Der absolute Betrag seiner
Diskriminante ist 2" 'n", und es kann daher, wenn man » — I [rratio-
nalititen gleichzeitig approximiert, der Niiherungskoeffizient k allgemein

nicht kleiner als

1
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und um so mehr als i gemachf werden. Wir haben deshalb
20
Satz 5. Es gibt stets n — 1 reelle Irrationalitdten o, ¢y, ..., €,
von solcher Art, daff die Ungleichungen
Ly k £ o
-—{fl-i (="l ety n=—"1)

{0n = gt
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nicht durch unendlich viele Systeme (teilerfremder) ganzer Zahlen® %oy -+ T
befriedigt werden konnen, wenn

k < 1 :
y2n-nt=1
ist, und um so mehr, wenn k < _J] ¢st.
2)n " n
Herr Perron findet fir & die Grenze _—ii-l_-l- f -g,)_l) ., Im Falle

3 = 1 - A
'* wihrend = den Wert 0,15 hat.

n =11 ist dies angenihert 1,5-10" :
a4 fn

%) Ks ergiebt sich also das bemerkenswerte Resultat, daB der reelle biquadra-
tische Kirper mit absolut kleinster Diskriminante ein Relativkirper des reellen qua-

dratischen Korpers mit kleinster Diskriminante ist.

(Eingegangen am 4. 11. 1925.




	Seite 169
	Seite 170
	Seite 171
	Seite 172
	Seite 173
	Seite 174
	Seite 175

