Zur Nullstellentheorie der Polynomideale.
Von

B. L. van der Waerden in Amsterdam.

Die exakte Begriindung der Theorie der algebraischen Mannigfaltig-
keiten in n-dimensionalen Réumen kann nur mit den Hilfsmitteln der
Idealtheorie geschehen, weil schon die Definition einer algebraischen Mannig-
faltigkeit unmittelbar auf Polynomideale fithrt. Eine Mannigfaltigkeit heilit
ja algebraisch, wenn sie durch algebraische Gleichungen in den n Koordi-
naten bestimmt wird, und die linken Seiten aller (i'[e.ichllnge_'ll, die aus
diesen Gleichungen folgen, bilden ein Polynomideal (Def. § 1, 4).

Diese Begriindung kann nun einfacher gestaltet werden als es bisher
geschehen ist'), ndmlich ohne Hilfe der Eliminationstheorie, ausschlieflich
auf dem Boden der Korpertheorie®) und der allgemeinen Idealtheorie in
Ringbereichen®). Das zu zeigen ist das erste Ziel dieser Arbeit?). Die
Eliminationstheorie hat in diesem Schema nur die Aufgabe, zu unter-
suchen, wie man (bei gegebener Idealbasis) in endlichvielen Schritten

') Kronecker, Grundziige einer arithmetischen Theorie der algebraischen Grifen.
Journ. f. Math. 92 (1382), 8. 1—122; J. Kénig, Einleitung in die Theorie der
algebraischen Griien (Leipzig 1903); F. 8. Macaulay, Modular Systems {Cambridge
Tracts 19 (1916)) und die dort angegebene Literatur; K. Hentzelt, Zur Theorie der
Polynomideale und Resultanten (bearbeitet von E. Noether), Math. Ann. 88 (1922),
8. 533—79; E. Noether, Eliminationstheorie und allgemeine Idealtheorie, Math. Ann. 90
(1923), 8. 229—261.

) E. Steinitz, Algebraische Theorie der Kérper, Journ. f. Math. 137 (1910),
5. 167—309,

% E. Noether, Idealtheorie in Ringbereichen, Math. Ann. 83 (1921), S. 24—66.

'} Wie Frl. Noether mir mitteilte, hat sie in ihren Vorlesungen Winter 1923 /24
und Sommer 1924 schon im wesentlichen mit den gleichen Methoden die Theorie
aufgebaut. Einem Vorlesungsheft aus dieser Zeit verdanke ich eine Anzahl Ver-
besserungen der Darstellung, Auch schulde ich Friulein Noether Dank fiir viele niitz-
liche Ratschlige bei der Abfassung der vorliegenden Arbeit.
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die Nullstellenmannigfaltigkeiten eines Ideals und die Basis der zugehdrigen
Primideale und Primirideale finden kann?®).

Das arithmetische Problem, dessen Diskussion die Lésung unserer geo-
metrischen Probleme ergeben wird, lautet folgendermaflen. Sei P ein
Korper, £ ein Erweiterungskéorper, der durch die Adjunktion endlichvieler
Elemente &,,...,&, (unter denen sich iiberfliissige befinden diirfen, ja
sogar Groflen aus P) erzeugt wird., LiiBt sich der Korper £ durch
algebraische Relationen zwischen den §; charakterisieren? Wir werden zu
dem Zweck die Gesamtheit der Polynome f(z,, ..., x,) mit Koeffizienten
aus P, fiir welche f(&,, ..., &, )= 0 ist, betrachten. Diese Gesamtheit ist,
wie sich leicht zeigt, ein Primideal (Def. §1,12) im Polynombereich,
und die Struktur des Korpers 2 ist durch das Primideal nach einer
formalen Regel (§ 3, 2) eindeutig bestimmt. Umgekehrt 1iBt sich zu jedem
vom Einheitsideal verschiedenen Primideal mittels dieser formalen Regel
ein Kérper £ mit den oben angegebenen Eigenschaften bilden. Diese
Reziprozitiit liefert die Eigenschaften der Primideale als einfache Folgen
bekannter Kérpereigenschaften (§ 3).

Diese arithmetischen Betrachtungen ergeben ,geometrische* Tatsachen,
wenn unter ,Punkt® verstanden wird ein System von n Elementen aus
dem Korper P, der dann als algebraisch-abgeschlossener Kérper voraus-
gesetzt wird (etwa der Korper der komplexen Zahlen). Diejenigen Punkte,
welche Nullstellen fiir alle Polynome des Primideals sind, bilden eine
irreduzible algebraische Mannigfaltigkeit. Die Korperelemente &, ..., &,
als algebraische Funktionen einer Anzahl unabhingiger Elemente auf-
gefaBt, ergeben eine ,Parameterdarstellung® der Mannigfaltigkeit. Durch
diese doppelte Erzeugungsweise ergeben sich ohne Schwierigkeit die (be-
kannten) Eigenschaften der irreduziblen Mannigfaltigkeiten (§ 4).

In §5 wird der Zerlegungssatz der allgemeinen Idealtheorie heran-
gezogen, mit dessen Hilfe auch die Nullstellen der Nichtprimideale der
Untersuchung zugiinglich werden. Es ergibt sich ohne weiteres die Zer-
legung einer beliebigen algebraischen Mannigfaltigkeit in irreduzible; weiter
der Dimensionsbegriff fiir beliebige Tdeale und seine Eigenschaften, endlich
der Hilbertsche Nullstellensatz und ein neuer Satz iiber Ideale von n-Di-
mensionen.

Sodann (§ 6) gestatten die entwickelten Methoden einen neuen Beweis
einer von K. Hentzelt?) gefundenen n-dimensionalen Verallgemeinerung
des M. Noetherschen ,Fundamentalsatzes der Theorie der algebraischen

% Grete Hermann, Die Frage der endlichvielen Schritte in der Theorie der
Polynomideale, Math. Ann. 85 (1926), 5. 736.

% K. Hentzelts Dissertation ist nicht gedruckt. Sein Beweis findet gich aber
bei Grete Hermann, a. a. O.
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Funktionen®. Der Beweis ist bedeutend einfacher als der Hentzeltsche,
dafiir aber nicht konstruktiv im Sinne der endlichvielen Schritte.

Die grofere Hinfachheit und zugleich griBere Allgemeinheit der vor-
liegenden, stark an E. Noether (Math. Ann. 90, s. 0.) anlehnenden Theorie
gegeniiber den ilteren Theorien konnte nur erreicht werden durch dulierste
Arithmetisierung aller Begriffe und Operationen.

Teh konnte dabei anschlieBen an die Korpertheorie und an die allgemeine
[dealtheorie, die in vdllig arithmetisierter Gestalt schon vorliegen in den
oben erwihnten Arbeiten von E. Steinitz und E. Noether (Math. Ann. 83),
und deren Grundbegriffe und Siitze, soweit sie hier nitig sind, in den
§§ 1, 2 zusammengestellt sind. Nur ein Hilfssatz aus der Ju:r]:ellhmrm
(§2,7), der von E. Noether in ihrer erwiihnten Wintervorlesung gebracht
wurde, ist noch nicht publiziert; mit wesentlichen Vereinfachungen wird
hier der Noethersche Beweis wiedergegeben werden.

§1.
Ringe und Ideale.

1. Ein Ring ist eine Menge von Elementen a, b, ... , fiir welche eine
reflexive, sy mmetrigche und transitive Gleichheitsrelation dchml_rt ist, ferner
eine Addition, die eindeutig (im Sinne der (#leichheitsrelation), kommuta-
tiv, assoziativ und eindeutig umkehrbar ist, und eine eindeutige, assozia-
tive und gegeniiber der Addition distributive Multiplikation. Es folgt,
daB ein Element 0 existiert, so dall a0 =a; weiter folgt a-0 = 0;
0-@— 0. Der Ring heiBt kommutativ, wenn die Multiplikation es ist.
Der Ring hat keine Nullteiler, wenn aus ab =0 und a =0 folgt b=0.

Sind diese beiden Eigenschaften erfiillt fiir einen Ring R, der ein
von Null verschiedenes Element enthilt, und hat aufierdem die Gleichung
ax — b fiir @ <4 0 immer eine Losung (und, da keine Nullteiler vorhanden
sind. auch héchstens eine Lisung), so heit der Ring ein Korper. Ein
Kérper enthilt immer ein Einheitselement, das mit & bezeichnet werden
soll, mit der Eigenschaft ¢z-a = a.

9. Aus einem kommutativen Ring R bildet man einen Polynom-
bereich oder Polynomring R[a,,...,z,], indem man die Polynome
e W e S e e x”" als Elemente einfiihrt (wo fiber end-
lichviele verschiedene I]1fll?(::-.l\umbumtn)non summiert wird, und wo die
@y, .. ..y, Ringelemente sind), und fir sie Addition und Multiplikation in
der iiblichen Weise definiert. Zwei Polynome heilen gleich, wenn die gleich-
namigen Koeffizienten gleich sind. Ist f(2y,.-->2,) =0, und hat der
Koeffizientenring R unendlich viele Elemente und keine Nullteiler, so ist
es immer moglich, den , Unbestimmien’ &, ...., &, spezielle Werte a,, ..., a,

aus R zu geben, so dab f(a,,...,a,)==0.

&
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3. Aus einem kommutativen Ring R ohne Nullteiler bildet man den
Quotientenkérper, indem man die Quotienten ;: (wo b= 0) rein formal
als Elementenpaare definiert und dem Ring adjungiert. Gleichheit, Summe
und Produkt werden definiert durch:

fi e [13
——, wenn ad=2bec —=g¢, wenn a=be
b d’ b 2
a ¢ ad+tbe B e O be
AR AR bd i AR b
[r B3 i a ac
b d bd b G b

Man zeigt leicht die Korpereigenschaften.

4. Ein Ideal in einem kommutativen Ring R ist sine Untermenge
von R derart, dall mit @ und b immer @ — b (und folglich auch 0, — &
und a -+ b), und mit @ immer ra in der Untermenge enthalten sind, wo
r ein beliebiges Ringelement ist. Aus einer beliebigen Untermenge von
R wird ein Ideal erzeugt, nimlich die Gesamtheit der Elemente die ent-
stehen, indem man die Elemente der Untermenge zunichst mit beliebigen
Ringelementen multipliziert, sodann die Elemente selbst und ihre Viel-
fachen in allen moglichen Weisen addiert und subtrahiert. Hat ein Ideal a
endlichviele Erzeugende a,,..., a,, so bilden diese eine Basis, und man
schreibt a = (a,, ..., a,).

b. Ist R insbesondere ein Polynombereich mit Koeffizienten aus einem
Korper, so gilt der Hilbertsche Basissaiz: Jedes Ideal hat eine Basis®).

6. Man nennt zweil Ringelemente a, b kongruent nach einem Ideal c,
und schreibt:
a=>5b modc
oder kurz
a=b(c),
wenn die Differenz @ — b dem Ideal angehort.

7. Sind die Glieder zweier Summen kongruent nach einem festen
Ideal a, so sind die Summen es auch, und das gleiche gilt fiir Produkte.
Weiter ist die Kongruenzrelation reflexiv, symmetrisch und transitiv. Falt
man also die Kongruenz als eine neue Gleichheitsdefinition in R auf, so
bilden die Ringelemente gegeniiber der neuen Gleichheitsdefinition wieder
einen Ring, der der Restklassenring nach dem Ideal a (in Zeichen R/a)

genannt wird.

“ D. Hilbert, Uber die Theorie der algebraischen Formen. Math. Ann. 36 (1890),
S. 473—534. Die beiden Beweise, die Hilbert gibt, der erste fiir den Fall, daBl der
Roeffizientenbereich ein Zahlkérper ist, der zweite fiir den Fall von ganzzahligen
Koeffizienten, gelten allgemeiner, ndmlich der erste fiir jeden Koérper mit unendlich
vielen Elementen, der zweite u. a. fiir jeden Korper als Koeffizientenbereich.
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8. Ist bea®), so ist b=0(a), und umgekehrt. Ist ein Ideal b
Untermenge von a, so schreibt man 6=0 (a), und nennt a einen Teiler
von b, b ein Vielfaches von a.

9. Die Summe oder der gréfite gemeinsame Teiler (a, b) zweier Ideale
a, b ist das Ideal aller Summen a--b, wo aea, beb. Ist a =(a,,...,a,),
b= (b5 oalbi) s isen st (a i) i= (g, v e s by ey L)

10. Das Produkt zweier Ideale ist das von allen Produkten ab, wo
asa,bebh, erzengte Ideal. Die Multiplikation von Idealen ist kommutativ
und assoziativ. Was eine Potenz eines Ideals ist, ist demnach klar. Ist
a={(a;,--+a.); b=(b;,...5 b)), so ist ab=(a,b,,a,b;,...,a.b,)

11. Der mengentheoretische Durchschnitt [a, b] zweier Ideale wird
auch ihr Eleinstes gemeinsames Vielfaches (K. G. V.) genannt.

12. Ein Ideal p heiBt prim, wenn es aus ab=0(p) und a==0 (p)
folagt b=0 (p). Ist p prim, so hat der Restklassenring R/p keine Null-
teiler. Sein Quotientenkorper heillt der Restklassenkdrper von p.

13. Ein Ideal q heiBt primdr, wenn aus ab=0 (q) und: keine Potenz
von a ist =0 (q), folgt b=0(q). Zu jedem Primirideal q gehért ein
Primideal p, nimlich die Gesamtheit aller Ringelemente, von denen eine
Potenz in q vorkommt. Offenbar ist =0(p). Istab=0/(q) und a==0(p),
so0 folgt b=0 (q). Hat insbesondere p eine Basis, so gibt es eine kleinste
Zahl o, der Exponeni von g, so dall pe=0 (q).

14. Ein Korper heillt von der Charakteristik p, wenn p die kleinste
natiirliche Zahl ist, fiir die pe = 08%), wo & die Einheit ist, und von der
Charakteristik Null, wenn eine solche Zahl nicht existiert. Im ersten Fall
ist p eine Primzahl.

§ 2.
Einige Siitze aus der Korpertheorie.

1. Zwei Korper 2, Q" heilen isomorph, wenn eine eineindeutige Zu-
ordnung ihrer Elemente existiert, so dal Summe oder Produkt in £2 wieder
in Summe oder Produkt in Q' iibergehen. Die Zuordnung selbst heilit
Isomorphismus. Tst Q' = 2, so hat man einen Automorphismus von 2
vor sich.

9. Hat ein Korper Q einen Unterkérper P, so heillt £ eine Erweite-
rung von P. Die Erweiterung heilt algebraisch, wenn jedes Klement
von £ einer algebraischen Gleichung mit Koeffizienten aus P geniigt;
sonst framszendent. Die algebraische Gleichung liBt sich immer durch

eine in P irreduzible ersetzen. Sind alle Elemente von £ rational durch

8) & heiBt: ist Element von.
%) Das Symbol pe ist dabei wie iiblich definiert durch die Rekursionsformeln
lie=g; (n-+1)s=nete,

13*
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¢y +o0y ¢, mit Koeffizienten aus P ausdriickbar, so schreibt man
P (e o

3. Es ist moglich, eine algebraische Erweiterung P {¢) eines Korpers P
rein formal zu konstruieren, wenn die irreduzible Gleichung f(z)= 0
gegeben ist, der das zu adjungierende Element « geniigen soll. Der
Korper P (¢) mul namlich immer isomorph dem Restklassenring des
Polynombereichs P [z] nach dem Ideal ( f(z)) sein, und das geniigt um ihn
formal zu bestimmen. Bezeichnet man mit P[e¢] den Ring aller Elemente
von P(e), die sich als Polynome in ¢ mit Koeffizienten aus P schreiben

lassen, so folgt aus der genannten Isomorphie P[e] =P(«¢). Durch In-
duktion folgt, wenn P (e, #, ..., d) eine algebraische Erweiterung von P ist,

Pla, g vad| =Ple #.2 0).

4. Man kann durch fortgesetzte algebraische Erweiterung eines
beliebigen Kérpers P immer zu einem algebraisch-abgeschlossenen Kérper 2
ithbergehen, d. h. zu einem solchen, in dem jedes Polynom f(z) einer
Unbestimmten z in Linearfaktoren zerfdllt®). £ ist bis auf Isomorphie
eindeutig bestimmt.

b. Zwei Elemente «, § einer algebraischen Erweiterung eines Korpers P
heillen konjugiert in bezug auf P, wenn es einen Automorphismus des
algebraisch-abgeschlossenen Umfassungskérpers gibt, der P elementweise
invariant liflt, und ¢ in g iiberfiithrt. Dazu ist hinreichend, daB es einen
Isomorphismus der beiden Unterkérper P(¢) und P(f) gibt, der P ele-
mentweise invariant liBt, und « in g fiiberfiihrt, Alle Wurzeln einer in P
irreduziblen Gleichung f(z) =0 sind konjugiert. Ist f(z) ein Polynom
aus P[z], und sind ¢ und § konjugiert, so folgt aus f(«)=0 auch f(f)=0.

6. Eine rezn transzendente Erweiterung P (&, ..., &) eines Korpers P
kommt zustande, indem man den Quotientenkérper des Polynomrings
Pl&,...,&,] bildet. Seine Elemente heillen rationale Funktionen von
"] F l“i

=
By seey S

Algebraische Funktionen sind die Elemente einer algebra-
ischen Erweiterung 2 von P(&,,..., & ).

Dafi man hier wirklich von (mehrdeutigen) Funktionen reden kann,
deren Existenzgebiet eine Untermenge der Menge aller Systeme von n
Elementen des algebraisch-abgeschlossenen Erweiterungskorpers I von P
ist, ergibt die folgende Betrachtung, die wir sogleich fiir ein System von

Funktionen 7, ..., 5, anstellen.

") Dieser Steinitzsche Satz leistet fiir die Algebra das gleiche wie der ,Funda-
mentalsatz der Algebra“, der nicht der Algebra, sondern der Analysis angehdrt. Der
Beweis setzt den Zermeloschen Wohlordnungssatz voraus.

') Allgemeiner kann man eine beliebige (endliche oder unendliche) Menge von
Unbestimmten adjungieren, indem man aus dem Ring der Polynome in beliebig vielen
dieser Unbestimmten den Quotientenkérper bildet.
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Wir adjungieren sukzessive die Gréfen 7,, ..., 7,, aus 2 dem Korper
Pl ive sy ) Die jeweils irreduzible Gleichung fiir #, mit Koeffizienten
aus P (&ys.ves&ps s« ooa Np—y) lBULEE

. o a,—1 ]
(1) f!-;; (7)) = €N ko ., 1 J,i;_I"‘ o R, L/ 8 PR 0,

L T

Die Koeffizienten ¢, ; kann man schreiben als Quotienten von Poly-
nomen in &, ...y &y My = o0s Mpe—ys SOBAL lkann man voraussetzen, dal} die
Nenner nur &, . . ., &, enthalten (3). Diejenigen Elementsysteme &1, ..., &
aus I, fiir welche das Produkt giimtlicher Nennerpolynome von 0 ver-
schieden ist, heifen reguldre Argumentwerte fiir das Funktionensystem
fys o3 M- Da I, al8 algebraisch-abgeschlossener Korper, unendlich viele
Elemente enthdlt, so gibt es immer regulire Argumentwerte (§1,2).
Jedes Elementsystem %7, ..., 7,, das sich aus den Gleichungen (1) fiir
reguliire Argumentwerte ergibt, heilit ein zugehoriges Funkiionswertsystem.

%. Mit den Bezeichnungen der vorigen Nummer gilt der Sata:

o k4

Ist f ein Polynom aus Plx;, ..., @y Yys-0s ¥ 1, und ist

#

- f E 3 T 2 L e of = - _) W
fl' s IS FELY '§'|1"-s],|'",_.-'_“' 80 8t |”.fl:]3---s-_-n: Nis ooy ‘farr:'—”

e

fiir alle reguldren Argumentwerte £, ..., &, und zugehorigen Funktions-
werten 1y, .. ., Nms und wmgekehrt.

Beweis. Der erste Teil des Satzes ergibt sich durch vollstindige
Induktion, indem wir ihn als bewiesen annehmen fir Polynome aus
B st o e (| e unidl beweisen fiir Polynome aus

Pl @y -ty
Fiir Polynome aus P[a,. ..., ,] ist der Satz trivial.
Es habe h,(7,) die Bedeutung (1). Dann ist die Voraussetzung
Ii {E;-. e ny '.E”J My weea i) = 0
nach 3. dquivalent mit

F(Bareeon Ear Mo vees e 2 =0 (B(2))-

[
Diese Gleichung besagt, daB die Division der linken Seite durch f,(z)

ohne Rest anfgeht. Nun sind die Koeffizienten von %, (z) Quotienten von
wo die Nenner nur &, ...,

Ire

Polynomen in &

= :
Sysceesbyy My oo M- n

enthalten, und fiir alle reguliren Argumentwerte &, ..., g, von Null ver-
schieden sind. AuBerdem ist der erste Koeffizient die Einheit e. Fiihrt
man die Division wirklich aus, so kommen im Nenner des Quotienten
niemals andere Polynome vor als die, welche in %, (2) schon im Nenner
standen. Also wird:

i LD ; o3 A o Pl
1 (&t s s S B 2 ) a,(z)h,(2z)=0,
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wo sowohl a,(z) wie &, ( (z) im Nenner nur solche Polynome gilesns )

& ol | ¥

haben, fiir die ¢ (&, ..., &) == 0 ist. Multipliziert man die Gleichung mit

dem Hauptnenner n(&,,...,&,) des zweiten Gliedes, so sind die Koeffi-
zienten der Potenzen von z .Pnl}-nnm(, syt omats o . o D fiir
diese nach Voraussetzung der Satz gilt, so darf man spezialisieren
§i=& [¢=1,..,m], ;3=19] [j=1, ..., k—1]. Dividiert man schlieB-
lich durch die von Null verschiedene GriBe n (&1, < .25 &4), 80 kommt:
F(Eds vver $na My oo vs mlla 2) —al(2)Ri(z) =0,
wo ai und hi aus a, und %, durch die obige Spezialisierung entstanden sind.
Nun waren die Funktionswerte #7 definiert durch die Gleichung
ki (nr) = 0, folglich ist
AR A el i G [ q. e. d.

Um den zweiten Teil zu beweisen, nehmen wir an, es wire

[(E5sams Eny M5 -y M )= 0 i alle reguliren Argumentwertsysteme, und
dennoch F(&, vvey &y yyen - %,,) =+ 0. Setzen wir dann
.
Jr':|-"":!.'B'r.'ll.'""i_r.l'.'l:' /

so konnen wir &7, . ... & als reguliires Argumentwertsystem der Funktionen
fys s My 1 bestimmen. Diese Argumentwerte sind dann sicher fiir

Wys <+ -5 N, Tegulir. Aus

filEs it EaiWaistezeias Bin) ) — 8 =0
folgt nach dem ersten Teil des Satzes

AL v by e ) ni—e =0
entgegen der Voraussetzung f(&[, ..., &L, nl, ..., 7h) = 0.

8. Sei £ ein Erweiterungskorper von P. Eine Teilmenge U von 2
heilit ¢rreduzibel in bezug auf P, wenn eine (leichung T mea & =0
zwischen endlichvielen Elementen von U mit Koeffizienten aus P nur dann
bestehen kann, wenn das Polynom ¢ identisch verschwindet. Die Elemente
eines irreduziblen Systems sind also unabhiingige transzendente (oder un-
abhiingige Unbestimmte) in bezug auf P.

Zwei Teilmengen U, V von 2 heilen dquivalent, wenn jedes Element
von U algebraisch in imzug auf P(V), und jedes Element von ¥ algebraisch

bezug auf P(U) is

In jedem wnhlfr(-cmlnercn Erweiterungskérper © eines Korpers P liBt
sich ein dem Korper 2 #quivalentes irreduzibles System konstruieren.
Die Michtigkeit dieses Systems ist von der gewiihlten W ohlordnung un-
abhiingig, und heilit der Transzendenzgrad von Q in bezug auf P. Auch
in ]mh*m Teilsystem V¥ gibt es ein zu V d{pnvalmueq irreduzibles System,
dessen Miichtigkeit der Transzendenzgrad von V in bezug auf P heif}t.
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Ist der Transzendenzgrad von £2 in bezug auf P endlich und gleich n,
<o sind alle Elemente von £ algebraische Funktionen von er wdlich vielen
Unbestimmten &, ..., &,. Ist er Null, so ist £ algebraisch iiber P.

2 4
tde

Lfre

Der Nullstellenkirper eines Primideals'’®).

1. Ist 2 =P(&,, ..., &,) en Brweiter HH‘Q‘RM‘I}L}‘ ernes Korpers P, so
bilden die Polynome f aus R =P [z, ...,,], fir die FE, v &n) =0,
gin Primideal in K.

Beweis. Ausf(&,,...,&,)=0undg(s,, ..., &)= 0folgbf (&, .... )
b= g{‘:‘:l" oLy 'Eﬂ) =0.

Aus f(&,,...,&,)=0 folgb f(&,..., &, ) (& .0 8)=0.

Also bilden die lmtrachtgtcn Polynome ein Ideal.

Aus (& «oos &) G (s oo o5 £)=0 und g(&,... )0 folgt
f(&,,...,&,)=0, da ein Korper keine Nullteiler hat.

Also ist das Tdeal prim.
Beispiel. Seien &, ..., &, lineare Funktionen einer Unbestimmten 4
mit Koeffizienten aus dem Korper P der komplexen Zahlen:

(1) & =a;+ pih.

Dann besteht das gemcinte Primideal aus allen Polynomen f(z,,..-,x,),
so daB f(e, + B4, ..., ¢, + B,A) identisch in 1 verschwindet, oder (geo-
metrisch ausgedriickt) aus allen Polynomen, die verschwinden in allen
Punkten der Geraden, welche durch die Parameterdarstellung (1) im n-di-
mensionalen Raum bestimmt wird. Dieses Beispiel mige zur Veranschau-
lichung aller Sitze dieses und des folgenden Paragraphen dienen.

9. Bedeutet p das unter 1. konstruierte Primideal, so ist 2 dem
Restklassenkorper IT won p (§ 1, 12) dsomorph, und zwar so, dafi den
Elementen &,, ..., &, die Elemente @, ..., %, L'-nrsp:rec',’a.p-n

Beweis. Sei .u? der Ring derjenigen Elemente von £, die als Poly-
nome in &,...,&, geschrieben werden konnen. £ ist, wie man leicht

sieht, Quotientenkdrper von Q'. Wir ordnen jedem Element f(&,, ..., )
von Q' das Element f(z,,...,2,) des Restklassenrings R/p zu. Da aus
flE e s ) —glé s ant) =10 folgt flay, ».os®,) — G (%5 - o x,)=0(p)
oder f(yy+ee, 2,)=g(%ys 05 2,)(P) und umgekehrt, so ist die Zuord-

nung eineindeutig, Dall Summe und Produkt in Summe und Produkt iiber-
gehen, ist klar. Also sind die Ringe Q', Rfp isomorph, Dann miissen auch
die Quotientenkdrper 2 und I/ l.'-:muurph sein.

108) Vegl. zu diesem Paragraphen E. Noether, a. a. O, (Math. Ann. 90).
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3. Zu jedem wvon R wverschiedenen Primideal p tn R gibl es einen
Korper 2 =P (&, ..., &), so dafl p besteht aus allen Polynomen f aus R,
fir die f(&;,...,&)=0.

Beweis. Den Polynomen aus R ordnen wir Elemente einer neuen
Menge R’ zu, die den Koeffizientenkiorper P umfaft, wobei zweien nach
p kongruenten Polynomen das gleiche Element entsprechen soll, zweien
inkongruenten aber verschiedene Elemente, und wobei die Elemente von
P sich selbst entsprechen. Das ist immer moglich, denn zwei Elemente
von P sind wegen p == R dann und nur dann kongruent nach p, wenn
sie gleich sind. Die den Elementen z,,..., x, entsprechenden Elemente
nennen’ wir £ 5. .. 5,

Die Menge R’ ist auf den Restklassenring von R nach p eindeutig
abgebildet. Definieren wir in R’ also eine Addition und eine Multipli-
kation, die der - Addition bzw. Multiplikation im Restklassenring ent-
sprechen, so ist R’ dem Restklassenring isomorph, hat also keine Null-
teiler, und gestattet die Bildung eines Quotientenkérpers 2. In £ ist

=

f(é,...,&,)=0 dann und nur dann, wenn f(z,,...,2,)=0(p), q.e.d.

4. Der nach 3 fiir jedes von R verschiedene Primideal p konstruier-
bare, nach 1 auch nur fiir Primideale existierende, nach 2 bis auf Iso-
morphie eindeutig bestimmte Korper @ =P (&, ..., £ ), dessen Erzeugende

&; die Eigenschaft haben, dal f(&,..., & )= 0 dann und nur dann, wenn

i

f=0(p), heibt Nullstellenkorper von p; das Elementsystem {&,,..., & }
heillt allgemeine Nullstelle von p. Unter Nullstelle schlechthin eines
Ideals m verstehen wir jedes Elementsystem {7#,,...,7,} eines Erwei-
t(:"l'lll'igﬁlfiil.‘pﬂl’ﬁ von P, so dall f(#;,...,%,)=0, wenn f=0(p). Jede
nicht- allgemeine Nullstelle eines Primideals heiit speziell**).

b. Der Transzendenzgrad (§ 2, 8) des Nullstellenkorpers 2 in bezug
auf P heillt die Dimensionszahl des Primideals p.

6. Sind p,p" Primideale der Dimensionszahlen p,p’, und ist
p'=0(b), soist u' = u, und das Gleichheitszeichen gilt nur dann, wenn
#
p'=p.

. e - ~ ik " -

Beweis.. Seien Q' =P(§,...;&) und Q' =P(&,:.., &) Null-
stellenkorper von p bzw. p’. Ist f ein Polynom aus R, so folgt aus
. - . - PR, ' - S =
f=0(p')auch f=0(p), m. a. W. aus f (&, ..., &)=0 folgt £(&,,..., &, )=0.

Sel nun, evtl. nach Umnennung der Indizes, &, ..., £, ein mit Q2
dquivalentes irreduzibles System (§ 2, 8). Dann muB auch E:, S £ ein
irreduzibles System in 2’ sein, denn jede algebraische Relation zwischen

1) Dieser Sprachgebrauch deckt sich, wie wir im § 4 sehen werden, mit der in
der Geometrie iiblichen Redeweise von allgemeinen und speziellen Punkten einer
algebraischen Mannigfaltigkeit,

e
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’

r s - = , & . & - . o
£ wiirde die gleiche Relation zwischen &, ..., &, nach sich ziehen.

.
£ =
L% K RURCECE B3 1

Daraus folgt die erste Behauptung: p’ = u. Ist aber u'= u, so ist Q'
algebraisch iiber P (&5, ..., &u). Wir behaupten: aus f(&,...,§,)=0
I_r -l.,'- Tas e . n |_, |_" s "
folgt f(&1,..-58a)=0. Wire namlich (&, ..., &) == 0, so kinnten wir
nach § 2,3 das Element —— — in der folgenden speziellen Form
5 f"s:l----j-?ii
schreiben:
f h, _f
& 3 gis1; - -2 5n)
el o : o’ Tk
f'.:|.-..._:j-iJ R(:].....:_Jr}
Daraus folgt:
P el ol e ) Sl o
; I"If"-\.'.:-'lj veey ‘.I:_H:I = f[_;1: vevalp) GLC1s reny Sn)y
und weiter:
B(&y oo Su) =F(E1see0s8y) (5150000 5n)-

Da das Polynom A nicht identisch verschwinden kann (es stand
vorhin im Nenner!) und da &, ..., &, ein irreduzibles System bilden, so
ist die linke Seite dieser Gleichung =0, also muB f(&,...,&,)=+0,
entgegen der Voraussetzung. Also in der Tat: aus B ey i) QLY
A :;] — (. Oder: aus f=0(p) folgt f=0 (p’). Dasheilit p=0 (p1),
mithin p = p’.

%, Ist ein Ideal p’ der Dimensionszahl p' gegeben, so hat jede Null-
stelle einen Transzendenzgrad < p', und wenn der Transzendenzgrad genaw
w' ist, so ist die Nullstelle allgemein.

Beweis. Jede Nullstelle von p’ bestimmt nach 1 ein Ideal p;
wenden wir auf p und p’ den obigen Satz (6) an, so folgt die Behauptung
unmittelbar.

Folge. Ist p’ en n ulldimensionales Primideal, so ist jede Nullstelle
algebraisch und allgemein.

8. Jedes p-dimensionale Primideal hat einen (p — 1)-dimensionalen
Primteiler.

Beweis. Sei p das gegebene Ideal, @ =P (§,, ..., £.) sein Nullstellen-
korper, &,...,&. ein zu Q2 fquivalentes irreduzibles System, also £
algebraisch iber P (&, ..., ).

Eut1s sy tn Sind als algebraische Funktionen von &, aufzufassen,
wenn der Korper P (&, ..., &.—,) als Grundkdrper angenommen wird. Also
gibt es in einem algebraischen Erweiterungskérper I" von P&y a5 b=t

- 3 - i = . PP
(mindestens) einen reguliren Argumentwert £,; emn System zugehoriger
: _ ) : ;

= =

Funktionswerte sel e__t:r_;_,, ..., & . Das Elementsystem {&;, ..., &—15 &us o5 £,)
von I' hat in bezug auf P den Transzendenzgrad p — 1; das aus ihm
nach 1 konstruierbare Primideal p, hat also die Dimensionszahl ¢ — 1.
Aus f=0 (p)folgt f(&,,...,8,)= 0,als0(§1,7): f(&1s-eey Su—1s E.,:, L] E,: Y=
also f=0 (p,). Mithin ist p=0 (p,). Damit ist der Satz bewiesen.

e

-
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In Verbindung mit 6 folgt: Die Dimensionszahl eines Primideals b
15t zwei weniger als die maximale Gliederzahl einer won p ausgehenden
Primteilerkette

TR s s T )

9. Sei p ein Primideal der Dimensionszahl x, und seien die Un-

B

bestimmten a ., &, so numeriert, dall im Nullstellenkorper REnEE, 2

13 * -

die Gréflen &, ..., &, ein irreduzibles System bilden. Sei £ ein algebraisch-

abgeschlossener Erweiterungskorper von P (&, ..., &, ).

Dann bilden die mit {&,,...,&,} in bezug auf P(&,, ..., &) kon-
. . v = = al ot . % . -
jugierten Elementsysteme {&,, ..., &, Eusys ., Eny genau diejenigen Null-
stellen von p in O, deren erste u Bestimmungszahlen die Werte &,,..., &
haben.

L

Beweis. Dal} die Elementsysteme Nullstellen bilden, ist klar, denn
aus !(513 A ] ".:-I:II ) = ” fﬁlgt fli;';":l.' “rry By ‘E,u-!-l: Afactey &':e’ = U:- wenn f Cin

Polynom mit Koeffizienten aus P ist (§ 2, 5). Andererseits aber hat jede

My

Nullstelle {& ...&,, #u41..-70} In 2 einen Transzendenzgrad > u, ist
also allgemeine Nullstelle (7); also gibt es immer einen Isomorphismus
VO P (&0 oo omd) P (&L &g o 3, ider PR YL &,) elementweise
invariant laft, und &,.,...&, in #,,,...7, iiberfihrt (2), woraus die
Konjugiertheit von #,.,...%, mit &,.i...&, folgt (§ 2, 5).

10. Folge: Ist p ein Ideal der Dimensionszahl 0, so sind alle
(endlichvielen) Nullstellen im algebraisch-abgeschlossenen Erweiterungs-
korper 2 von P konjugiert in bezug auf P. Ist insbesondere P algebraisch-
abgeschlossen, so gibt es demnach nur eine Nullstelle {&, ...¢&,}, wo die
&; Blemente von P sind; das Ideal b besteht in diesem Falle aus allen
Polynomen, die an dieser Stelle verschwinden, hat mithin die Basis:

(By — & v Xy — &)

11. Zum Schlusse sei bemerkt, dafl ein Teil der Begriffe und Sitze
dieses Paragraphen ihre Geltung beibehalten fiir Primideale in einem be-
liebigen kommutativen Ring R, der einen Kérper P umfaBt, und der aus
P durch Ringadjunktion von endlichvielen Elementen z,, ..., 2, entsteht,
wobei aber diese Elemente noch durch Gleichungen verkniipft sein kénnen.
Alle Elemente des Rings sind dann als Polynome in ., ..., x, zu schreiben,
aber nicht eindeutig, und damit versagt die Konstruktion 1, Die um-
gekehrte Konstruktion 3, die jedem Primideal einen Nullstellenkorper
(dem Restklassenkorper isomorph) zuordnete, bleibt aber moglich, und
damit wird der Dimensionsbegriff definierbar als Transzendenzgrad des

*) Fiir den Fall, daB P unendlich viele Elemente besitzt, ist dieser Satz von
E. Noether bewiesen worden (Math. Ann. 90, S. 250).
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Nullstellenkérpers. Es gilt weiter Satz 6 samt dessen Beweis1??), Nimmt man

noch allgemeiner an, daf der kommutative Ring B durch Ringadjunktion
einer beliebigen Menge zu P entsteht, so wird die Dimensionszahl eines
Primideals eine Michtigkeit. Die erste Hilfte von Satz 6 bleibt samt
ihrem Beweis uneingeschrinkt bestehen, die zweite Hilfte aber gilt nur
fiir Ideale endlicher Dimensionszahl.

§ 4.
Die Mannigfaltigkeit eines Primideals.

1. Unter dem (offenen, oder cartesischen) Raum O, (P) soll ver-
standen werden die Gesamtheit der geordneten Systeme von n Elementen
eI n e algebraisch -abgeschlossenen Korpers P '), Die Elemente
des Raumes heiBen Punkte, ihre Bestimmungszahlen Koordinaten.

Es geniigt nun aber fir die algebraische (GGeometrie nicht, sich auf
die Betrachtung der Punkte in diesem Sinne zu beschrinken, sondern es
werden immer noch ,,unbestimmte Punkte* betrachtet, d. h. Punkte, deren
Koordinaten entweder unabhiingige Unbestimmte sind, oder doch algebraische
Funktionen von Parametern, d. h. Elemente eines transzendenten Er-
weiterungskérpers 2 von P. Ein Elementsystem {&,, ..., t } eines solchen
Kérpers 2 |nr1er ein Punkt des Raumes C (£2)) soll p-fach unbestemmier
Punkt in C, (P) heifien, wenn es den Transzendenzgrad p in bezug auf
P hat, d. h. wenn der Punkt von p unabhingigen Parametern, aber nicht
von weniger, algebraisch abhingt. Die in §3 betrachteten ,,Nullstellen
vom Transzendenzgrad p waren solche p-fach unbestimmte Punkte.

3. Eine algebraische Mannigfaltigheit M in O, (P) ist die Menge
aller Nullstellen in €, (P) eines Ideals m im Polynombereich P [z, .... z,
vorausgesetzt, daf diese Menge mnicht leer isb.

Verschiedene Ideale konnen die gleiche Mannigfaltigkeit definieren.
Beispiel: Die drei Ideale p= (2, ¥); = (22, ), t=(2%, 2y, y°, z2, yz)
in P[w, y,z] definieren alle drei die Gerade §=#5=0 in C;(P). Bei
den Polynomen von q verschwindet in den Punkten dieser Geraden nicht
nur das Polynom selbst, sondern auch die Ableitung nach z; bei denen

12a) Zusatz bei der Korrektur. Es gibt Ringe dieser Art, in denen Satz 8
nicht gilt. Also liBt sich die Dimensionszabl eines Primideals nicht allgemein durch
Primteilerketten charakterisieren.

1%) Diege Definition hiilt sich an die in der algebraischen Geometrie vorwaltende
Richtung, die zum Raum immer die komplexen Punkte hinzunimmt. Unsere Defini-
tion umfaBt aber noch ganz andere Riume als den der gewihnlichen Geometrie,
z. B. solche, in denen der vierte harmonische Punkt immer mit dem dritten zu-
sammenfallt. Man erhilt einen solechen Raum niimlich, indem man fiir P einen
solchen Kérper nimmt, in dem s4&=0 ist (Korper von der Charakteristik 2).
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von t verschwinden in einem Punkt der Geraden, nimlich im Punkt
{0, 0,0}, alle Ableitungen.

4. Ohne weiteres klar sind die folgenden beiden Siitze:

Die Mannigfaltigkeit eines K.G.V. von Idealen [m,, ..., m ] ist die
Vereinigungsmenge der Mannigfaltigkeiten der Komponenten.

Die Mannigfaltigkeit einer Idealsummie (m,, ..., m.) ist der Durch-
schnitt der Mannigfaltigkeiten der Summanden.

5. Definition, Ein Polynom f enthdlt eine Mannigfaltigkeit M,
wenn f verschwindet in allen Punkten von M.

6. Sei nun eine Mannigfaltigkeit M gegeben durch ein Ideal m. In
der Gesamtheit der Ideale, welche die gleiche Mannigfaltigkeit definieren
(s. obiges Beispiel), ist ein Ideal ausgezeichnet, niimlich die Gesamtheit
aller Polynome, welche die Mannigfaltigkeit enthalten. Dal diese Gesamt-
heit ein Ideal ist, ist klar; dall sie in allen Punkten von M, und ‘nur in
diesen, Nullstellen hat, ist ebenfalls klar. Wir wollen dieses Ideal das zu
M gehorige Ideal nennen.

7. Eine Mannigfaltigkeit heilt irreduzibel, wenn das zugehérige Ideal
prim ist, d. h. wenn aus ,,fg enthilt M* und ,,f enthilt M nicht* folgt
»g enthilt M. Die Dimensionszahl einer irreduziblen Mannigfaltigkeit
ist die Dimensionszahl des zugehorigen Primideals!s),

8. Ist M irreduzibel, und sind M,, M, beliebige Mannigfaltigkeiien,
deren Vereinigungsmenge M enthdlt, ohne dafs M, M enthdlt, so mufp M,
M enthalten.

Denn gesetzt, weder M, noch M, wiirden M enthalten, so wiirde das
heifen, dal in den Idealen mt,, m,, die M, und M, definieren, Polynome
fi» f; vorhanden sein wiirden, die M nicht enthielten. Das Produkt f, f,
aber wiirde sowohl M, wie M,, also auch M enthalten. Das widerspricht
der vorausgesetzten Irreduzibilitit von M.

9. Sei eine Mannigfaltigkeit M gegeben, und sei m das zugehérige
Ideal. Die transzendenten Nullstellen des Ideals, also diejenigen Null-
stellen, deren Koordinaten von Parametern algebraisch abhingen, werden
als wunbestimmie Punkte der Mannigfaltigheit bezeichnet, weil sie zwar
nicht der Mannigfaltigkeit angehoren, aber doch allen algebraischen Glei-
chungen geniigen, die in C, (P) die Mannigfaltigkeit definieren, und weil
sie, wenn man die Parameter, von denen sie abhiingen, regulir spezialisiert

18) Zusatz bei der Korrektur., Ist eine Mannigfaltigkeit M in diesem Sinne
irreduzibel, so ist sie nach 8 in der Tat unzerlegbar, d. h. nicht als Vereinigung von
zwei echten algebraischen Teilmannigfaltigkeiten darstellbar. Wie leicht ersichtlich,
gilt anch die Umkehrung.
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(§ 2, 6), in Punkte von C,(P) iibergehen, die den namlichen algebraischen
Gleichungen geniigen (§ 2, 7), mithin der Mannigfaltigkeit angehoren.

Ist M irreduzibel, also m prim, so heit jede allgemeine Nullstelle
des Ideals m allgemeiner Punkt der Mannigfaltighest M. Diese Bezeich-
nung ist in Ubereinstimmung mit der in der (GGeometrie geliufigen Be-
deutung der Worter allgemein und speziell. Man versteht doch meistens,
wenn es auch nicht immer deutlich gesagt wird, unter einem allgemeinen
Punkt einer Mannigfaltigkeit einen solchen Punkft, der keiner einzigen
speziellen Gleichung gentigt, aufler denjenigen Gleichungen, die in allen
Punkten erfiillt sind. Diese Forderung kann natiirlich ein bestimmter
Punkt von M niemals erfiillen, und so ist man gendtigh, Punkte zu be-
trachten, die von hinreichend vielen Parametern abhingen, d. h. in einem
Raum O, (2) liegen, wo £ eine transzendente Erweiterung von P ist.
Fordert man aber von einem Punkt von C,(2), daf er Nullstelle ist fiir
alle die und nur die Polynome von P[z,, ..., %,], die in allen Punkten
der Mannigfaltigkeit M verschwinden, so kommt man gerade auf unsere
Definition eines allgemeinen Punktes der Mannigfaltigkeit M.

10. Da nach 7 zu jeder irreduziblen Mannigfaltigkeit ein Primideal
gleicher Dimension gehort, so konnen die Sitze 83 2,3, 7 10 fir Prim-
ideale unmittelbar auf irreduzible Mannigfaltigkeiten iibertragen werden.
Das ergibt:

Jede irreduzible Mannigfaltigkeit hat einen allgemeinen Punkt {&,, ..., .},
der von so vielen Parametern abhdngt, wie die Dimensionszahl der Mannig-
faltighkeit angibt **), und der Kcérper P (&, ..., £ ) ist dem Resthklassenkorper
des zugehirigen Primideals isomorph.

Jeder spezielle Punkt einer p-dimensionalen irreduziblen Mannig-
faltigkeit hat einen Transzendenzgrad < pi.

Eine nulldimensionale irreduzible Mannigfaltigheit besteht aus einem
Punkt.

11. Unter der algebraischen Abschlieffung einer Punktmenge M’ in
C, (P) verstehe ich die Menge M der gemeinsamen Nullstellen in C,(P)
derjenigen Polynome aus R =P[z,,....z,], die in allen Punkten von M
verschwinden. Da diese Polynome offenbar ein Ideal bilden, so ist M
eine algebraische Mannigfaltigkeit '?).

1) Diese Eigenschaft zeigt die Ubereinstimmung unseres Dimensionsbegriffs mit
dem aus der algebraischen Geometrie geliufigen.

15 Tst P der Korper der komplexen Zahlen, so umfaBt (weil jedes Polynom eine
stetige Funktion darstellt) die algebraische Abschliefung die topologische AbschlieBung.
Z.B. hat in der Ebene C, (P) die Menge £ =0, | & | <1 die topologische Abschliefung
£=0, |5|<1, und die algebraische AbschlieBung & =0. Die algebraische Ab-
schlieBung kann aber fiir die Algebra die Stelle der topologischen AbschlieBung voll-
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12. Sind in einem algebraischen Erweiterungskérper 2 von P (iy,.. A,

WO A1, ..., 4, als irreduzibles System angenommen ist, n algebraische
Funktionen &, ..., &, von 1, ..., 4, gegeben, und ist M’ die Menge der
Funktionswertsysteme 161, ..., £u}, die zu reguliren Argumentwerten

.»L,',..., z’ gehoren, so ist M’ eine Punktmenge in C.(P); wenn nun M
die algebraische AbschlieBung von M’ ist, so sagen wir, daB M durch
die Funktionen &, ..., &, in Parameterdarstellung gegeben ist. Die Para-
meterdarstellung ist nur regulir in den Punkten der Teilmenge M’ von
M, sie bestimmt aber M eindeutig.

Die algebraische Abschliefung von M" wird nach Definition dadurch
konstruiert, dall man das Ideal p aller Polynome bildet, die in allen
Punkten von M’ verschwinden. Nach § 2,7 kann man nun aber p auch
bestimmen als das Ideal aller Polynome f aus Pl ]y thiir die
f(&, ..., &,)=0, oder als dasjenige Primideal, das e >ty marralls
gemeinen Nullstelle hat (§3,1). Alle Polynome von p verschwinden in
allen Punkten von M, weil M ja die Mannigfaltigkeit von p ist, und
wenn umgekehrt ein Polynom verschwindet in allen Punkten von M, so
verschwindet es auch in allen Punkten von M’, gehort mithin zu p. Also
ist p das zu M gehorige Ideal (3). Damit ist bewiesen:

-

Jedes System von algebraischen Funktionen £, ..., ot on AL, A
bestimmt eime Mannigfaliigkeit M in Parameterdarstellung, und das zu
M gehorige Primideal p hat die allyemeine Nullstelle &, .. ., &, die also

zugleich allgemeiner Punkt der Mannigfaltigheit ist.

P

e

13. Da auch jedes Primideal p eine allgemeine Nullstelle {& 3
hat, wo die & algebraische Funktionen von Parametern iy, ..., 1, sind,

so folgt:

13 =%

Jedes Primideal + R ist das zugehorige Ideal seiner Mannigfaltig-
keit, die irreduzibel ist; und die allgemeine Nullsielle des Primideals
ergibt eine Parameterdarstellung der Mannigfaltigkert.

Folge: Hat ein Primideal p keine Nullstelle in C (P), so ist p=R.

14. SchlieBlich gilt, da auch zu jeder Mannigfaltigkeit ein Primideal
= B gehort:

Jede irreduzible algebraische Mannigfaltigkeit hat wmindestens eine
Parameterdarstellung. Die Dimensionszahl der Mannigfaltigheit ist die
kleinste Parameterzahl, die in eine Paramelerdarstellung eingehen kann.

stiindig vertreten. Definiert man z. B. eine Mannigfaltigkeit durch algebraische Para-
metergleichungen, die fiir gewisse Parameterwerte unbrauchbar (singulir) werden, so
mull man zur Menge der reguliren Punkte die Menge ihrer Grenzpunkte hinzunehmen;
man kann aber auch ihre algebraische AbschlieBung bilden, wie wir sehen werden.
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15. Aus § 3, 6 folgt: Sind M, M, irreduzible Mannigfaltigkeiten der
Dimenstonszahlen 1, pny, und ist M, Untermenge von M,, so 28t 1, = Uy,
et D a u 1 e B —— W gt

und das Gleichheitszeichen gilt nur dann, wenn M, = M,.

G

i

Die Nullstellen beliebiger Ideale.

1. Zu einem Primirideal q im Polynombereich R gehort, wie wir
(& 1, 13) sahen, ein Exponent ¢ und ein Primideal p, so dall

[ q U‘I:U:',

| p2=0(q).
Aus der Definition von p folgt: Die Mannigfaltigkeit von p ist mit der von
q identisch. Daraus weiter: Die Mannigjaltigkeit eines Primdrideals q
ist irreduzibel. Weiter: Aus fg=0(q) folgt g=0(q), wenn f die
Mannigfaltigkeit von q nicht enthdll. Das letztere besagt niimlich nach

185

)

§4,13: f==0(p). Diese Eigenschaft des Primirideals benutzen Lasker
und Macaulay!?) als Definition. Die Aquivalenz mit unserer ( E. Noether-
schen) Definition folgt aus dem Hilbertschen Nullstellensatz (9).

9. Aus §4,13 und § 5, 1 folgt: Hat emn Primdrideal q keine Null-
stelle, so ist q = R.

3. In denjenigen Ringen, fiir die der Hilbertsche Basissatz gilt, gilt
auch, wie E. Noether¥) gezeigt hat, der folgende Zerlegungssatz:

Jedes Ideal m ist K.G.V.von endlich vielen Primdridealen: m=[q,, .., q,].
Fordert man, daf dies grofte primdre Komponenten sind, d.h. daf [a;, q,]
nicht mehr primdr ist, und weiter, daf die Darstellung eine kiirzeste ust,
d. h. daf} keine der q, tiberfliissig ist, so sind zwar nicht die Ideale q,, ...,q,
eindeutig bestimmt, wohl aber ihre Anzahl r und ihre zugehorigen Prim-
ideale Py .o Py

4, Um zu zeigen, daB fiir den Polynombereich die gemachten Aus-
sagen iiber Eindeutigkeit nicht verscharfs werden konnen, und zugleich um
die geometrische Natur der Primiirideale zu erliutern, mogen die folgenden
Beispiele gegeben werden, die sich auf den Polynombereich P[xz, y| be-
ziehen.

Beispiel 1. Das Ideal m = (xy) besteht aus allen Polynomen, die

1y E, Lagker, Zur Theorie der Moduln und Ideale, Math, Ann. 60 (1905),

8. 20—116.

17) F, 8. Macaulay, Modular Systems, S. 55.

18) B, Noether, Math. Ann, 83, S.42. Der Beweis setzt den Wohlordnungssatz
voraus. Einen etwas einfacheren Beweis gab W. Krull, Math. Ann. 80 (1928), 8. 55— 64.
Fiir den Spezialfall des Polynombereichs; E. Lasker a. a. O.

s
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auf der z-Achse und auf der y-Achse verschwinden, und hat u. a. die
folgenden primiren Teiler:
q, = (2): Polynome, die auf der y-Achse verschwinden (Primideal).

0. = (%): Entsprechend.
gy = (@, 2y, y*): Polynome, die im Ursprung mindestens einen Doppel-

punkt haben.

DaB} q,, q., q; primir sind, m aber nicht, und daf m Untermenge
von (,, G, und q, ist, folgt hier wie in allen folgenden Beispielen am
einfachsten aus der eben gegebenen geometrischen Bestimmung dieser Ideale.

Offenbar ist m = [q,, q,], aber auch m=[q,, q,, q;]. Beide Zer-
legungen sind Zerlegungen in grolite primire Komponenten, denn [q,, q.],
[ay, g5] und [q,, g;] sind nicht primir. Nur die erstere Darstellung
m=[q,, q,] ist eine kiirzeste.

Beispiel 2. Das Ideal m = (2% ay, y*®) (s. oben q,) ist primir, und
hat u. a. die folgenden primiren Teile:

gy = (2%, ): Polynome, die die z-Achse im Ursprung zweifach
schneiden oder ganz enthalten,

q® = (@, y*): Entsprechend.

Zu allen drei Idealen gehért als Primideal das zum Ursprung
gehorige Primideal p = (o, y). Weiter ist m = p? wihrend g, und q,
Ideale zwischen p und p* sind). Die Zerlegung m = [q,, q,] ist eine
kiirzeste Darstellung, aber die g, sind nicht gréfite primire Ideale, denn m
ist selbst primir, 3

Beispiel 3. Das Ideal m = (2% ay) besteht aus allen Polynomen,
die die y-Achse enthalten und auBlerdem im Ursprung mindestens einen
Doppelpunkt haben. m ist nicht primér, und hat u. a. die folgenden pri-
miren Teiler:

q; = b, = (@) (s. Beispiel 1).

0, = (2%, pa -+ y): Polynome, die die Gerade u -+ y = 0 im Ursprung
zweifach schneiden oder ganz enthalten. Zugehoriges Primideal: p,— (2, y).

Die Zerlegung m = [q,, q,] ist fir jeden Wert von u richtig, und
immer eine kiirzeste Darstellung durch gréBte primiire Komponenten. Nur
die zugehorigen Primideale p,, p, sind eindeutig bestimmt.

5. Definitionen. Die Mannigfaltigkeiten der primiiren Komponenten
Oys ---» q, eines Ideals m, oder, was dasselbe ist, die Mannigfaltigkeiten
der zugehérigen Primideale p,, ..., p., heillen die wesentlichen Mannig-

"} Daraus folgt nebenbei, dabB fiir Ideale wie (22, ¢) eine Darstellung als Pro-
dukt von Primidealen, wie sie in der Theorie der Zahlkérper immer moglich ist, aus-
geschlossen ist.

L)

) Nach Macaulay, zur Unterscheidung von den unwesentlichen Mannigfaltig-
keiten, welche die Resolventenbildung nach Kronecker ergibt.
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faltigkeiten des Ideals. Diejenigen unter ihnen, die in einer anderen ent-
halten sind, heien eingebeltete Mannigfaltigheiten, die iibrigen isolierte
Mannigfaltigkeiten. Haben alle wesentlichen Mannigfaltigkeiten von m die
gleiche Dimensionszahl u, so heifit das Ideal m wungemischt und von der
Dimenstonszahl p.

6. Ist wiederum m=[q,,...,q,], so ist die Mannigfaltigkeit von m
die Vereinigung der (irreduziblen) Mannigfaltigkeiten von g, ..., q,:

M=%B(M,..., M,).

LiBt man aus der Darstellung alle iiberfliissigen (eingebetteten
Mannigfaltigkeiten fort, so bleibt eine kiirzeste Darstellung:

M=B(M,,..., M)

: kO
von M als Vereinigung von irreduziblen Mannigfaltigkeiten. Diese ist ein-
deutig, denn ist
r F
M=%(M,,..., My)

eine andere kiirzeste Darstellung, so mull jede 3/, in B ( ;111!. covy M), mit-
hin nach § 4, 8 in einer M, enthalten sein, und diese nach dem gleicher
Schluf wiederum in einer M, welche dann notwendig gleich M, sein mul,
weil sonst M, in M, enthalten wiire, und die Darstellung keine kiirzeste.
Also ist jedes M; einem M; gleich, und ebenso umgekehrt.

Damit ist gezeigt: Jede algebraische Mannigfaltighkeit M lafit esndeutig
eine kiirzeste Darstellung als Vereinigung von endlichvielen irreduziblen
Mannigfaltigheiten zu.

7. Aus 2 und 3 folgt: Hat ein Ideal m keine Nullstellen, so ist m = R .

8. Aus 1 und 3 folgt: Ist fg =0(m), und enthdlt f keine weseni-
liche Mannigfaltighkeit von m, so ist g = 0(m).

Fiir die Anwendung dieses #uBerst wichtigen Satzes braucht man
Kriterien, um zu entscheiden, ob ein Ideal eingebettete Mannigfaltiglkeiten
hat. Ohne Beweis filhren wir zwei solche an, deren erstes sich unmittelbar
aus Satz XI (S.46) der E. Noetherschen Arbeit®') ergibt, wihrend das
zweite sich bei Macaulay®®) findet:

Ein Ideal m hat dann und nur dann eine in der Mannigfaltighkeit

des anderen Ideals n = (f,, ..., f.) enthaltene wesentliche Mannigfaltigkeit,
wenn es ein Polynom f gibt, so dafp ff,= 0(m) fiir jedes i, und dennoch
f==0(m).

Hat ein Ideal m von der Hochstdimension u eine Basis aus n — p

Elementen, so ist es ungemischt, und jede seiner Polenzen ist ungemischi.

21y Math. Ann. 83.

%) Modular Systems 5. 49, 51.

Mathematische Annalen. 25 14
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9. Der Hilbertsche Nullstellensatz®’) in der urspriinglichen Fas-
sung lautet:

Verschwindet ein Polynom f, oder allgemeiner ein Ideal a, in allen
Nullstellen eines Ideals m, so gibt es eine nur von m abhdngige Zahl o,
so daf f*=0(m) bzw. ag= 0(m).

Beweis. Sei m=/[q,,...,0.], und sei o der groite unter den
Y1 rl ¢ a8

Exponenten von ¢,, ..., q,. Enthilt f die Mannigfaltigkeit von M, so ist

f=0(p,), wop, das zu q; gehorige Primideal ist; daraus folgt f“=0(p{),

also = 0(q,), also f°= 0(m). Das gleiche gilt, wenn man a statt [
schreibt.

(Genau so beweist sich eine etwas abweichende Fassung des Satzes,
die fiir einige Anwendungen noch bequemer ist:

Verschwindet ein Ideal a in den allgemeinen Nullstellen aller iso-
lierten Primideale des Ideals m, so gibt es eine nmur von m abhdngige
Zahl o, so dafi ae= 0(m).

10. Ein ungemischtes (n — 1)-dimensionales Ideal m hat eine Basis
aus einem BElement (,ist Hauptideal*).

Beweis. Sei zuniichst m = (f,, ..., f,) primir, p das zugehorige Prim-
ideal, 2 =P(&,...,&,) dessen Nullstellenkérper, und seien die Un-
bestimmten so numeriert, daB &,, ..., & _, ein dem Korper £ dquivalentes
irreduzibles System bilden.

Der groBte gemeinsame Teiler f von f,,..., f, — Teiler im Polynom-
sinn — bleibt grofiter gemeinsamer Teiler, wenn man f,, ..., f, als Poly-

) betrachtet. Er ist also

nome in @, mit Koeffizienten aus P(a,, ...,z _,]

in der Form _

f=a i a i,
darstellbar, wo @;&P(,,...,a,_,)[,]. Multiplikation dieser Gleichung
mit dem Hauptnenner % (w,, ..., «,_,) der rechten Seite ergibt:

fh=0(m),

also, da &h(&,..., & _,)==0, mithin A==0(p):

f=0(m).
Auch ist
M= (fiyeeesn L) =10(1):
also folgt m = (f), womit fiir primére Ideale der Satz bewiesen ist.
[st nun m = [q;, ..., q,] ein beliebiges ungemischtes (7 — 1)-dimen-
sionales Ideal, sind also q,, ..., q, simtlich (n — 1)-dimensional, so ist

nach dem eben bewiesenen q, = (f;), also
mu=s [(£)s 0 ()]
28) D, Hilbert, Math. Ann. 42, S. 320,
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Ist nun f das K.G.V. (im Polynomsinn) von f,,...,f,, so ist
m = (f), denn jedes Polynom, das durch f,, ..., f, teilbar ist, ist durch f
teilbar, und umgekehrt. Damit ist der Satz bewiesen.

Eine Zerlegung von f in Primfaktoren:

f=opi'...0

ergibt eine Produktdarstellung fiir m:

G R B SE i b
Da die Ideale (p;) prim sind, so folgt:
Jedes wungemischte (n—1)-dimensionale Ideal st Produki wvon
Potenzen von Primidealen, deren jedes von einem Primelement erzeugt wird.

§ 6.
Der Hentzeltsche Nullstellensatz.

1. Der M. Noethersche Fundamentalsatz der Theorie der algebraischen
Funktionen®!) lautet bekanntlich folgendermafien:

Ist P ein algebraisch-abgeschlossener Korper, m=(f,, f,) ein Ideal
in R=Plax,,z,], wo f, und f, teilerfremd sind, und wo folglich das
Ideal nur endlichviele Nullstellen { £ Ef:'} [t=1,...,7] in C,(P) hat®®),
und ist  ein Polynom in R, so dafi in jeder dieser Nullstellen eine
Gleichung besteht von der Form:

; 4@ » (%) p
(1 f=-'15 If1 _:_‘51'..' a5
wo die A,, A, Potenzreihen nach (x, — &Y), (xy — &) stnd, tber deren

Konvergenz nichls vorausgesetzi wird, so st = 0(m).
Dabei soll die Gleichung (1) in dem Sinne bestehen, dafl, wenn beide
Seiten rein formal nach Potenzen von a;, — ol T — &g

alle Koeffizienten iitbereinstimmen.

geordnet werden,

Verschirfung®), Es st hinreichend, wenn beide Seiten von (1) bis auf
- (1) (%)

Glieder von der Ordnung o in x, — &, @, — &2
erne nur von m abhdngige Zahl ist,

tiibereinslimmen, wo p

Beweis, Sei g, eine primire Komponente von mi, p; ihr Primideal,

24) M. Noether, Math. Ann. 6 (1873), 8. 351.

25) Sind niimlich f, und /, teilerfremd, so gibt es im Ideal m sowohl ein von z,,
als ein von x, freies Polynom, die durch den Euklidischen Algorithmus gewonnen
werden konnen. Diese beiden Polynome werden nur fiir endlichviele Werte von x,
bzw. z; Null.

) Sonst wiirde nimlich die Mannigfaltigkeit von p; aus mehreren getrennten
Punkten bestehen, mithin reduzibel sein; vgl, § 3, 10.

®88) K, Bertini, Math. Ann, 84 (1889), S, 447; M. Noether, Math. Ann. 40 (1892),
8. 140,

14*
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o, ihr Exponent, und p = max(g;). Dann ist, da p, nur eine Nullstelle
{5 £,"Y hat*®): ; i
e = )Y

h.=(x, — & e — kg,

~ . . (i} (%) . (%) (i)
Ersetzt man die Potenzreihen ALY, A durch die Polynome a,", a.,

die aus ihren Gliedern der Ordnung < ¢ bestehen, so folgt aus (1):

e ﬂ_if] ri e ali'l'" f_ :v;_l \‘

¥

f=0(m,p).

=0 ( 115.]-'
fiir jedes #, mithin
f=0(m) q.e.d.

9. Der Satz 148t sich nach verschiedenen Richtungen hin 7-dimensional
verallgemelinern.

Erstens gilt der Beweis offenbar fiir beliebige Ideale m = (f;, ..., f,)
von der Dimensionszahl 0 in R =P[a,,..., z,]. *)

Zweitens kann man, wie wir zeigen werden, die Voraussetzung, der
Kérper P sei algebraisch-abgeschlossen, fallen lassen. Man hat dann die
Nullstellen & und die Koeffizienten der Potenzreihen in einem algebraisch-
abgeschlossenen Erweiterungskérper £ von P anzunehmen. Bricht man
von vornherein, was ja unwesentlich ist, die Potenzreihen mit den Gliedern
(o—1)-ter Ordnung ab, und schreibt man wmgo fiir das von m n
Qla,,...,x,) erzeugle Ideal (§ 1, 4), so lautet der verallgemeinerte Satz
mit ,,Verschirfung zusammengefalit:

Ist m ein Ideal in R=P[x,, .... ], das die Dimension 0 hat (§ 5, 5)
und folglich nur endlichviele Nullstellen S s BN T i) oon
C, (R2), wo 2 ein algebraisch-abgeschlossener Erweiterungskorper von P

2), (8
ist, so gibt es eine mur von m abhdngige Zahl o, so dafi, wenn f& R, aus
v r = (i) w81y 0% -
f=0(me, (2, —&" ..., 2, — &) [i=1,...,7]

folgt
f=0(m).

Der Beweis von vorhin ergibt nicht die gesuchte Gleichung, sondern

die andere:
f=0(mga).

Das heilit nach Definition von ma:
F=2raf, "wo e el fosm.
Driickt man die Gréfien «; durch endlichviele linear-unabhingige Ele-
mente &, m,, w,, ... von 2 mit Koeffizienten ans P aus, so kommt:

— 7o ;-m!y. o S wWo g € N,

#7) Vgl. etwa Macaulay, Modular Systems, 8. 60.
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mithin, da die @ linear-unabhingig in bezug auf P sind:
=0 V=05
f=0(m).

also

3. LaBt man nun drittens auch die Voraussetzung fallen, dafi m die
Dimensionszahl 0 hat, so kann man zunéchst, wie es Lasker®) und
Macaulay®’) versucht haben, unter Verzicht auf die Verschirfung daran
festhalten, daB nur fiir eine endliche Anzahl Punkte {¢,, i Gy e
flemhunfren (1) vorausgesetzt werden. Die Beweise von Lasker und
Macaulay scheinen aber unvollstindig2®®) und setzen auferdem voraus, daf
P der Korper der gewdhnlichen komplexen Zahlen ist, und daf die Potenz-
reihen A4 in einem Gebiet konvergieren. Einen anderen Weg hat K. Hentzelt™)
eingeschlagen, indem er das Bestehen der Gleichung (1) n allen Punkten
der Mannigfaltigkeit von m fordert, und die angegebene Versc hirfung bei-
hehilt. Sein Satz, der hier auf kiirzerem Wege bewiesen werden soll, lautet:

(Hentzeltscher Nullstellensatz, erste Fassung) Ist m emn
Ideal in R—=P[z,,...,x,], und Q ein algebraisch-abgeschlossener Lr-
weiterungskorper von P, so gibt es eine nur von m abhdngende Zahl o,
so daf, wenn fe R, aus dem Bestehen der Kongruenz
(2) F=0 (Moy2y — Epy savs Bp—84))
fiir jede Nullstelle {£,, ..., &} von m in C, () folgt

f=0 (m).

Der Satz kann, genau so wie der Hilbertsche Nullstellensatz dahin
modifiziert werden, daB die Kongruenz (2) nicht fiir alle algebraischen
Nullstellen von m gefordert wird, sondern nur fiir die allgemeine Null-
5] .

stelle eines jeden zugehorigen Primideals p,. So kommt man zum Satz’

(Hentzeltscher Nullstellensatz, zweite Fassung) Ist m emn Meuf-

r'm R—=Pla,,....x,], sind b,, ..., p, diezugehorigen Primideale, und vst
=(18) I-J| - . . -
—PEY B u’e: Auffei‘eﬂwrina;wr von p;, so existiert exne Zahl o,

80 u’:r,h_. wenn e R, aus

ST F=0(ms, (21— &, ..., g — ) =177l

%) Math, Ann. 60, 5. 95.

2} Modular Systems, S. 61.

%) Zusatz bei der Korrektur. Die Liicken des Macaulayschen Beweises
gind in einem Briefwechsel zwischen Herrn Macaulay und dem Verfasser ausgefillt
worden. Die Konvergenzvoraussetzung blieb dabei aber aunfrechterhalten. Ich be-
sitze jetzt einen von dieser Voraussetzung freien Beweis, der bei beliebigem Koef-
fizientenkdrper P gilt.

30 Siehe Fubnote ®).

1) Vgl. Grete Hermann, a. a. 0. Die Bezeichnungen .erste“ und ,zweite Fas-
sung® sind dort gerade umgekehrt wie hier.
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folgt
=0 (m).

Dabei bedeutet wiederum my, das von m in 2 [z,,...,a,] erzeugte
Ideal; die Forderung wird jeweils vorausgesetzt in 3 [x,,..., ] fiir
gee—ul So e

Die zweite Fassung diirfte fiir Anwendungen wichtiger sein wie die
erste; ihr Beweis ist einfacher.

4. Man braucht offenbar die beiden Sdtze nur fiir Primirideale zu
beweisen: Durch die Zerlegung m = [q,, ..., q,] folgt dann der allgemeine
Satz unmittelbar, wie im Spezialfall 1, Die zweite Fassung wird dadurch
wesentlich vereinfacht; es ist nur zu beweisen:

Ist q ein Primdrideal in R, p das zugehorige Primideal, 2 =P (&, ..., &, ),
dessen Nullstellenkorper, so existiert eine Zahl o, so dafl, wenn fe R, aus

(3) F=0(qz, (z, — S = e ) e i e

"
folgt
=0 |:L1 )
Beweis. Wir wollen den allgemeinen Fall auf den schon erledigten
Spezialfall, daB q null-dimensional ist, zuriickfithren, indem wir gewisse
z; gleich Parametern setzen und so die Dimensionszahl erniedrigen.

Sei I die Dimensionszahl von q, und sei, evtl. nach Umnennung der
Indizes, &, ..., & ein irreduzibles System in 2. Dann ist X algebraisch

s
iber I'—=P(&.,...,&). Sei A4 ein aleebraisch-abgeschlossener Erweite-
\=1 2 3 [.JI 5 o

rungskérper von =, und seien &%, ..., &¥ [k=1,...,7] die mit
R s ooy & konjugierten Elementsysteme. Dann sind nach
§3,9 die y Punkte {&,,...,&, &%, ..., &) diejenigen Nullstellen von
q4, In denen =z, ..., 2, die Werte &,, ..., & haben. Ersetzt man, in allen
Polynomen von q4, die Unbestimmte z,, ..., 2, durch &, ..., &, so ent-
steht ein Ideal Gy in 4 [z,.,,...,2,], das nur die endlichvielen Null-

(&) (k) - : re
stellen &3y, ..., & in Cuy, (4) hat. Aus (3) folgt, wenn man zu 4

ibergeht und z,, ..., ¢, =¢&,,..., & setzt,

Ty

=
o —
&

n

Ire

=3

. oy

i e T2 NN = : N e
f:fl"‘]"""‘-‘ ‘!E__]......_.?“_,I__” (qua, (@44 o s e i

1

Ausiibung der Automorphismen von 2, die I'" elementweise invariant
lassen, ergibt:

T el = (B} = (k) 0y
F= 00 (e — s v T — Ex ) =)

Mithin sind die Voraussetzungen des Hentzeltschen Satzes fiir das
nulldimensionale Ideal §p in I'[a,.,,..., 2] erfiillt, und es folgt

(4) f=0(ar)
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Das heiBt, f entsteht aus einem Polynom aus gy dadurch, dall man
T, ..., @, durch &, ..., § ersetzt.
Ein Polynom aus g, hat die Form

N7 @r{Es onn

T i
! Sy 5o

Mithin ist

CihE \ : e -
:J..J y{_| -'3'1 Jiaiaes :["" T4 wo ﬂl I'. ;{‘.] R J.H =7 ( l] Y
:]

]||L— \'1 Gy '.-IT.L. ;?.I

= e b Y
= W~ i S S
i T,",'_:.,---,;‘.f:'g" 1 1272 I+1* 3 n

Multipliziert man beide Seiten mit dem Hauptnenner (&, ..., &),

51

g0 kommt:

Fry

A N
-:l:'r'-‘;‘ls'-".

/ t=
iy (&
gl b BLER R B

i Ty
— Xl E =) = = P .
= Syl B gl e Bradnan s 2y )

Da die & ..... & ein irreduzibles System bilden, kann man sie durch
1? 1 2] o
Unbestimmte @,, ..., a, ersetzen. Die rechte Seite wird dann ein Polynom
aus (¢, also:
Wy e ien @) F(&ysoeen®, ) =01(9)
Da aber (&, ..., &)= 0, so ist y(x,,...,2)==0(p), mithin
i@y v =0000) q. e. d.

5. Zum Beweise des Hentzeltschen Satzes in der ersten Fassung fiir ein
Primérideal q konnen wir zunichst wieder voraussetzen, dafl P algebraisch-
abgeschlossen ist, mithin P= 2. Die Voraussetzung ist hinterher wie
in 2 leicht aufzuheben.s

Der Beweis verliuft anfangs ungefihr wie der in 4 gefithrte bis zur
Formel (4). Man numeriert wiederum die Unbestimmten so, dal im
Nullstellenkérper die Elemente &, ..., & ein irreduzibles System bilden,

R i ¥

mithin & ... ..; &, algebraische Funktionen von ihnen sind. Im Beweise 4
. » A iy ot ot o
ist iiberall & durch & zu ersetzen, wo &, ..., & regulire Argumentwerte

r
-

o . o o L " Nz 3 fa =
aus P, &.,, ..., & die zugehérigen Funktionswerte sind. Fiir diese &;, ..., &p
gilt die Voraussetzung (2). An Stelle der in 4 benutzten Korper
, I, 3, A tritt der einzige Kérper P. Man findet nach Analogie von (4):
(5) f=0(q"),
o o > o F ¥
wo der Strich iiberall bedeutet, daB a,, ..., z, durch &, ..., & ersetzt sind.
Aus dieser Gleichung wollen wir die andere
(6) =0 (qr)
[vgl. (4)] ableiten. .Das geschieht, indem wir fiir q eine Basis f;,....7,
- ’ 1 . ’ . . e
annehmen, Die Polynome f;,...,f, bilden dann offenbar eine Basis fiir
q’,und f,, ..., f, eine Basis fiir qp. Nach einer von Grete Hermann®?®)
nach Hentzelt angegebenen Methode kann man nun die Kongruenz (6)
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ersetzen durch die Forderung, dal ein gewisses lineares Gleichungssystem
losbar ist, oder daB ein gewisses Matrizenpaar m,, m, gleichen Rang be-
sitzt. Ebenso driickt sich (5) aus durch die Ranggleichheit der entsprechen-

den Matrizen m], mi, die aus m,, M, entstehen, indem & ,... & durch

t

£y, ..., & ersetzt werden. Fiir die Einzelheiten der Rechnung konnen
wir auf die Arbeit von Friulein Hermann verweisen. Aus den Sitzen
§2,6,7 folgt nun, daB man die Argumente & ,..., & regulir so spe-
zialisieren kann, dafl m, und m; gleichen Rang haben, und ebenso M,
und mg. Da die Voraussetzung (5) besagt, daB m{ und m; gleichen Rang
haben fiir alle reguliren Argumentwerte &7, ...,

£i, so folgt die Rang-
gleichheit von s, und m,, mithin die Kongruenz (6).

Der Beweis wverliuft weiter wie oben wvon (4) an.

*) A.a. 0. 8. 760. Die dort fiir den Fall ¢t =2 —1 gegebene Betrachtung 1iBt
sich ohne weiteres auf den allgemeinen Fall iibertragen.

(Eingegangen am 14, 8. 1925.)
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