affine Geometrie XL: Eiflichen konstanter
Affinbreite.

Yon

Wilhelm SiiB in Kagoshima (Japan).

1. Bekanntlich haben Eiflichen konstanter Breite b die Eigenschaft,
dall die Verbindungssehne der Berithrungspunkte zweier paralleler Stiitz-
ebenen die konstante Liinge b besitzt und jede Normale eine Doppel-
normale ist. Es liegt nahe, die Moglichkeit analoger Verhiltnisse in der
affinen Geometrie der Eiflichen zu untersuchen. Dabei sei folgende De-
finition zugrunde gelegt: Eine ,stetig-differentiierbare* Eifliche B besitzt
die konstante Affinbreite #, wenn die Affinentfernung *) jedes Punktes P
von E von seinem ,,Gegenpunkt®) P’ den konstanten Wert f besitzt.
Andererseits fragen wir nach den Eiflichen, deren Affinnormalen affine
Doppelnormalen sind. Es wird sich herausstellen, daB beide Fragestellungen
nicht nur zu denselben Flichen fiihren, sondern sogar so einschneidende

Bedingungen enthalten, daf sie charakteristische Eigenschaften des Ellip-

soids darstellen. Wir werden folgenden Satz beweisen:

Die Ellipsoide sind sowohl die einzigen Eiflichen konstanter Affin-
breite wie auch die einzigen analytischen Eiflichen, deren Affinnormalen
samilich affine Doppelnormalen sind.

Aulierdem werden wir auf das affingeometrische Analogon des Satzes
von Herrn K. Reidemeister®) eingehen, dal die Kérper konstanten Durch-
messers mit denjenigen konstanter Breite identisch sind. Am Schlusse
beschiiftigen wir uns noch mit dem Problem der Eilinien, deren Affin-
normalen affine Doppelnormalen sind, das auf Ellipsen fithren wird.

') Siehe z. B. W. Blaschke, Vorlesungen iiber Differentialgeometrie 11, Berlin 1923,
5.110. Wir zitieren dies Buch mit (B).

) D. h. in P und P’ sind die Tangentenebenen einander parallel.

") Uber Kérper konstanten Durchmessers, Math. Zeitschr. 10, S. 214 ff.
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§ 1.
Eiflichen konstanter Affinbreite.

9 Wir wollen annehmen, die betrachtete Eifliche £ sei keine Kugel,

und die dquiformen (gewdhnlichen) Kriimmungslinien als Parameterkurven
(u,v) einfiihren. Dann ergibt sich fiir die konstante Affinbreite § nach

unserer Definition ) der Ausdruck

; (ru;re:E—x)  (&E=1L) o A 5\
f]) ﬁ-_ l 1iltad 7 s ,|-_ sl ""(:-"I_J:I,-"
VEGLN VE
wobei (1) den Gegenpunkt des Punktes (), & den Einheitsvektor der
gewohnlichen Flachennormalen, K=, ' die GauBsche Kriimmung und
E, F, G, L, M, N die gewdhnlichen Fundamentalgrofien im Punkte (1)

bedeuten, fiir die dann

sein soll.

Aus (1) folgt bei Vertauschung der beiden Punkte (x) und (x) fiir
die GauBsche Kriimmung K im Punkte (I ):
(2) K=1'=K=121"

Wegen (2) aber wird die Eifliche % von der Beriihrungskurve jedes
umschriebenen (Stiitz-) Zylinders halbiert; # ist somit nach einem Satz
von Herrn T. Kubota') eine Mittelpunktseifidche.

Es sei nun weiter y (§j) der Affinnormalvektor im Punkte (1)
(bzw. (¥)). Dann ergibt sich nach unserer Wahl der Parameterlinien ®) :

/ g . S e L
I\R) IJ :?G t-t,j_ﬁ-_ '._'Q"'.J.rr A i ;I_-:._*J:r_-_i_ T

Wir behaupten nun das Bestehen der folgenden Beziehung:
(4) I—I=p"1;

Setzen wir namlich

(58) I —r=pLtrE, el

so folgt aus (1) zundchst

I':'-)IJ\:I N = — .

: = A

4) Binige Probleme iiber konvex-geschlossene Kurven und Flichen, Téhoku
Math, Journal 17, 8. 851 ff., Satz 2.
5 (B), 8.166 (186).
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Ferner erhilt man durch Differentiation von (1):
";"n{’.s‘:! i G 1] == ‘;‘{-‘tul i o= ljl :- ‘;"('-:‘:? gr: s l-.r.:J =,
LG E— D)+ A E— )+ A6 B — 1) =0.
Hierin verschwinden die dritten Glieder, da die Tangentenebenen in (1)
und () einander parallel sind. Und nach den Ableitungsgleichungen von
Weingarten ist:
4 B
"L".'.:= T S ]!:.:’
E N ..
L e G '1—l.' .
Somit erhalten wir
(1 & AL = A 0
ll\'r.r"‘__ll_,_} ,l_"-,l__"'l_; =2
L = A ,\T o A\
e i | e
1 '\'II"I'I" e 1.1"’;: 1.",.| {]
Nach (5a) und (5¢) aber folgt

(5e)

Ao—ALpu=10,

Ao—INy =0,
oder nach (5¢)

(5d)

Aus (5a), (5b) und (5d) ergibt sich die behauptete Beziehung (4).
Statt (4) konnen wir auch schreiben:

(6) p-+p5=0.

Es sei nun O der Mittelpunkt von £, und es mogen die Vektoren p
0 zum Ursprung haben. Da die Tangentenebenen in den Endpunkten
zweier entgegengesetzter Vektoren y einander parallel sind, so sind stets
r und ¥ zwei solche von O aus einander entgegengesetzte Vektoren:

Nehmen wir nun an, £ sei kein Ellipsoid, und wihlen wir von nun an
die Affinkrimmungslinien zu Parameterkurven (u’, v)%), so folgt fiir ¢
nach (4)

%) (B), S.164.
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wenn /4 die mittlere Affinkriimmung bedeutet. Daraus geht aber hervor:

el —h=c¢i—Hh- _2
1 S p’ 5
oder, da c:;. 0 ist?),

(8) h = _ - Jconst.

1

Nun sind aber die Ellipsoide die einzigen Eiflichen mit konstanter mitt-
lerer Affinkriimmung %%). Somit ist unsere Annahme, ¥ sei kein Ellipsoid,
falsch und der erste Teil unserer Behauptung in 1. bewiesen.

§ 2.

Eifliichen mit affinen Doppelnormalen,

3. Wir bezeichnen den zweiten Punkt, welchen die Affinnormale 1m
Punkte (r) mit der analytischen Eifliche E gemeinsam hat, mit (&%):
y* moge der Affinnormalenvektor im Punkte (y*) sein. Dann lautet unsere
Frage: Fiir welche Eiflichen £ gibt es eine (skalare) Funktion des Ortes
g(u,v) derart, dal} stets

(1) t*—r=q-y=—q*-p*

ist, wenn ¢* den Wert von ¢ im Punkte (r*) bedeutet?

(1) stellt eine doppelte Erweiterung der Gleichung (4) von §1 dar,
indem ¢ nicht als konstant angenommen wird und die Tangentenebenen
in (r) und (r*) nicht parallel sein miissen. Ubrigens bedeutet ¢ die
Affinentfernung des Punktes (r*) vom Punkte (r).?)

Wir nehmen wieder an, £ sei kein Ellipsoid, und wiihlen die Affin-
kriimmungslinien zu Parameterkurven (u, v). Die Parameter (u, v) selen
dabei so normiert, daB der Vektor y in das Innere von E weist und die
affinen Hauptkrimmungsradien r,, r,, 7;*, 75 1m Punkte (r) bzw. (r*)
positiv sind*?). Die Affinnormalen n* bilden nun nach (1) gleichzeitig
mit B eine Torse; d. h. wenn sich der Punkt (1) auf einer Affinkriimmungs-
linie bewegt, so beschreibt der zugeordnete Punkt r* gleichzeitig eine
Affinkriimmungslinie. % und » kénnen somit gleichzeitig in den Punkten
(r) und (r*) als Parameter der Affinkriimmungslinien verwendet werden.
Dann ist nach dem affingeometrischen Analogon zu der Formel von
0. Rodrigues
l Lu T 0=V TN ?‘;" 1}: =0,

2 i
| ‘—‘ 1 . 3 4
> iz v =0 g8 +tr-n —=0.

B (B), 8.163 (ay,). — % (B), § 4.
9 (B), 8.162 (a9) und S.165 (184).
19) (B), 8. 212
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Die zu ) und y* gleichzeitig gehorigen Hiillgebilde haben mit y bzw. p*

gemeinsame Beriihrungspunkte

(=T En =T 1 0%,

(3) : 200 :
| 3 =1+ 7.y =r*+rXp*.
Durch Differentiation von (3) erhilt man unter Beachtung von (1) und (2):
1‘,;(1-- _“)‘.—TJ(?'-_-.-, s ) =Ly (1_ -"_g)'
; T 1/ q ey '-1.
, o ' r g .l r )
‘ 1 | - 1 ) — " I e 1 d
._l.r_. (1 e ?:‘1) I i](ill qq;_) 1; ( i_--:Zr:--)
Hieraus folgt entweder
(4a) R I e T
oder
(1. —1.)2 ¥
p* — { S e T
: : (?'1 e ) Ty
(4Db) .
l vl (o)
S e e T
Fe )y

Wenn iiberall auf E (4a) erfiillt ist, so ist die Eifliche notwendig
ein Ellipsoid '), was im Widerspruch zu unserer gegensiitzlichen Annahme
von oben steht. Auf der analytischen Eifliche £ mul} also iiberall (4b)
erfiillt sein, dagegen (4a) nur in isolierten Punkten. Dann aber folgt aus

(1), (2) und (4b)

* %
% Fa = Tall 7
1” ) l:.'r == ) ¥4 l:r: =l - q E]T: =10 i — r Lo
(v —ry )7y 1
Rl S
s L i i q
L — = L, =¢89—=1I,-
R e el U
Also ist iiberall auf £
Q.l E ql.‘ = U‘ :
d. h,
(5) q = konst.

AuBerdem besteht nach (4b) fiir die Einheitsvektoren der gewdhnlichen
Flichennormalen &, £&* in () bazw, (r*) die Beziehung

(6) E+E*=0.

Mit (5) und (6) aber sind wir auf den in §1 behandelten Fall der

i) (B), § 7.
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dortigen Gleichung (4) zuriickgefiihrt worden. E miilite also im Wider-
spruch zu der anfangs gemachten Voraussetzung doch ein Ellipsoid sein.
Hiermit ist der zweite Teil des in 1. behaupteten Satzes bewiesen.

4, Hier soll eine Betrachtung von Korpern konstanten Affindurch-
messers beigefiigt werden. Es sei B ein dreidimensionaler, von einer
geschlossenen, zweiseitigen, ganz im Endlichen gelegenen, stetig -differentiier-
baren Fliche F begrenzter Bereich. Unter dem ,Affindurchmesser D von B
verstehen wir das Maximum der Affinentfernungen e(%, r) eines Punktes (I)
aus B von einem Oberflichenpunkt (). In Analogie zu der entsprechenden
Definition von Herrn K. Reidemeister®) sagen wir, dafi B von konstantem
Affindurchmesser sei, wenn es zu jedem Punkt (r) auf F einen Punkt (1)
in (B) gibt derart, daB fiir jeden beliebigen anderen Punkt (3) aus B
(7) e(r)<e(, x)=c¢
ist, wobei ¢ eine feste endliche Zahl bedeutet. Hierbei ist nach (1) in § 1
(8) e(3 1) =S =2(55-1)-

V| K|

Wir behaupten: Ein Korper B konstanten Affindurchmessers ist ein
Elli psoid.

Dazn miissen wir nach § 1 nur zeigen, dall die Oberfliche F von B
eine Eifliche ist und konstante Affinbreite besitzt.

DaB F eine Eifliche ist, folgt aus (7). Denn zunichst mull iiberall
auf F K >0 sein. Nach unseren Voraussetzungen fiir ¥ mul} niamlich
auf jeden Fall irgendwo auf F K > 0 sein. Wire aber in einem Punkte
von # K =0, so miite B ganz in eine Ebene fallen, weil andernfalls
nach (8) unendliche Affinentfernungen moglich wiiren, was im Widerspruch
zu der Endlichkeit der Konstanten ¢ in (7) steht. Wenn aber K an einer
Stelle von F wesentlich positiv ist und nirgends verschwindet, so 1st
iiberall auf F K >0 und F somit wegen seiner Geschlossenheit eine
Eifliche!?).

Wir betrachten nun die Menge M aller Punkte (a), fiir die
f._ﬂ) E‘I::[‘[, 1.'(1"' =%
ist, wobei (r,) ein fester Punkt von F ist. In M ist nach unserer De-
finition (7) mindestens ein Punkt (¥) von B enthalten. Ein solcher
Punkt (f) gehort selbst zu F, weil sonst nach (8), da B ein Eikorper
ist, der Schnittpunkt der Verlingerung von (T — r) iiber den Punkt (I)
hinaus mit F groBere Affinentfernung von (r) besile als ¢. Alle Punkte (a)

1) Vgl. W. Blaschke, Kreis und Kugel. Leipzig 1916, S. 164,
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in (9) liegen also auf F oder auBerhalb B. Wir behaupten nun: Die
Menge M der Punkte (a) ist eine zur Tangentenebene in (r) an F
parallele Tangentenebene in (%) an F. Nach (8) und (9) ist M eine Ebene,

die wegen
sy
\s

\ ’dU:U

zur Tangentialebene in (y) parallel ist; M enthilt den Punkt (¥); sie ist
Tangentialebene in () an F, da sie Stiitzebene von B sein mull; wegen (9)
gibe es nimlich andernfalls wie oben groBere Affinentfernungen in B als .

(r) und (Z) sind somit ein Punktepaar, das mit (7) die Bedingungen
eines Eikorpers konstanter Affinbreite erfiillt, w. z. b. w.

7]

3.
Eilinien mit affinen Doppelnormalen.

5. Wir fragen jetzt nach den Eilinien mit affinen Doppelnormalen.
Es sei H(r) eine solche Eilinie. Wir behaupten: E ist eine Ellipse.

E mige auf die Affinlinge s als Parameter bezogen sein. Es sei (f)
oder (r(5)) der zweite Schnittpunkt der Affinnormalen im Punkte (x(8))
mit E. Dann soll es also eine Funktiou g(s) geben derart, dal
(1) () —z(8)=gq(8) " (8)= —q(5)-£"(5)
ist, wobei die Differentiation nach der Affinlinge stets durch Striche
bezeichnet sei. Hs sei k& die Affinkriimmung, r = Jl,
radius und y(s) der Affinevolutenvektor im Punkte (r(s)). Dann ist'?):

der Affinkriimmungs-

(9(s) =z(s)+r(s)x”(s),
| 9/ (s)=1"(8)r"(s)
Da die Affinnormalen Doppelnormalen sein sollen, so ist

(v (5) =n(s),
3)

l Il’i-”-:ig =1'(5)-5"=1Y'(s).

Hieraus schlieBt man unter Verwendung von (1) und (2) auf

(4 [r(5)a(3)+r(als) =a(8)a(),
= L ¢(8) 7 ()5’ +q(5)r'(8)=0.

Differentiiert man (1) nach s, so erhilt man wegen der Beziehungen'*
o (2 (s)+ ()" (8)=0,
(D)

l (1.": ") =

5. (a, b) bedeutet hier die Determinante a, by —a, b, .
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die Gleichungen
_ [ (x'(s),2'(8))5" =¢q (s),

{0) / pia =N =T
| (z'(s). 2/ (5)) =—¢'(5)F,
aus welchen folgt:
(7) q'(s)+¢q'(5)5"*=0.
Nehmen wir zuniichst an, es sei
g'(s)=0,

¥

so folgt aus (6), daB r’(s) und p’(5) stets einander parallel sind. Dann

1st nach (1) und (5)

(2(8)—z(8),2'(8)=—gqg=—gq* 5

- I\ &)
also!?)
pl(8)== il."'\‘“" "= [ ( ,ﬁ-:]I" = po(§),

wenn ,p den dquiformen (gewéhnlichen) Kriimmungsradius bedeutet. Dann
aber 1st £ eine Eilinie mit Mittelpunkt. Da aber nach (4)

r(8) -+ 7(5) = g = konst.
ist, so folgt fiir K

’ / ]
rig)=17(3)= ‘: — konst, ,

d. h. E ist eine Ellipse, wie wir behauptet haben.

Wir nehmen jetzt an, es sei micht ¢’ =0, und werden aus dieser
Annahme einen Widerspruch ableiten. Es ist £ dann keine Ellipse, also
auch nicht r'(s)=0.

Durch Differentiation von (4), erhilt man unter Verwendung von (4)
und (7) nach kurzer Rechnung die Relation

(8) 2(5)7(5) = q(8)7(s),

wobel von unserer eben ausgesprochenen Annahme Gebrauch gemacht wird.
Aus (4), und (8) ergibt sich weiter

4 q(s)r'(s) r{g)r'(s)
e — - T rET - -— = 7
: qi&)r (§) rig)r (8}
Also ist
(9) r*(8) 4+ r*(5) = o.* = konst.

(4),, (8) und (9) fithren schlieBlich zu der Gleichung

(10) r(8)q(s) =a®*=1r*(s) 4 r*(5) = konst.
Hieraus erhilt man noch
\ a3 a & rn o? q(8)g(5) 3
(11) 2(8) -9 (5)=q2(8)  ——mr = | L |
) q°\8)1-9°(3 I iy et e |
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(s sei fiilr s =35, (5,=5(3;))
g ‘-Qo.‘:' =955
Dann folgt aus (10) und (11)
(12) q(5,) =q(5,)=2r(s,)=27(5,)=eal2.
Betrachten wir den fiir den Punkt (r(s)) geltenden Parameterwert s

auch als Parameterwert des Punktes (r(5)), so besteht, wenn wir die
Differentiation von r(5) nach s durch Punkte bezeichnen, die Beziehung'®)

(];:'} §=(E), L (7))

Nach (1), (5) und (10) ist nun

ris)j=%x18) r(s)) g \8)k 8),
T(5)= _1""[‘,5- ;..1 - :" '[: |- q"| 8) 3 "';_ I.I:_]-: ;_”r 8).

Nach (10) und (13) ist also:
(14) 43’8 =[g*(s)— «®] [g2(s) —e®* —a*q" (s)] +3a*q(s)g *(s).
Aus (4), erhilt man andererseits nach (7) und (10)

' giEirils) a8ty
;S = — z LI R

q(8)r'(8) q%(3) i
also 1st
o ' g (8)\"
(15) s _{11
i I'-"’I.-I I
[m Falle (12) (s = s,) ergibt sich somit aus (14) und (15):

i 40y a1ty a0 o |
eif’* =o' —a'q”(s,)+3c®12¢"%(s,) ="

Da ein analoger SchluB fiir den zugeordneten Wert s =5, =5(s,) gilt,
ist somit:

(16) [ aq” (s,) =3V2q"%(s,),

Nun erhilt man durch Differentiation aus (7)
q” (8) +-q”(5)s"* +2¢'(5)5'5" =0.
Ferner errechnet man aus (7), (11) und (15)
n Sg3(8)q’(s8)
5 == =
eqls)
so daB nach (16) in einem (12) entsprechenden Punkte sein mul}:

(17) g% (8) + 9" (5) + 229" (5)q'(5,) = 0.

1) (B), 8. 10 (47). .
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Da nun aus (7) und (15)
(18) g*(8)q' (5)+¢q®(5)q'(s) =10
folgt, so mufB nach (15)und (17) in einem solchen speziellen Punkte sein:
2q'%*(8)(1 —e&)=0.
Der Wert der Konstanten ¢ ist aber von der zugrunde gelegten Mali-
einheit abhingig. Somit muf}
7' (3) q'( 8p)=10
sein. Dann folgt aus (16)
7" (80) = 9" (5,) =0

und durch sukzessives Differentiieren der aus (14) und (15) hervor-

0

gehenden Gleichung, sowie von (18) fiir alle »=1,2, 3, ...

(19) g™ (8,) =g (5,) =0 (»=1,2,3,...).
Dann aber muf} iiberall auf £ (12) bestehen; E miiite also im Wider-
spruch zu unserer Annahme eine Ellipse sein, w. z. b. w.

Folgender Satz, dessen Analogon in der elementaren Differential-
geometrie ich a. a. O. beweisen werde, ist eine Folge des soeben bewiesenen
Satzes:

Enthdlt ein Eikérper K in seinem Inmern einen Punkt P von der
Art, dafp alle P enthaltenden Schnittovale Eilinien mit affinen Doppel-
normalen sind, so ist K ein Ellipsoid.

Da niémlich die Schnittovale simtlich nach dem Obigen Ellipsen sein
miissen, erlaubt ein Satz von Herrn T. Kubota”) den SchluB, dafl K ein
Ellipsoid ist.

Kagoshima, April 1925.
17) Einfache Beweise eines Satzes iiber die konvexe, geschlossene Fliche; Science

Reports of the Téhoku Univ, 3 (1914), 8. 235 ff.,, Kap. 1IT und IV, woraus sich
eine Erweiterung des obigen Satzes entnehmen liBt.

(Eingegangen am 14, 7. 1925.)
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