Uber die Differentialgleichungen der Himmelsmechanik.
Von

Aurel Wintner in Budapest.

Fiir die exakten Differentialgleichungen der Himmelsmechanik 1st
typisch die nichtlineare Differentialgleichung

o
(1) i@ (t)z=2 3 ¢, (1)2"

k=0
wobei & einen Parameter bedeutet und die ¢ bekannte, nach 2z perio-

dische Funktionen sind.

(2) z+o(t)z=0

ist also eine homogene lineare Differentialgleichung mit periodischen Koef-
fizienten, die bekanntlich wenigstens eine Eigenldsung von der Gestalt

(3) S exp[(e+k)t)—1]
k

besitzt., Wir wollen nicht voraussetzen, dall es eine solche Losung von (2)
gibt, die einerseits von sikularen Gliedern frei ist, andererseits mit (3)
ein Fundamentalsystem von (2) bildet. Wir wollen also den Fall der
mehrfachen Elementarteiler nicht ausschliefien.

Koénnen wir behaupten, dafl (1) eine Losung besitzt, die in eine kon-
vergente Reihe von der Gestalt

(4) 3 3 i (x)exp [(Fe+k)t)—1]

J e

i

entwickelt werden kann (wenigstens wenn |a| hinreichend klein ist), wo-
bei o dieselbe Zahl wie in (3) bedeutet? Man setze p—o0 |7 |— 1, wo-
bei o und 7 reell sind. Wir werden die Frage bejahend beantworten in
dem Falle, wo ¢ rational ist. Ist 7 =0, so ergeben sich die periodischen
Losungen der ersten bzw. zweiten Poincaréschen Klasse (genre), je nach-
dem o verschwindet oder nicht (mod 1); ist 7 = 0, so ergeben sich asym-
ptotische Losungen. Ks sei schon jetzt erwihnt, dafl die Poincarésche
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Theorie der letzteren prinzipiell mangelhaft ist. — Wir erhalten alle
diese Lisungen mit der Methode der unbestimmiten Koeffizienten, also mit
einer Methode der Praxis:

Wir setzen (4)in (1) ein und vergleichen die Koeffizienten der beider-
seits stehenden ,bedingtperiodischen Reihen. Hs ergibt sich so ein un-
endliches, nicht lineares, implizites System von Gleichungen, welches durch
(5) bezeichnet werden soll. Von leicht angebbaren Einzelfillen abgesehen,
kann dieses System rekursiv nicht aufgelést werden. Wir beweisen, daB
unter den genannten Voraussetzungen die 4iz(@) durch (5) als (analytische)
Funktionen von z definiert werden, und daB sie derart abgeschiitzt werden
konnen, dal daraus die Konvergenz von (4) geschlossen werden kann.
Es ist dabei von Wichtigkeit das Prinzip der Transformation des Kernes.

Des niiheren sei auf die Punkte 1., 3., 4., 5. und 6. der Kinleitung
verwiesen; den iibrigen Teil der Einleitung kann der Leser iiberschlagen.

Einleitung.

1. In der neueren Himmelsmechanik nimmt das folgende Problem
eine zentrale Stellung ein:

Vorgelegt ist das Differentialsystem
(1) B = DXy, Tyyovny @5 exp(t)—1), exp(—t)—1); 1)
("‘" = -I-J 2: s ey ﬂ):

. ohte et . (i . e .
hierbei ist #(£0) die unabhiingige Veriinderliche;
bekannt ist eine nach 2z periodische Liésung

u ist ein Parameter;

i

(2) : Sy = X (1) (t=1,2,...,n)

des Differentialsystems

(8) ' =,(%,, ., ..., ,; exp (1/—1), exp(— ¢t]—1); 0)
(#=1,2,...,n),

in das das System (1) fiir u — 0 iibergeht; es wird verlangt, an die be-
kannte Ausgangslsung (2) ,,bedingtperiodische* Losungen von (1) analy-

i

tisch anzuschmiegen.
Der Fall, wo

Foitn g, : o 3
(4) i (F=1:;2,..n);
d T /

soll nicht ausgeschlossen werden.
Man versucht fiir (1) den Ansatz

(5) = X, ()4 pé; (=02l
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Mit Riicksicht auf (2), (3) ergibt sich fiir die & das Differentialsystem
R w5
(6) =3¢

— T
k=1 9%

,-.F.._{L D (X, (2), X (F), - X () uxp(i__l_“—_lhexp( fl -1); 0)

iy
End(E By, e 85 eXp(2 [_—_i_'t, exp(—I1]—1); u)
(t=1,2,....7m)

mit der Nebenbedingung
(7) A=1.

Hierbei ist ¥, eine bekannte Funktion. Wir sefzen voraus, dall die @,
derart sind, dall die ¥, in regulire Potenzreihen ihrer Argumente ent-
wickelt werden konnen.

9. Setzen wir voraus, dafl, indem (6) ohne Riicksicht auf die Neben-
bedingung (7) behandelt wird, sich eine von i und p abhingige Lo-

sungsschar

1Y i IS 5} e
(8) E(2; 4, 1) (e=1,2,...;m)

ergibb, Die Losungsschar sei etwa fiir

(9) [A] < A, luw| <M

% I 1 - . L

bekannt. Die beiden Schranken A, M sind einander in dem Sinne asso-
zitert, dafll z. B. auf Kosten der Verkleinerung von M die andere Schranke A
im allgemeinen vergrofert werden kann. — Wir setzen voraus, dal die
Schranke M derart gewihlt werden kann, daBl zu ihr A = 1 als assoziierte
Schranke gehort. — Dies ist gewill méglich, wenn die Bedingungen (4)
erfiillt sind, da dann 2 in (6) iiberhaupt nicht eingeht; dies ist z. B. in
der Hill- Brownschen Mondtheorie der Fall. — In anderen Fillen kann
A = 1 erreicht werden, wenn statt (5) der Ansatz
(10) x, = X, (1) ptg [f—1 2
versucht wird usw. Wir wollen voraussetzen, dall (7) erlaubt ist.
3. Nach dem vorigen Punkte wollen wir das Differentialsystem (6)
ohne die Nebenbedingung (7) betrachten.
Setzt man in (6) i=u=20, so ergibt sich das Jacobische System
(11) & = v 5L DX, (1), ()i, X (B): exp($)—1), exp(—t—1});
\ i o) kg T e 1 ! 2 : 3 nAa? . + 2 + :
(=52 s,

(Variationsgleichungen), wobei das Zeichen " darauf hinweisen soll, dall

nd =i N s .
(5) X;(t)+ p ' (=1 2,50 )

°@,(X, (1), X, (1), .-, X, (8); exp (t]—1),exp(—t]—1); 0)

0)
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im allgemeinen noch keine Losung von (1) darstellt, sondern nur eine
erste Nidherung gibt.

Nach der von Hill herrithrenden, von Poincaré und v. Koch prizi-
sierten Theorie der charakteristischen Exponenten kann die Aufsuchung
der bedingtperiodischen Losungen des linearen Differentialsystems (11)
auf die Methode der unbestimmten Koeffizienten gegriindet werden; wir
beschiiftigen uns, im Anschlull an eine wenig beachtete Arbeit von v. Koch?),
mit der Aufgabe, mit derselben Methode die bedingtperiodischen Losungen
von (6) zu finden.

4. Die Hauptschwierigkeiten der Poincaréschen Himmelsmechanik®)
rithren bekanntlich davon her, dafl identisch verschwindende charakteristi-
sche Exponenten existieren®). — Im Falle der asymptotischen') Losungen
hat Poincaré diese Schwierigkeiten auch nicht iiberwunden. Er erhilt
nimlich (iibrigens mit einer nicht stichhaltigen Schluflweise) eine ge-
wisse Schar von Funktionenreihen in ¢, welche Schar durch einen Para-
meter u zusammengehalten wird; wiirde die Funktionenreihe bei einem
festen p, konvergent sein, so wiirde sie eine asymptotische Losung bel
diesem Werte von u darstellen. Nun sind die Reihen divergent; Poincaré
beweist die Semikonvergenz und folgert blof daraus die Existenz der
asymptotischen Losungen., — Ohne eine nihere Untersuchung wird aber
durch die Semikonvergenz die Existenz offenbar noch nicht verbiirgt, da
(wegen der Semikonvergenz) der Parameter einem (:‘rrenzprnzu.‘ase Zu unter-

werfen ist; es 1d8t sich also a priori nicht behaupten, dafl es ein g, gibt,
zu welchem eine asymptotische Lésung gehort. — Poincaré hat die HExi-

stenz der asymptotischen Losungen im Falle der Himmelsmechanik nicht
bewiesen (seine spiteren, blofl formalen Untersuchungen kommen hier
nicht in Betracht); was von Poincaré behandelt wird, ist eine interessante
Eigenschaft seiner Reihenschar, aber nicht mehr.

P

5. Die erwihnte Schwierigkeit umgehe ich durch einen Kunstgriff,
der von Herrn Schmidt®) in seinen analogen Untersuchungen iiber die
nichtlinearen Integralgleichungen angewendet und seitdem von Herrn
Lichtenstein zur Behandlung von anderen schwierigen Fragen herangezogen

1) Bull. S8oe. Math. de France 27 (1899), 8. 215—227.

N Acta Math. 13 (1880); Méth. Nouv. de la Méec. Cél. I-III. Paris (1892—1899).

% Und zwar wegen der Existenz der klassischen Integrale (NB. das Integral
der lebendigen Kriifte [Jacobisches Integral] isf zweifach zu zdhlen), also aus geo-
metrischen Griinden (Transformationsgriinden), wie in der Theorie der Gleichgewichts-
figuren. — In der Hillschen Perigium-Theorie werden diese Exponenten bekanntlich
mit Hilfe desselben Integrals eliminiert, aus welchem sie entspringen.

#) Méth. Nouv. I, chap. VII.

5) Math. Annalen 65 (1908), S. 370—899. — Vgl. v. Koch, 1. c. §. 221222,
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wurde (Transformation des Kernes). — Die Hilfsmittel sind dabei die
Theorie der normalen Determinanten®), deren Hauptsitze in dem zweiten
Abschnitte zusammengestellt sind, und ein Existenzsatz (nebst Ab-
schiitzungen ) iiber unendliche implizite Gleichungssysteme; der Bewels dieses
Existenzsatzes geschieht ohne Schwierigkeit mit derselben Methode, die
Herr Lindel6f?) in dem elementaren Falle angewendet hat.

Bei den periodischen Liésungen ergeben sich als Bedingungsgleichungen
unendliche Systeme vom Typus

|'|_j] \‘ ”".‘:-F"I.'z‘?:if.il\.m; yn:”l!y—ls"'l.: E.E. 'U= i ]'= i:'-‘r"'.l'l

k= o

wobei die Matrix ||, || normal ist und die f; gewisse Potenzreihen von
unendlich vielen Verinderlichen bedeuten. Es kann nicht vorausgesetzt
werden, daB diese nichtlinearen Bedingungsgleichungen mit Relursions-
formeln iquivalent sind. — Bei den asymptotischen Losungen ist die
Matrix im allgemeinen nicht normal; ich zerspalte dort das System (12)
in zwei unendliche simultane Teilsysteme. Das erste derselben wird mit
der bei den periodischen Losungen angewendeten Methode behandelt,
withrend das zweite Teilsystem summarisch, blof auf Grund des Existenz-
satzes erledigt werden kann; bloB mit dem letzteren kionnte man bei dem
vollstiindigen Systeme nicht auskommen.

Es sei iibrigens bemerkt, dall der Existenzsatz nicht nur an die
Theorie der normalen, sondern auch an die der absolut konvergenten
Determinanten®) angepaBt werden kann; vgl. auch den Anhang.

Die Realitiitsdiskussion werde ich nicht durchfithren; bei den perio-
dischen Losungen reduziert sie sich auf die Diskussion der Verzweigungs-
gleichungen®); bei den asymptotischen Losungen tritt dazu noch ein an-
derer Umstand hinzu; die Frequenzen der bedingtperiodischen Reihen sind
nimlich hier nicht alle reell, was man nicht zu beachten pflegt; begniigt
man sich mit der ersten Niherung, d. h. betrachtet man nur die Varia-
tionsgleichungen (11), so verursacht freilich dieser Umstand in gewissen
Fillen keine Schwierigkeit, vgl. eine Arbeit von Herrn Hough?).

6. Wir werden aus (6) nur eine Gleichung und nur einen Parameter
behalten und iiberdies voraussetzen, dall der Parameter bloB als Faktor

% w. Koch, Acta Math. 16 {]S‘.ii?—lt'j%), 8. 217-295.

?) Bull. de Darboux 28 (1899), 8. 68. — Vgl. meine Note Math. Annalen 95
(1926), S. 544—556.

8) v. Koch, C. R. 116 (1893), 8. 179—131.

%) Vgl. Lichtenstein, Math. Zeitschr., 1 (1918), S, 265—268.

1) In Darwins Scientific Papers, I, 5. 117—119, Cambridge 1911.
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eintritt. Wir werden uns also mit der Differentialgleichung

o
(13) it p(t)e=g So,(1)2"
n=on
beschiiftigen, wobei @ der Parameter ist und die ¢ nach 2x periodisch
sind. Aus den Beweisen wird hervorgehen, dal} der Ubergang von (6)
zu (13) unter sinngeméll entsprechenden Annahmen bloB auf eine Verein-
fachung der Schreibweise hinausliuft.
Nach der Theorie der linearen Differentialgleichungen besitzt die
lineare Differentialgleichung

(14) Z2+@(t)z=0,
da ¢ (2) periodisch ist, wenigstens eine Eigenlésung von der Gestalt

+ @ ] T
(15) z= > lexpllo+k)tI—1].

= N - +

k=—m

Es wird fiir uns bequem sein, abweichend von der iiblichen Normierung,
als den charakteristischen Exponent die Zahl o zu bezeichnen. Nach dieser
Bezeichnung gehdren nicht die rein-imaginiren, sondern die reellen Expo-
nenten zu den ,stabilen” periodischen Losungen. Der charakteristische
Exponent kommt nur modulo Eins in Betracht.

Ist m>1, so ist natiirlich ausdriicklich vorauszusetzen, daB (11)
partikulare bedingtperiodische Losungen besitzt; in der Hill-Brownschen
Mondtheorie, bei Librationszentren usw. ist diese Bedingung bekanntlich
erfiilllt. Ich brauche also nicht vorauszusetzen, daB die allgemeine Losung
von (11) bedingtperiodisch, d. h, von sikularen Gliedern frei ist. Noch
weniger st es notwendig, dal alle charakteristischen Exponenten von-
einander verschieden sein sollen.

Den Fall der Himmelsmechanik kénnen wir bei den asymptotischen
Losungen aus Vorzeichengriinden jedoch nicht behandeln. Wir konnen
zwar die Bedingungsgleichungen auflsen und beweisen, daB die bedingt-
periodischen Reihen fiir ¢ = 0 absolut konvergent sind. Um aber die Kon-
vergenz fiir 0 =t > -—oc oder fir 0 <¢ < 0o zu beweisen, miissen
wir natiirlich voraussetzen, daB die imaginiiren Teile der in der Partikular-
losung von (6) auftretenden charakteristischen Exponenten entweder alle
=<0 oder alle =0 sind und diese Bedingung ist bei den Bewegungs-
gleichungen bekanntlich nicht erfiillt.

Abgesehen von den ,reguliren“ periodischen Losungen (Abschnitt IV ),
beschiiftigen wir uns, wie erwihnt, nur mit der folgenden Aufgabe:
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p ist ein bekannter charakteristischer Exponent von (14); es wird

verlangt, die Losungen

(16) IO, Ao (a)exp [(o+ k)1)—1]
Pk _
von (13) zu finden, wenn || geniigend klein ist.
Wir lésen diese Aufgabe in den folgenden Fillen:
a) o = 0 (Abschnitt V);

b) o= :T— 1< p < g (Abschnitt VI);

.2 0 < p < ¢ (Abschnitte VII—XI).
L] e \

7. Es bleiben daher die beiden Fille tibrg:

d

e) p=0-+1 i-— 1, 7=0, o ist reell und irrational.

(.':] 0N = r;-i-rll-——i, =0 0

o ist reell und irrational.

In der Mondtheorie ist bekanntlich der charakteristische Exponent
reell (in unserer Normierung). Ist er auch rational, so kann unsere Auf-
gabe gelost werden; zwar sagt Herr Brown '), daB dieser Fall [nimlich b)]
auszuschliefen sei, da sonst die Bedingungsgleichungen eine Unbestimmt-
heit zeigen; doch ist dies, wie wir sehen werden, ein Versehen (oder
wenigstens eine ungewohnte Terminologie). s ist eine offene Frage, ob
unsere Aufgabe im Falle d) (in dem nicht praktischen Sinne des Wortes )

gelost werden wie im

gelost werden kann. [Im Falle ) kann sie ebenso g

Falle c).]

8. Tch mochte in diesem Zusammenhange ein Versehen von Poincaré
erwihnen. Es folgt bekanntlich in einem Gebiete, das in dem Inneren
der zugehorigen Hillschen Grenzkurve liegt, aus der xistenz einer definiten
Integralinvariante die Poissonsche Stabilitit fast berall. Poincaré be-
hauptet, es gehe aus der Existenz der asymptotischen Losungen hervor,
daB die kursiv gesetzte Einschriinkung nicht weggelassen werden kann.
Nun sind in dem Felde, in das die Hillsche Variationskurve eingebettet
ist, die charakteristischen Exponenten reell. Folglich liegen die im klassi-
schen Sinne asymptotischen Kurven, falls sie existieren, anderswo. Mithin
ist die Frage der Existenz der erwiihnten Nullmenge unerledigt. Poincaré
wurde offenbar durch seinen Satz Méth. Nouv. I, 8. 226 irregefiihrt.

9. Die Losung unserer in dem sechsten Punkte gestellten Aufgabe
kann auf die Mondtheorie unmittelbar nicht angewandt werden. Denn
wir betrachten den charakteristischen Exponent als von vornherein gegeben
und variieren ihn nicht mit z, withrend die Natur der besonderen mond-
theoretischen Konstantendeutung eine solche Variierung des charakteristi-

11y Amer. Journ. of Math. 15 (1893) 8. 250.
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schen Exponenten erfordert. Doch kann man den analytischen Kern des
Hill-Brownschen Prozesses '*) folgendermalien herausschilen :

Man geht von einer periodischen Losung (2) aus; sie ist die Hillsche
Variationskurve. Den von Hill **) als Desideratum formalierten direkten
Existenzbeweis derselben habe ich anderswo ') gefiihrt, mit einer Methode,
die auch bei der die Mondparallaxe beriicksichtigenden Kurve von Herrn
Brown **) angewendet werden kann.

Es sei nun die periodische Losung (2) gegeben. Man macht den
Ansatz (5) und erhilt so die Differentialgleichungen (6). Die Exponenten
sind reell. Sind sie auch rational, so kénnen wir unsere Aufgabe lésen:
der Ansatz fiihrt zu einer periodischen Lésung. Wir wiederholen nun mit
dieser periodischen Losung den Prozel, den wir auf (2) angewendet haben
usw. in inf. HEs ist natiirlich nicht bewiesen, und es ist auch nicht zu
erwarten, dall dieses Verfahren in dem analytischen Sinne des Wortes
konvergent ist.

10. Es sei schlielilich bemerkt, dai analoge Untersuchungen auch in
dem komplexen Gebiete moglich sind.

I. Existenzsitze iiber unendliche implizite Gleichungssysteme.

Hauptsatz. Es sei {fi(2; ¥, %o -3 ty> Has -~ )} eine solche Folge
von Potenzreihen von umendlich vielen Verinderlichen, dali es positive
Zahlen

(R il Mo s ool WP Ll B | I VR

gibt, derart, daB, wenn f; die beste Majorante von f, bedeutet, die fol-
genden Ungleichungen gleichzeitig bestehen:

I‘.?,' iy
cf;_f_-ul_; Fakious b Bhol S e S (2 =1,2,.
Dann besitzt das System
: Yy, =f; (=120 05
in dem Bereiche
|z | < min(a, «); w4, Lig| A g
eine und nur eine Potenzreihenlisung
fi \
1 Uil B s vns I,I} :
die den Bedingungen
(05 g, fhay .) =0 (£=1,2,...)

1) 8. z. B. Brown, Amer. Journ. of Math. 17 (1895) S. 318—858,
1) Coll. Math. Works I. 8. 287, Washington 1905,

14) Math. Zeitschr. 24 (1925) 8. 259—265.

15y Amer. Journ, of Math, 14 (1892), 8. 141—166.
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geniigt ; es gelten dabei in dem erwiihnten Bereiche die Abschitzungen

| 7,025 1y Has S =S {f B B A

Aus dem Hauptsatze folgt leicht eine Verallgemeinerung desselben
fiir den Fall, wo man mehrere a hat. Es seien die f,; solche Potenz-
reihen
(ol @ @y s Yy v s Mo yaie Qo (Ee=1,02 s gi==1 2,
dall es positive Zahlen

B D D R s MM

gibt, derart, dal}

by i \ |
:-:_*—’_-_TIM[I; [(30, ey @) D105 en, A =
(8=1.2 v =12 5.

Dann gibt es ein solches f(>0), dal das System
r
1 ey . . i (9 5
Y, = -:)-"l'sfrfi ('!.—1, _".,I
{ d £=1
in dem Bereiche

2| < Bylmy| S B, =0 e A0 L | S -

eine und nur eine Potenzreihenlésung
f L % i
13}1'(~L|9>?'g:'~'::1;-: ,”1:;”-:1""_]

besitzt. HEs gelten in dem erwéhnten Bereiche die Abschitzungen

*

R o ey Bt iy M s | (£=1,2,..9

und es verschwinden natiirlich alle 3, wenn alle x verschwinden.
Um diesen Satz aus dem Hauptsatze abzuleiten, setzen wir zunachst

r

}'1. —- V3 'ES' fﬁ iy El].b'[]

] =
=1

-;_.:F:. I:i.-" | [ b

1

Man hat offenbar

1 B T P S e B £ IS LS AL IS 7 s P )

wenn
Vi< f=<ua.

Nach dem Hauptsatze besitzt also das System

. : . yi;‘tuF:‘ (F:-_'I,Q,...]
in dem Bereiche %)
; E.la S A 4 d B | y
| Eq g 1.I”1'.- (| = ﬁ‘ Ty | é Py oaney | X <=: P iy | = .]1, Ha | = _.1_3 .

18y z, geht nidmlich in die F; nicht ein,
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eine und nur eine Potenzreihenlésung

Yz, it I RTINS
derart, dall in dem erwiihnten Bereiche

[T @y %y ooy 2.5 Py Bay o)

<b (1=1,2,...).

=i \ fiaed
Wird nun g derart gewihlt, daB ?_[;f =1, so ist damit unsere Behauptung
bewiesen.

Wir kénnten diese Verallgemeinerung des Hauptsatzes zu Konvergenz-
beweisen heranziehen, indem wir {b;} derart wihlen konnten, daB
X b;< +oco. Es wird aber bequemer sein, den folgenden Spezialfall des
verallgemeinerten Hauptsatzes anzuwenden :

Hs seien die

LS @ s s e e o 8 =1 2 =10 )
solche Potenzreihen, dafl es positive Zahlen
@; 03 Ay, Aoy o M

gibt, derart, dal
foil@. @, a30,8, .05 40,4, )M (8=1,2,...,7;i=1,2,...).

Dann gibt es ein solches # (> 0), daB das System

¥
¥, = 2,1, (t=1,2,...)
g=1

in dem Bereiche

Tl =SBy ey =B == g gl S Al =T
eine und nur eine Potenzreihen-Losung
RU @y Tgvimrey 5 oy ety svs )}
besitzt. HEs gelten dabei die Abschitzungen
PR P, A e it B (t=1,2,...).

Wir werden diesen Satz schlechthin als den Existenzsatz zitieren.

Setzt man voraus, daB die f,;, des Existenzsatzes eine gemeinsame
Majorante besitzen, so erhidlt man im besonderen einen Satz, der nach

1
: Fom .
dem Ubertragungsprinzip | — 3 dem Fundamentalsatze von Herrn
0 0
Schmidt (1. ¢.) entspricht.
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II. Siitze aus der Theorie der normalen Determinanten.

Es gei 8,,=1, 8;,=0 (¢, k=0, 1,£2,. .51 k).

Die Matrix |a,, | wird normal genannt, wenn'?)

4 oo i o0
v sa i e e r')-,, = e

— — 1K TR\
i=—o k=—1

Dann laBt sich durch Abschnittbildung zu dem Symbole det(a,,) eine
Zahl D eindeutig zuordnen.

Man setze a;, =

gleichzeitig normal.

- a@,;. Die Matrix ||a,, | ist mit der transponierten
Matrix | a;,

Die Matrix, die in der normalen Matrix ||a,,| dem Elemente a;, ad-

jungiert ist, ist normal. — Es bezeichne a'* bzw. @** den Wert derjenigen
normalen Determinante, die in der Matrix |a,,. || bzw. | a,.| dem Elemente
a;, bzw. @, adjungiert ist. Dann gilt der Satz:

e e _

3 la¥|=0(1); N gkt =0(1).

k=—u= fr=— =

In dieser Arbeit sind die Landauschen Symbole Immer so zu ver-
stehen, daB der Stellenzeiger in den beiden Richtungen ins Unendliche
wiichst und daB die Abschiitzung nicht nur fiir fast alle, sondern auch fiir
alle Werte des Stellenzeigers gilt.

Das System
oo
k"_._\_'yal-ky,_,zbi (t=10; £ 1, +£2;...)
1aBt bei allen je beschrinkten b,-Folgen dann und nur dann eine be-
schriinkte Losung zu, wenn D <= 0. Man erhilt aber einen falschen Satz,
wenn man das kursiv gesetzte Wort unterdriickt; auf diesem Umstande
beruht das Prinzip der Transformation des Kernes; auch ein Versehen von
Poincaré, betreffend die periodische Losbarkeit bzw. periodische Nichtlos-
barkeit gewisser Differentialgleichungen, héngt mit diesem Umstande zu-
sammen, wie es aus dem Abschnitt V hervorgeht.
Es gilt aber der folgende Satz: Das obige System liflt bei einer
beliebig festgehaltenen beschrinkten b;-Folge dann und nur dann eine
eindeutig bestimmte beschrinkte Losung zu, wenn D = 0; und zwar man

hat dann

r,'.—z--[- \;."b._ﬂ“ (=0, +1, +2,...).
Ji j;i,_. i \ A S :

1") Wir bezeichnen den absoluten Betrag der Zahl A, durch | 4;;|, den Wert
der zu der Matrix || 4;;|| gehorigen Determinante, falls er existiert, durch det (4d;5)
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Eine Losung {y,} des homogenen Systems

-
. = 0. 4 =
@Y= 10 (e=0, 1,42
k=—cx
soll eine Eigenlosung genannt werden, wenn

0 < _\T | ¥ | < + 00.

Das zu der Matrix |@,,| gehorende homogene System 1iBt dann und
nut dann Eigenlésungen zu, wenn D = 0.

Die Anzahl 7 der linear unabhingigen Eigenlosungen, die zu |a,,|
gehoren, soll als der Rang von | a,,| bezeichnet werden.

Zu r=0 sei D == (0 zugeordnet.

|@;; | und |@;,.| sind vom gleichen Range.

Der Rang ist endlich.

ITI. Das Prinzip der Transformation des Kernes.

Es sei die Matrix |a,,| normal und es sei det(a,,)=0, also »> 1.
s seien

f o3y, 7 (8} (g = 3] . )

{d™'}; {d"} g=1,2,...,1)
solche Zahlenfolgen, dal}

T y e
T | &) | -
J 4" < 4 oo Jld¥|< 4o  (8=1,2,...1
i=—m f=—m
Setzt man dann
r
5 (&) F(& 1
Uy = Qg — S ds d e b el e el e
£=1
so 18t ||e,, || normal, wegen
= * o -
\'1 \ . T
— t—(I'.l e ‘5|" = > ] ﬂr PRk f}l-l'{
it=—m [ - m g==—x [ =
iz L1 il (8] Fig)
I 1 7 —y L&) L[ |
=2 3 3 |didy| < 400,
g=lt=— o k=—r¢r

Das Prinzip der Transformation des Kernes besagt, daB die r - r
Zahlenfolgen derart gewdhlt werden konnen, daBl det(e;,) von Null ver-
schieden ausfillt, d. h. daB zu || keine Eigenlésung gehort; und zu-
gleich auch derart, dafl diese Elimination der Eigenlosungen durch weniger
als r - 7 aus diesen Zahlenfolgen nicht geleistet werden kann.
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IV. Periodische Losungen der ersten Klasse, Der regulire Fall.

Es sei die Differentialgleichnng
(1) z - ry[:{.i)z = X _\ P (1)z

n=10

n

vorgelegt; ¢ ist die reelle unabhingige Verdnderliche, z ist ein Parameter,

-Il'_j'h - P
p(t)= 3 c exp(kt)—1),
k=—m

:'!l_!ﬂ lf} i %.-G.L“:l exp”ﬁ!l = lj, {ﬂ' — 0: ]1 21 "'-.-:I

= 0

sind gegebene Funktionen. Wir setzen voraus, dall

4 oo
= | o | i
: _l c,_.| < T 0C,
\ = —
(3)
\ F, 4 an
g3 ﬁ{,'”| = 400 (n=20,1,2,...),
k=—cx

o --:-ml 5 3 = :
und daB die Potenzreihe 3 ( 3 |ef|) 2" einen von Null verschiedenen

n=0 k=—=
Konvergenzradius besitzt. Da eine Ahnlichkeitstransformation von z die

Gestalt von (1) unverindert liBt, konnen wir gleich voraussetzen, dafl

x i 1
’ 1 BT AT v [ i
(4) __l { ..l i ‘l ) - - 003
n=0 k=—w ! ‘k——a-.;"

statt L soll immer 1 gelesen werden,
Versucht man den Ansatz

(5) 7 = ‘E,T Y ll exp(kt) =)
k=—o

und setzt man (2) und (5) in (1) ein, so ergibt die Vergleichung der
Koeffizienten der darin beiderseits stehenden Fourierreihen das folgende
unendliche nicht lineare System von Bedingungsgleichungen:

= o

(6) > G th =TV (Uys Yo Yys-++) (F=0, L1, .00,
k=—
Wworin
(i : 4
Qo = ’,_’ k=10 S R I
0 — ;
a;y 'If:k ':?'tk" o] e i AR
k
(7)
— 0 P IRy g \
a; =1 o3 (i==41,4+2,..
y (0) 01 G T NSk = .
Wi — __l*' g y-‘-_..'}..* 22— Yl (f=0,£1,...)
k k k ! fl' :
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Da {v,} so entstehty daB

2‘1‘ L_; i) \ ; Y & !
‘L f: _\, e exp (kt)—1 )\ ;’_ pe exp(kt]—1)
n=1( k=—1x k=—m

= 2_? y.exp(kt)—1)
k=—um

gesetzt wird, so ist nach (4)
e

gl ) o)
k- o

um so mehr
(8) Pe(1,1,1,...)=0(1).

Andererseits ist die Matrix |,/ normal, da nach (7) und (3)

-+ o 4+ m -+ o -+ o6 =+ o
R ) . | ya e bR D v M
R B [ i "’;';.- é L=t [Col 2 T EEy 2=y o]
i=—® f=— i=—m k=—mi=—m
o o =
pir 4l el T
=1+ || > el \ 2 > C; TP
I=—1m g k=— = i b= —
Setzen wir zuniichst voraus, daf
( . =% 3
(9) D = det(a;,) == 0.

Dann konnen wir nach der Theorie der normalen Determinanten - das
System (6) in der Gestalt
+ &
\ . . 1 T 2 e
(10) Yi=2f; = D rad NS R

k==
{ &
darstellen, wobei 3 |a*!|=0(1). Mit Riicksicht auf (8) ist also auch
k==
f;(1,1,1,...)=0(1). Nach dem Existenzsatze gibt es also ein solches g,
dal durch (10) die g, als solche, in dem Gebiete |z | < B reguliire Funk-
tionen definiert werden, daB in diesem Gebiete

(11) y:(z)| <1 (=0, +1,...).

Damit ist die formale Existenz und zugleich auch die Konvergenz
von (5) bewiesen. DaB letztere zwei Sachen wesensgleich sind, hat bei
einem anderen Problem schon Poincaré) gefunden; bei Poincaré gibt es
eine Rekursionsformel, bei uns nicht.

%) Journ. de Math. (4) 1 (1885), S. 172—196,

T . ]
Mathematische Annalen 96, al
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Die Existenz und die Stetigkeit der zweiten Ableitung von z folgt
aus (5) und (11) unmittelbar noch nicht, wohl aber mit Heranziehung von

(1) z= -:;'-i,!._,:-:-i-.t_fc;r'”[i)z”,

n=1u
da wir die Reihe (5) mit Riicksicht auf (4) und (11) in die rechte Seite
von (1) einsetzen konnen.

Ist also (9) erfiillt, so sind die y,;(x) eindeutig bestimmte regulire
Funktionen; ist im besonderen ¢,(t)=0, so ist mithin y,(2)=0
(=0,+1,...), da dann z =0 eine Ldsung von (1) darstellt. Anders
wird die Sache stehen in dem folgenden Abschnitt, falls man die Zahlen-

folgen gehorig normiert.

V. Periodische Lisungen der ersten Klasse. Der Verzweigungsiall.

Es sei jetzt det(a;,)=0. Der Rang r von |a;| ist also =1
s sel zunéchst r = 1.
Es seien

(12) (d,};  {d}

solche Zahlenfolgen, dal}

4 o + o8 fef
(18) 3 |d,| < 4 oo; > |a.| < oo
i=—= h=—m
Setzt man dann
(14) ¢, = a; — d;d, (fh =105 £ 1,...);

0 ist nach dem dritten Abschnitt die Matrix ||e;,| normal, und nach dem

Prinzip der Transformation des Kernes konnen wir voraussetzen, dali
(15) 1 = det (e, ) = 0.

g 1st nach (14)

b - oo ;o =
1 . S i
@l = 2 ¥+ X did Y
k=—1= k=—m t=—m=
setzt man also
T80 = r

(16) = l‘_ri;__ i, (Verzweigungsgleichung ),
so kann (10) in der Gestalt
(17) o i b (g \
17) 3 ey =2+ d, (i=0,£1,...)




Differentialgleichungen der Himmelsmechanik. 299

dargestellt werden. Das System (17) kann man aber nach der Theorie
der normalen Determinanten mit Riicksicht auf (15) in der Gestalt

-+ o0 + oo
\ ! . 1 7 i ’ ]
: ] k= — = e
schreiben, wobei
(19) 3 k| =0(1).
1Y) e )
Man hat nach (8), (13), (19)
] i‘T’ f b Eil i who ] \7 L iy %
TR ‘-'-*k'._l: I_.l..,_.,fll(i t_!'—Oli]..J, S ) (fk(g-h::()ll__:l.
= —m I=—

Nach dem Existenzsatze gibt es also ein solches f, daBl die y, durch (18)

als solche, in dem Gebiete |z| < f; |a,| < B regulire Funktion von 2z

und , definiert werden, dafl in diesem Gebiete

(20) eyl =1 (#=0, *£1,...);

man hat ferner

(21) y,(0,0)=0 (6=0,+1,...).
Mit Riicksicht auf (13) und (20) kénnen wir diese y,(z, z,) in die

Verzweigungsgleichung (16) einsetzen. Hs ergibt sich so die Relation

2
(22) o= —\ 3 el ai ),

-—0
[n dem Punkte # = x, = 0 verschwinden nach (21) die beiden Seiten von

(22). Durch (22) wird also , als solche im kurventheoretischen Sinne
analytische Funkfion von w definiert, welche mit gehoriger Annéherung des
Punktes 2= 0 verschwinden kann bzw. fiir 2 — 0 erklart ist und = 0,
Es sei x,(z) diese Funktion.
Um feste Vorstellungen zu haben, setzen wir etwa voraus, dal z, (2)
eine solche, bei 2 — 0 algebraisch verzweigte Funktion ist, deren alle bei
@ = 0 liegende Zweige verschwinden fiir 2 = 0. Es gibt dann ein solches 7,
daB |z, (2)| <pf, wenn |x|<y. Ist gleich y < B, und setzen wir |

y.(2) = y,(x, @, («)), so ist nach (20)

(3%
(23) ¥l ()| =1, wenn |z| <y (Fe=il, =150 )

Offenbar ist {#,(x)} eine Losung von (18), also auch wvon (10).
Daraus und aus (23) ergibt sich die Existenz der bei (6) versuchten

periodischen Lésung wie vorher.
Ist r >1, so setze man statt (14), (16), (17) usw. baw.

r -

v/ ] {5) (&)

(14) O =0, — > di dg,
i=1

2%
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e

sy ¥ &)
(16) r = — X di

k= —x
; o r

- v .o | e {8}

(1 () “H: ?J"I; = Jflll' Wi ,-.‘: ‘!'.u Efi
k=—= =1

LISW.

VI. Periodische Losungen der zweiten Klasse.

Setzt man mn (1) und (6) 2 =0, so erhilt man bzw.

(24) C+@(t)t=0;
(25) 2 =0 (=0, £1,...).
P = o0

Nach der Theorie der linearen Differentialgleichungen besitzt (24 ) wenigstens
eine Eigenlosung von der Gestalt

(26) E= Y =

1

expl(lo+¢)t)—1].

i=—m
o ist der charakteristische Exponent. Ist o= 0, so geht (26) in eine
Reihe von der Gestalt

(27) e U oexp (1) —1)
; i
B a0

iiber: man iiberzeugt sich leicht, daB der Ansatz (27) fiir (24) zu den
Bedingungsgleichungen (25) fithrt; der Fall des vorigen Abschnittes ist
also der des verschwindenden charakteristischen Exponenten.
Hs se1 jetzt
._;:?:; 0<p<g; (p,q)=1.

Zuniichst fithren wir in (1) neue Bezeichnungen ein; wir setzen

O.=c;; OP=c, falls ¢=0(modg);

q i
C,=0; CM=0, falls ¢==0(modgq).

Dann konnen wir statt (1) und (2) schreiben:
o0

4 D(t)z=2a D,(1)2";
n=i

"; ktj—1
(28) @(t)= > C,exp 1 3

kF=—m=m
e
D, (t)= D C:"exp—

k=—m
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Wir versuchen den Ansatz

iR kt}—1
(29) i AN 1":] exp ——.
: =Lk q

Bis auf die Wahl der {-Einheit, haben wir mit einem schon behandelten
Probleme zu tun. Es bleibt zu beweisen iibrig, daf die Losungen, zu
welchen der Ansatz (29) fithrt, sich nicht alle zu Lésungen der ersten
Klasse entarten, d. h. dal (29) auch zu solchen Losungen fiithrt, bei denen
ein solches ¢ [== 0 (mod ¢)] existiert, daB Y, (@) nicht identisch verschwin-
det; also zu solchen Lisungen, deren primitive Periode grofer ist als 2.
Das System

(30) '

P _\: 4, Y. =2V, (=0, £1,...)

k=—m

soll so zu (28), (29) gehoren, wie (6) zu (1), (5) gehort. Dann ist die
Matrix || 4;.| normal und das zu (30) gehdrige homogene System, d. h.
das System

(31) ST (=0, +1,...)

gehort so zu der Differentialgleichung

(32) 7L P()Z=0,
wie (25) zu (24); mit anderen Worten, der Ansatz
t S
] 7 I A
(33) Zi=" N Ciigms 1
(oS b 1

fiihrt zu den Bedingungsgleichungen (31).

Jede Lésung von (24) ist eine Losung von (32). Daraus folgt, daB
jede solche Losung (24), die von der Gestalt (27) ist, identisch ist mit
einer solchen Losung (32), die von der Gestalt (33) ist. Es entspricht

)
mithin einer jeden solchen Ldsung wvon (25), welche der Bedingung

-+ o

S Il : P - R S e :

» ——%— < - oo geniigt, in eindeutiger Weise eine solche Losung von
R k

- -]
1) raln . - N\ iri.' = Sl e e S
(31), welche der Bedingung >, S geniigt. Diejenigen Lisungen
k=—m s

von (31), die in diesem Sinne aus den Losungen von (25) abgeleitet
werden konnen, sollen als entariete Losungen von (31) bezeichnet werden.
Da 2 |2==0(mod g)] ein charakteristischer Exponent ist, so besitzt
7L \ J
= g - . ; Wi = : . )
(31) wenigstens eine nicht entartete Kigenlosung. Da eine solche von

den entarteten Losungen offenbar linear unabhéingig ist, so ist mithin die
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ik |
Rang von || @,,|, so haben wir nach dem Prinzip der Transformation des
Kernes (vgl. auch die SchluBbemerkungen der beiden vorigen Abschnitte) zur

Matrix || 4,,| von groBerem Range als | a;.|. Ist also r(=0) der

Behandlung des allgemeinen Ansatzes (29) wenigstens 7 |+ 1 a - Parameter
einzufiihren, wihrend zur vollstindigen Behandlung des entarteten An-
satzes (6) r x -Parameter geniigen. Mithin fithrt der Ansatz (29) auch zu
solchen Losungen, zu denen der Ansatz (6) nicht fithrt, q. e. d. Freilich sind
dabei die von Herrn Schmidt erwihnten Ausnahmefélle nicht beriicksichtigt.

Wir werden diese SchluBweise bei den asymptotischen Losungen nicht
wiederholen. Ubrigens deckt sich dort der Begriff der nicht entarteten
Losung mit dem der zu j=1 gehorigen Eigenlosung. Auch vorher
kénnten wir zwei Stellenzeiger anwenden und es wire dann auch hier

dies der Fall.

VII. Asymptotisehe Losungen. Aufstellung der Bedingungsgleichungen.

Wir gehen zu dem Falle iiber, wo der charakteristische Exponent

nicht reell ist. Es sel

(1) o=o+zl—1, =z=0, n——--g, 0 p<y.
In der Differentialgleichung
(2) zte(l)z=z Y@, (t)z"
: 1 n=u 1
worin
5 e
(3) p(t)= X c.exp(ktl—1),
k=—m i
(4) @ ()= N e exp (kt f—1) (n=10;1, ..5);
ﬁ._ - o

sollen die Bedingungen

(5) 6| £ Sl 8 2 e 5

(6) o | < Lo (e Oy E—0L eI
" — I|r1__ LN L5 L F

erfiillt sein (statt ist 1 zu lesen); es soll ferner der Konvergenzradius

s .
der Potenzreihe 3 I' 2" von Null verschieden sein. Dann kénnen wir

n=0
gleich voraussetzen, dal
(7) Q=37 K" <4 co,

wenn K eine absolute Konstante bedeutet; sie soll spiter, bel (42), de-

finiert werden,
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Setzt man den Ansatz

@ +®
‘ R 4 ¥, (x) o g i
|‘\] 2= ,‘}.. \ "_g = {_'._\C}_'! |'J’{_’ = ) .'1'. I - 1 -|.
j=0 f=—m o |

sowie die Reihen (3) und (4) in die Differentialgleichung (2) ein, so er-

gibt die Vergleichung der Koeffizienten der darin beiderseits stehenden

bedingtperiodischen Reihen die Bedingungsgleichungen

= -
[ "\'l — H Nm ~|'.
|{'|I?”'ﬂU (Lo L n* |ap?
fi=0
r N | s .;I
af e e | B e 16 S ki e [ 9
—Yoi T | P2hoi= T 2 Fn® |;; (2==x1, 4,
=0
(9) o . x .
! Wy e i, My 3
e .'F."v;'lr e "l;ll =T 2 Py? 0 (7 1,2 /
n=ao 4
i ;% -
[Jo-T T3~ | 1 v i
==\ re- Yeo== OZ]|..= 2 (1 - S |
I'\ Ji .,.' ";."‘ 3 ["‘ -!..H L n lji
=128 — 0 20 5.

Es bedeutet dabei [@];; den Koeffizient von exp[(jo +¢)t}—1] in der

bedingtperiodischen Reihe ).

Offenbar [vgl. (38)] ist [@z];; eine Linearform derjenigen y, deren

erster Stellenzeiger gleich j ist; wir wollen setzen

+ oo
[y = 3 ¢ (0) .
- Y001 [P2loo= 2 (aor — 05) Yous
o ”' - : T f # () S \ s s -:l
[IJ' L ]ui -__; ‘l. ',ﬂi k r)f,l_- -','i!l”;_- g i Iy i Sy 3
b=—00
10 [ S (g
(10) o M < i L R (i :
\ A — [ 2];0 = 2 [@ok— Op; Y 7 {58 )
—~ k= —m
(p2]u -.: £ D 3
- = (Qiz— 0.1.)
(fo-+i\? iR !\ﬂ'“r_ %5l Yju
TR
(=il ey i el e

Die a sind Konstanten, die durch die ¢ bestimmt sind; 6,—1, sonst

rﬁl.“z 0.

Wir setzen ferner

'.\l - )
'?EHU_ _J:“’f n oo’
(11)
. = = 7 - - uh i }
"f"f'm' _\' . = 5 i = oI I a Y
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el & ke ey
70 '—'ﬁlu.;uf”# lio U7 = s =y e )y
Chen
(11) : AT
NeogELy
(=1, 2 ¢=+1, &2

die % sind also gegebene Potenzreihen der y.
Wir kénnen dann das System (9) folgendermallen zusammenfassen :
ho
(12) =) a-ij;.]_.';.‘_=.-cf}.. (=05l e g =0 i)
L= ik i )

Es gelten dabei, wie nachtriglich gezeigt werden soll, fiir alle Werte der
Stellenzeiger die Abschitzungen

+ &G + (i) A = ~
(13) S X lar—90, |50 < oo,
i=—wk=—m % T
: e . H. . !
(14) hi(1, 1,1, ...) = J = e

VIII. Asymptotische Losungen. Zerspaltung der Bedingungsgleichungen.

Wir setzen

+ o2 ¥
( ] .:" \I ,J{r |:‘r1 .’?’!FI.I' L".l'r[j[.' .F!flu‘ =i I y = -ll. [(:',j'” = F‘)l'.l.';] .'?_J.f; + -‘r'r',‘.' i
Freismlh (|
{.}.:“0!!-"..; E..:_ U}iI?.,. .
|
Dann ist nach (13) und (14)
s Tl B : 8+ H
Gy oy B Rl B 5 L o T D S > |aiy — 9, "-J'IrJ-I-I_l. K [ el ,I—
: - it=—m f=—m i T = ¥

(Fim=i05 ditv g 8. =0,0E8,0005).

Es bedeute & eine positive Zahl. Nach (16) gibt es ein solches N,, dal
(17) gLl 151000 S e (=M1, Ne -2, 0005 8=0,E15...).

Es bedeute §, einen festen nicht negativen Stellenzeiger, der nicht
grofer ist als N,. Nach (13) ist die Matrix || a;) || gewill normal. Da o
T S SN : - R o
ein charakteristischer Exponent ist, so ist der Rang von Gt groller
als Null. Um die Schreibweise zu vereinfachen, setzen wir voraus, dal

die N,--1 Matrizen | a;%' || alle vom Range Eins sind. Es seien

(18) {d. .V .’r!i} (4, ist fest)

.iu L3
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solche Zahlenfolgen, daf}

s 4] T 0 s

> |dJ’l <+ o0; > ”l}‘--EQ < o ':.JrU =0, 1 oA ey *\‘.-' Js

(19)
y i=—a f=—m
Setzt man also

(20) G = aie — dji dik,

; ; o ; . AT A : o
go sind die N, -1 Matrizen :.c:i'ij  normal. Nach dem Prinzip der Trans-
formation des Kernes konnen wir (18) derart wihlen, daf

(21) A;, = det (¢f)) + 0 (e 00 1ot ND)L

Man hat nach (20)

{= o0 ti y = 00 (i — a0 e
(s N fa) |
Sag = 3 o yip+ 3 diidiryin.
== k== k=—wm
Setzt man also
(22) .= — 3 dixYir =00 Y,
Ii.‘: ol =
so hat man nach (12)
too

(23) .11 'f"'l"ili" Yie =2 ‘ﬁ_i:l’ =+ ,'1'_;..{!;- i (2o=0,1,.., N i = O,z 1,...)

k=—-=
also mit Riicksicht anf (21)

) 1 i Gaki 1 (ol B §
(24) Yis =% A > 'I“'_.l'..k (ot T X, i 3 d_."..i-‘ (Rt
S k=—0 k==

. (10=10, 1 .o, Vs 2 =0, =1, 1

wobei
T 60 = '{ < )
::3;):' _"" (5I-I“J ‘:Oll) If.’;ﬂ-'_-”'-‘ ]A’;\v‘ ? — == ] |
k=—m

Bezeichnet man die rechte Seite von (24) durch

[ € ! i (s ans = - f e s R e
(26) e e i) [=a == N, ),

{ ]

so folgt aus (14), (19) und (25) unmittelbar, dal es eine Zahl Z, gibt,
derart, daB fiir |z| <1, |2, | L1

Jo

FAS

(27) f,il'l, il L, ) | = (2 25 1) Z, (04, S N)
besteht. Setzt man noch der Symmetrie halber
(26)" fis = gis =),

so kann man das System (12) in der folgenden gemischten Gestalt dar-
stellen:

(28) Yii =T (=0l e= 01t
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Hierbei sind die f.; Potenzreihen der Verinderlichen

sy -5 Yons Yors Yaon - 5

v ist der Parameter der Differentialgleichung (2), die @;, sind durch die
Verzweigungsgleichungen (22) definiert; nach (27), (17), (26)" bestehen
die Abschitzungen

(90 | fa(msas 1,1, .. )| S (=] + | %1) Z

IX. Asymptotische Losungen. Auflosung der Bedingungsgleichungen.
Es sei 0 < # < 1. Dann ist nach (29)

(31) s e bl b e (0Lji<N,)

A
\

Wir wiithlen & derart, daB 0 <& <1, legen dann N, und Z, fest und
withlen @ so, daB 29 Z, <1. Dann ist nach (30) und (31)

er_‘. llf,r" __1 ,Ji'“] ?-—U-_ftl_....’_.
wenn
(33 ) e <P s ; | it N, =i Y i 1

Betrachten wir statt (28) das System
(28)° Yji = Sy

Da & in die f; nicht eingeht, und da die b und die M des Hauptsatzes
jetzt gleich der Einheit sind, go ist die Zahl min (a; ¢) dieses Safzes bei
dem Systeme (28)' gleich der Einheit. Da also & = 1 erlaubt ist, so be-
sitzt das System (28) im Bereiche (33) [die « sind jetzt die u des Haupt-
satzes | eine und nur eine Potenzreihenlésung {y;(x; 2, ..., xy,)}, derart, dall

Y

(o4) Yri (X5 2y oo 0s TN, ) <1 (=0,1v...58=0, £ 1,...).

Wir behandeln endlich die Verzweigungsgleichungen (22), ebenso, wie
das in dem fiinften Abschnitte angegeben ist. Ks ergibt sich so, dall es
ein Bereich B von z gibt, derart, daB durch das System (9) die y,; also
solche analytische Funktionen y,,(«) definiert werden, daB in jedem Punkte
von B die Abschitzung

(85) yai=0 =0 1t =0 )

besteht.
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Nach (1) hat man 722 0. Es sei z. B. r < (0. Wir setzen dann
voraus, dal ¢ < 0. Dann hat man fiir § > 0

(36) lexp[(j0+12)t) —1]| = exp|[—jrt -+ (jo ¢t I— 1]]

= exp(—jri) <exp(—7t) < 1;

es ist also nach (35)

!.,_, (=05 15558 =0; £ 1,...)

T

i exp [(jo+i)t]—1]| < :

und die Reihe (8) ist auf der durch 5 und durch ¢ < 0 bestimmten Punlkt-
menge gleichmifiig konvergent.
Definieren wir eine periodische Funktionenschar v (#; z) mittels der
[wegen (35) gleichmifig konvergenten] Fourierreihe
T on

N7 Yoq (z
] =

(87) v(t; x)- “exp (étl—1),

"L )
—

i=—w

so ist nach (8), (35) und (36)

z(t; 2)—ov(tz)| < _lT _if J’;’Lr)c\p[ jo+1i)tj—1]

=l i=—=m
o |-t
\ p LS T |
":_:(’K}_)[—Tf) \ \ i » (), — — 0.
— \ )l Tl 248 3
j=1 t=—="

Mithin ist (8) eine konvergente Darstellung einer asymptotischen Lisung.

Bei Briot-Bouquetschen Problemen, wo die # rekursiv berechnet
werden konnen, gilt bekanntlich in wenigstens einem Blatte von B
(87) v(t; 2) =0,

doch ist das im allgemeinen nicht wahr.

X. Asymptotische Losungen. Beweis der Abschiitzung (13).

Bedeuten 7, ¢ beliebige Stellenzeiger, und nimmt man ¢ und z aus
(3) baw. (8), so ist

: -_-:, e \ =+ =+ O |.| o e 3
(39) (oY= | o 1=1) 3 3 B exp 04921 =T
] L Y= —w= 1=0 k=—c : Jji
[N S =
=il ] ckexp(:’crl—l’) > wsexplljo+k)t)—1]
l\.t-:—_r_ B i it '_.J— .Jll- k™ i .‘_,u i
1 [ w A R
= — ( 4:‘__1 c, exp (kt)—1 ) > Tk exp (ki) —1 |!
A e P P ; loi
1 \: cl'—.‘.-
i e o P
_,|'._ ;.;‘I_ L'- ..‘l_; E?
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oder ausfiihrlich geschrieben

T 6
[q_':r]“" 5 .l .a'."':

.f}'H- k?

k=—w
+=
= N Gi—g f o < 3
s [fj,f .,]‘“. = — 2 IIT“___ ?J,IH.' |2 = + |,, "j ._J, . J
k=—e
19 ) s
d Yok 1 '\_1 C_p
— S [ezlio=—=5 2 =¥ (=1,
P LY lu ; .;"hf:-.—_.f,_ 12 ik i J
-+ @
[ez]i i NT Ci—g Yor
(Je - th* (Go+i) _,:‘_J""r peneds

Die Vergleichung davon mit (10) ergibt

() y
f{|||,| = {'f]s

{0) C_; {3 Hph ¢
Aoy — "}”? e - |._""‘ —]'L _!__ '31: e onfy

=
{0y Ci—p .
Gip — Oy = — —° (s==xl1,x2...),

A oY ko
(40)

(f i y o
ﬂ'.-."l,'t.l — f‘.IHI,_ == ._;' 3 \7] = 1_. 2._.
i o3 k
(W] E'..- Ci=p Fa ’ . r A
Aip — O = — =k _ (1=1,2,;.it=1,+2,..);

Es ist bekanntlich

(41) DI ()
ok (e —k) ;

k=

{ 15 g s - =
\statt = ist 1 zu lesen); es sei K die kleinste solche Zahl, daf

(42) A e e S (G
e = Bk = i | '
besteht,

Man hat nach (40), (5), (42) fiix j=0

\_‘l' NT (0}

5 o0
| gyl N b

P aix — Op 2 ; —
i=—m k= el e Y
+ | b oo
i S T 7 1 A e, B
<141} Y ———<141K Y o,
EElls N E~(i—k) Pl |




Differentialgleichungen der Himmelsmechanik. 209

und fir j >0

= -+ o0 o0 = x
T (4} i | i Y T S
E ,l.* air — 04| S .l. e R .l ‘l ’
i=—m k=—m k= w2 J i f=—o0 k= o0 \Je _E:] 'i
= O o * =
= NI _I“ L 1}1 N gl s
= ;RS R T B 2=y a8 ,. o
S | @ J K e ] o (] JIL |l_.li|]
e oo = 1
e L A
] fe Jo—r1

Um (13) zu beweisen, haben wir uns noch mit der letzten Summe zu
beschiiftigen. Es ist nach (1)

= = - o0 x
N7 1 N 1 N7 1
il | o e (b )by e s |f;jjl—i-!' gt
q
—1 j
Xkl
—t v Y2 a8 3
f=— (g 43
\g /

wobei durch » eine gehérig gewihlte Restklasse modulo g repriisentiert
wird; es gibt nun nur endlich viele solche Summen, und offenbar sind

B konat. - oL .
sie alle < — da ¢ und 7* feste positive Zahlen bedeuten.

XI. Asymptotische Lisungen. Beweis der Abschiitzung (14).

Es ist nach (42)

o - % 3
o) e e = = 0]
e T T Skt

Sind @, und @, solche Funktionen, fiir welche die Operationen [ ],
erkliirt sind, so sind die letzteren offenbar auch fiir das Produkt €,-@,
erklirt und wir konnen (43) folgendermaflen deuten'?): Ist

[€:);:] = -_-,;_1—.;, @, 'i;-;"li"" (natiirlich fiir alle j und 7),

©

80 ist

ot 1 Tk
(@ @)l £ 5
i) 54

Also

19) Vgl. analoge Anwendungen von (41) bei Riemann, Werke, 2. Aufl, (1892),
8. 250 und bei Liitkemeyer, Diss. Gottingen (1902).
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A) Tst |[@ )] £ 55 (»=1,2,...,n), 5o ist
- o '—J 3

@

1

j{:!.'n =1)
LQIIQ‘J-.‘Q::J_FF — ;-:!-'..'_

B) Ist [[@.];] < I (v =1, 2), so ist
Jti

A

[[@edl=—rr"
i'i

Wir setzen

QN , oyt 1 e P :
(8) z(t) ==‘LT 2; ;‘.'r_-i.-_%“xl'[i!ii )it =]
i=0 f==—m«
und
(4)’ @, ()= 3 |e™|exp(st)—1)
i=—mx

Dann ist nach A)

r2(n—1)
==l

=t

A

(44) [3"]

Jii

Andererseits hat man nach (5) und (4 )’

= s N £
(i:‘ |1J'l-:u Iid ==

a .0

Aus (44) und (45) ergibt sich nach B)

3 ) [ 2" et =
Ijhl L( n” ]_jf — 2.8

Da (46) nach (45) auch fiir n = 0 besteht, so ist

.
N~ L--| — n=0

e I.rllr.u & dgg =

n=0 J - f .
d. h. nach (7) offenbar
- 0
"-ET.I 3 f}'-T,E” 2:- S
n=10 it Sh I
da alle Koeffizienten > (.
Es ist also nach (11)
— o
: SR e R e
Jr.f“_,-l:‘.l.l,i_.....z- 2 P2 S
=0 -0 .8
s
¢ - s~ - (4] e
fr__,-,,l\LI.l_....'."-i 0 LT <

[jg._: ”,

ari il
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und fiir die iibrigen %

2 P B 0
- bg=p i Le
'JlfJ'l":1:]sls | = .‘. a8 (—E : )
e Jo—T1
Ji
= 0 < 2 konst .
Go+d'+5'c = i
Anhang.

Zur Hilbertschen Theorie der unendlich vielen Verinderlichen.

Es bedeute {f;(z; ¥,, %a, -..)} eine solche Folge von reellen Potenz-
reithen, dal}

(1) __"‘[f;['a;b.b,...']]':- - 1 o0, a=>=0, b=0.

Es bedeute |a,,| die Matrix einer reellen beschrinkten®”) Bilinearform, die
eine (eindeutig bestimmte, reelle) beschrinkte Reziproke besitzen soll;
es bezeichne |b,.| die Matrix der letzteren. — Wir behaupten, dall das

nicht lineare System

(2) }: @G () =2 fi(2; ¥y (2)s Ya(X); -0 )

in einem gewissen Intervalle

i J ¥

(3) — it <0 (p=a)
eine und nur eine reelle reguldre Losung besitzt, derart, dal}

(4) S[y.(x)]” < konst,
£

falls (3) erfiillt ist.

Betrachten wir das lineare System

) % e f (e
(5) D Y =2 ( 25 Nys Nas =o 4 )5

—

'(-
wobei # und die y reelle, den Ungleichungen

"

(6) e | <a; |

| | A\

b, ."."'ﬂ ::: b,
geniigende Zahlen bedeuten. Man hat nach u:f]:]

(7) S fi(x; g5 Mg+ +:)] " < konst,

%
T

falls (6) erfiillt ist. (5) wird nach bekannten Sitzen durch

I.ll — Y 1 S | - ¥ i)
(8) Y= %.f)l-k,fj__l_.;-.._:,r“:f,_r.....]

20} Vgl. E. Schmidt, Rend. Palermo 25 (1908), 8. 74-77.
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aufgelost, wobei

(9) bz = 0(1).
2

Nach bekannten Sitzen ist dabei

(10) Tyt konst,

)

falls (6) erfiilllt ist. Wir setzen

(11) B mrm ne e T\' e lain e RN

Das System (2) kann nach (8) und (11) in der Gestalt

(12) Y () =2 D, (x; y, (z), ¥a(2),...)
geschrieben werden, wobei nach (11), (1) und (9)
(13) D, (a; 8,0, ...)=0(1).
Nach dem Existenzsatze besitat also (12) in einem Gebiete (8) eine und
nur eine regulire Losung; (4) ergibt sich aus (10), da nach dem Existenz-
satze |y,(z)| <b; die Realitit ergibt sich daraus, daB die Teilsummen
der y;(x) aus (12) rekursiv berechnet werden kénnen.

Man beachte, daf die @, nicht eine gemeinsame Majorente zu be-
sitzen brauchen [vgl. die Andeutungen von Herrn Schmidt®)].

Der Fall, wo das System Y a, y =0 eine endliche Anzahl von
3

linear unabhiingigen Eigenlosungen besitzt (Punktspektrum), liBt sich mit
Hilfe der Transformation des Kernes auf den reguliren Fall zuriickfiihren.
Es hiingt freilich dann von den Verzweigungsgleichungen ab, ob man zum
Schlull Reelles erhilt.

In den nicht behandelten Fillen (Hiufungsstelle und Streckenspektrum)
kénnen analoge Sitze nach Herrn Hellinger®!) nicht bestehen.

Wegen Anwendungen verweise ich auf eine Arbeit von Herrn
Lichtenstein®*), worin auf Grund der Hilbertschen linearen Siitze lineare
Differentialgleichungen behandelt werden.

1) Diss.,, Gattingen (1907), S. 20.

) Rend. Palermo 38 (1914), S. 118—166. Vgl. Gott. Nachr, 1919, 8. 171.

(Eingegangen am 1. 8. 1925.)
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