Uber den Zusammenhang zwischen den definierenden
Gleichungen und der Idealtheorie in algebraischen
Korpern.

(Erste Mitteilung.)

Von

Oystein Ore in Oslo.

In den Untersuchungen iiber den Zusammenhang zwischen der Theorie
der Ideale und den hoheren Kongruenzen hat Dedekind versucht, die Ver-
bindung zwischen den Idealeigenschaften und den Kigenschaften der defi-
nierenden Gleichung eines Korpers zu bestimmen. Seine Untersuchungen
sind aber auf Gleichungen von spezieller Form beschrinkt und auch fiir
diese erhalten seine Resultate nicht die notwendige ‘Allgemeinheit, indem
die sogenannten gemeinsamen auflerwesentlichen Diskriminantenteiler auf-
treten, Bei seinen Untersuchungen iiber die Verzweigungstheorie der
algebraischen Kérper wird der Diskriminantensatz unter gleichzeitiger Heran-
ziechung von mehreren erzeugenden Gleichungen erreicht.

Die Kroneckersche Theorie der Ideale mit der Einfiihrung von un-
abhiingigen Variablen als HilfsgroBen leistet fiir die Verzweigungstheorie
nicht mehr als die Dedekindsche, und man kann daraus auch keine
Schliisse auf die Eigenschaften der definierenden Gleichungen ziehen.

Bei der Henselschen Theorie der Ideale wird der Kérper durch
p-adische und z-adische Zahlen erweitert, und man erhilt in diesem er-
weiterten Korper durch den Henselschen Hauptsatz direkt einen Zusammen-
hang zwischen der Primidealzerlegung einer Primzahl und der Zerlegung
der definierenden Gleichung im p-adischen Bereiche. :

In dieser Arbeit werde ich zeigen, wie man in voller Allgemeinheit
den Dedekindschen Gedankengang durchfiihren kann und wie man sehr
natiirlich unter Anwendung der Theorie der Primzahlpotenzmoduln fiir eine
feste endliche Potenz p* und ohne Adjunktion von Hilfsgrollen diese Pro-
bleme behandeln und lsen kann. Speziell gebe ich eine neue und aus-
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nahmslose Behandlung der Verzweigungstheorie bei den algebraischen
Kérpern.

Diese Untersuchungen beruhen auf dem folgenden Hauptsatz, der dem
Henselschen analog ist:

Wird der Korper durch die irreduzible Gleichung f(a) = 0 definiert,
und besteht fiir f(2) die Zerlegung in nrreduzible Faktoren (mod p®),
¢ =01,

flx)=f,(x)fi(2) ... f.(z)(mod p*),

wobei der Grad von f;(«) gleich n; ist, so hat die Primzahl p die Prim-
idealzerlegung

p=hithdt. o9, Npi=p™.
Die Diskriminante von f(z) ist genau durch p® teilbar.

Von diesem Satz ausgehend, behandle ich zunichst die Eigenschaften
des Fiihrers: und durch Einfiihrung von neuen Fiihrerbegriffen (Partial-
fiihrern in bezug auf Primzahlen und Primideale) wird gezeigt, wie sich der
Fiihrer zerlegt; es wird auch gezeigt, wie man fiir die definierende Gleichung
eine Normalform angeben kann, wobei alle Partialfithrer der Primideale
gleich Eins werden. Weiter fiihre ich die Abbildungskorper fiir die Prim-
ideale ein und studiere damit u. a. die Eigenschaften des Index; es ergibt
sich daraus eine neue Formel fiir dic Zusammensetzung des Index.

Dann werden die Eigenschaften der Korperdifferente und Korper-
diskriminante behandelt und gezeigt, wie man durch Einfiihrung der Supple-
mentzahlen diese Gréflen ohne Ausnahme bestimmen kann. Die Dedekind-
Henselsche Ungléichung fiir die Differentenexponenten wird unter Anwen-
dung eines einfachen Hilfssatzes in ein paar Zeilen bewiesen; durch diesen
Hilfssatz erhilt man auch den Liickensatz fiir die Supplementzahlen, wo-
durch der sonst iibliche Ausnahmefall vollstindig erledigt wird. Zuletzt
gebe ich einige Existenzsitze fiir algebraische Korper mit vorgeschriebe-
nen Idealzerlegungen und Differentenexponenten, insofern sie nach den
obigen Sitzen mit der Primidealzerlegung vertriglich sind; diese Sitze sind
auch fiir mehrere andere Untersuchungen von Bedeutung. Ks wird auch
hier die genaue obere Grenze der Multiplizitit angegeben, womit eine
Primzahl in der Diskriminante eines Korpers n-ten Grades aufgehen kann.
Ich mache’ speziell darauf aufmerksam, dall es unferhalb dieser Grenze
Liickenzahlen gibt, welche nicht als Diskriminantenexponenten vorkom-

men konnen.
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Kapitel I
Einige Sitze iiber hihere Kongruenzen fiiv Primzahlpotenzmoduln.
= 2 I
§1.
Ein Hilfssatz.

Die hier gegebene Behandlung der Theorie der algebraischen Zahlen
beruht auf der Theorie der htoheren Kongruenzen fiir Primzahlpotenzmoduln,
und ich werde daher in diesem Kapitel die notwendigen Theoreme aus
diesem Gebiet aufstellen.

Bekanntlich hat die Theorie der hoheren Kongruenzen fiir Primzahl-
potenzmoduln nicht denselben einfachen Charakter wie fiir Primzahlmoduln,
und namentlich gilt nicht mehr der Satz von der eindeutigen Zerlegung
der Polynome in irreduzible Faktoren. Wie ich aber in Kapitel 2 zeige,
wird dieser Satz durch einen anderen Hauptsatz ersetzt.

Es soll zundchst ein wichtiger Hilfssatz entwickelt werden.

Es seien

=

n _l =11 e
o & a, & Fitie =

glz)=byz™+b,am 14 ...+ b

L e
zwel Polynome, wobei hier, wie sonst immer unter Polynom eine ganze
rationale Funktion mit ganzen rationalen Koeffizienten verstanden wird.
Weiter sei

R=R(f(z), g(x))

die Resultante von f(2) und g(=z), wobei B eine ganze rationale Zahl ist.
Es wird R <= 0 angenommen, so dal} die Polynome f() und g(x) keinen
semeinsamen Falktor haben,

Mit p soll immer eine rationale Primzahl bezeichnet werden. Es sei
p? die genaue Potenz, worin p in der Resultante R aufgeht.

Wenn dann F(2) ein beliebiges Polynom vom Grade kleiner als n - m
1st, also

Q|

() —=pp piiEm—1 | ettt
Flx)=¢,a c, 1

o -...}e

fn-Fwm—12
so soll bewiesen werden, daB man immer solche Polynome f, (#) und g, (z)
bestimmen kann, dal
‘.4“' a --‘ S P L T .|'_'. ary F
(1) f(z)g,(2)+g(x)fi(x)= peF(x)(mod p*)
ist, Wo « > g eine beliebige ganze rationale Zahl ist und wo weiter die
Grade von f, (x) und g, () kleiner als n bzw. m sind, also
file)=AdA,z" 14 A 22 ...+ 4

1 n—1

g (zx)=B8Byz» 1| B gmn-2L .. LB

I i o 1'#
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Die Richtigkeit dieser Behauptung beweist man leicht, indem man in
(1) die Produkte ausmultipliziert und die Koeffizienten der entsprechen-
den Potenzen von z vergleicht. Man erhiilt so das System von linearen
Kongruenzen

ay Hl‘l i hn ".itl = p° e‘:“I

(923 . | | i g : ey
(2) ] a, B, 4 a, B, + b, Ay + by 4, = pec, J (mod p*),
und man sieht leicht, daf die Determinante dieses Systems gleich R ist.
Durch passende Multiplikation mit Unterdeterminanten erhilt man aus (2)

Kongruenzen von der Form
R A, = p2 K;(mod p“) (z=10,1,..in—1)
R B,— p? H,(mod p°) (£=10,1,...m—1),

w oK, und H, ganze rationale Zahlen sind, welche als lineare Ausdriicke
in den Koeffizienten ¢; dargestellt werden konnen. Setzt man nun
R — p2 R’, wobei R’ also nicht durch p teilbar ist, kommt

A, = R" K,(mod p-¢),
Salir B, = R'' H,(mod p2-2),

R'R" =1 (mod p*-¢)
ist. Umgekehrt folgt leicht, daB diese Werte von 4; und B; eine Relation
von der Form (1) geben,

Wie man auch bemerkt, sind die Koeffizienten 4, und B, (mod p=-¢
eindeutig bestimmt und wenn daher f,(x) und g,(x) zwel andere Poly-
nome sind, wofiir die Gradzahlen kleiner als n, bzw. m sind, und weiter
die Kongruenz

f(2)g,(z) L~ g(x)f,(x) = p2 F(a)(mod p*)
besteht, so hat man notwendigerweise

filz)=f(z), g.(2)=g,(z)(mod pe-e).
Diese Resultate konnen folgendermaflen ausgesprochen werden:

Satz 1. Wenn die Resultante der Polynome f(x) und g(x) genau
durch pe teilbar ist und weiter F(x) ein gegebenes Polynom vom Grade

Eleiner als n --m bezeichnel, kann man immer Polynome f,(z) und

g, (x) mit Gradzahlen kleiner als n und m so bestimmen, dafs
f(z)g, () +g(x)f, (z) = p¢ F(x)(mod p*),

und die Polynome f,(x) und g,(z) sind dann (mod p*~¢) eindeutig be-
stemamnd.
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(3]

3
3

Faktoren der Polynome (mod p<).

Ein Polynom ¢ (z) heilit Teiler von einem Polynome f(a) (mod p*),

wenn eine Kongruenz
f(z) =@ (z) @, (x)(mod p*)
besteht.

Ein Polynom soll reduziert heilen, wenn der Koeffizient der hochsten
Potenz von « nicht durch p teilbar ist. Im allgemeinen kann man dann
annehmen, dafl dieser Koeffizient gleich eins ist.

Im folgenden werden auch nicht-reduzierte Polynome vorkommen, wie
ich aber zeige, kann man fiir solche Polynome einfach eine Normalform
(mod p¢) angeben. Es gilt nimlich der Satz:

Satz 2. Hs seien in

oA A Ay e e

flz) =aye? -t ag e =i o ag Fa, . ar— -a,
alle Koeffizienten a,, @y, ..., @, ,_, durch p teilbar, wdihrend a,_  nicht

durch p teilbar ist. Es besteht dann eine Zerlegung
f(z)=g(zx) A4+ ph(x)) (mod p),

wobei g(x) ein reduziertes Polynom vom Grade r ist, h(x) ist ein Poly-
nom und A bezeichnet eine durch p nicht teilbare Konstante, und weiter
ist diese Zerlegung (mod p®) nur in einer Weise ausfihrbar.

Dieser Satz ist schon von Schénemann') bewiesen, ich gebe aber
hier einen anderen Beweis.

Es besteht die Kongruenz

oA G A o B i Nees (1) [ 4+ ( q
f(z)=a, _ (zr4 bz ...+ b)=a,_ g% (x), (mod p),

wenn nur die Zahlen b. so gewihlt sind, dal}
i = 2

b,a, TR mod p)

i
ist, was offenbar immer moglich ist. Daraus folgt, dal man 4-=a
setzen kann.

Der Satz wird jetzt durch vollstindige Induktion bewiesen. KEs be-

n r

stehe die Kongruenz

flz)= g (2) (A+ph"“ " (2)) (mod p“

! )
und nach der Voraussetzung iiber die Eindeutigkeit kann man dann
g (x) =ge-1i(z) | p*—1 @G (),

A+ph9(z)=A+ph“ " (x) +p" H(x)

1y Th, Schénemann, Von denjenigen Moduln, welche Potenzen von Primzahlen
sind, Journ. fiir Math. 82 (1846), 8. 93105, § 54.
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annehmen. Die Zusatzpolynome @ (x) und H () werden dadurch bestimmt,
dali die Relation
f(2)=(g" @) +p "Gz)(A+ph " z)+p* ' H () (mod p")
bestehen mull. Daraus folgt
fl2)—g" V() (Ad-+ph“ V) =p ' (Hx)g"“ " () + A48 &) (modp®)
oder wenn man
flz)— g x) (A +ph* V() =p"" F(x)
setzt, erhilt man zur Bestimmung von G (2) und H(x)
F(x)= H(x)g*V(x)+ AG(a)(modp).

Diese Kongruenz kann aber nur (mod p) in einer eindeutigen Weise be-
friedigt werden, und zwar indem man F(ax) durch g'*-¥(z) dividiert,

F(x)=q(z) g2 (x)+r(x),
wobel also
H(z)=gq(2), AG(x)=r(z)(modp)
wird. Der Satz 2 ist dadurch bewiesen.
Es sei jetzt f(wx) ein reduziertes Polynom und weiter
f(@)=f, (=) f(z) ... f.(z) (mod p*)
eine beliebige Zerlegung von f(a) in Faktoren (mod p*). Man kann dann

nach Satz 2 immer annehmen, dafl ein Faktor f,(x) die Form

fi(x) =g;(2) (4, ph,(x)) (mod p*)

hat, wobei g,(a) reduziert ist und die Konstante A, soll nicht durch p
teilbar sein. Das Produkt

Glz)=g,l@) gz, g.(2)
ist dann wieder reduziert, und weiter kann man auch
(3) A+ pH(x)=(4,+ph (2)...(4.+ph.(2))
setzen, wobei A nicht dureh p teilbar ist. Aus der Kongruenz

f(z)=G(z)(4+ pH(x))(mod p=)

schlieit man aber

(4) A+ pH(z)=1 (mod p*).

Denn der Grad von G(z) ist, wie man leicht sieht, gleich dem Grade von
f(@), und wenn es in p H(x) Glieder gibe, welche nicht (mod p?*) ver-

schwinden, wiirden daraus durch Multiplikation mit G(x) Glieder ent-

stehen, welche nicht in f(a«) enthalten wiren. Die Richtigkeit von (4) 1st
also nachgewiesen.
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Aus (3) folgt dann

(4, 4+ phy(x))...(4,+ ph.(x)) =1 (mod p°),

und daraus leitet man sofort den Satz ab:

Satz 3. Wenn ein reduziertes Polynom (mod p*) durch ein Polynom
von der Form A-- pF(x) teilbar ist, gibt es immer ein anderes Polynom
B-+-pG(z), so dafi

(A+pF(z)(B+pGz)=1 (mod p*).

Solche Polynome A - p F(a) kann man passend Einheitsteiler (mod p®)
nennen. Man erkennt leicht an Beispielen, dafl solche Einheitsteiler fiir
alle ¢ existieren. So ist z. B.

5 y - [ 1
L4 x™pt, p ==

ein Einheitsteiler (mod p“), indem
(14 ampf) (1 — a™pf) =1 (mod p=).

Ein Polynom ¢ (x) soll srreduzibel (mod p*) heilen, wenn ¢ ()
reduziert ist und aufler sich selbst keine reduzierte Teiler (mod p*) ent-
hilt. Aus dem Vorausgehenden folgt einfach, dal jedes reduzierte Polynom
in irreduzible Faktoren zerlegt werden kann, ich bemerke aber sofort, dal
diese Zerlegung im allgemeinen nicht eindeutig bestimm$ ist.

Von den unwesentlichen Einheitsteilern wird im folgenden bei der
Zerlegung - eines reduzierten Polynoms immer abgesehen.

3]
he

era

Uber den Zusammenhang zwischen den Faktoren (mod p*)
fiir verschiedene a.

Fiir die weitere Untersuchung der Zerlegungen der Polynome ist ein
Satz, der in anderer Gestalt bereits von Herrn Hensel ?) aufgestellt ist.
von Wichtigkeit.

Es sei f'(2) ein gegebenes, reduziertes Polynom, und weiter D = D (f(x))

die Diskriminante von f(z). Es wird D == (0 vorausgesetzt, d. h. f(z) soll
keine mehrfachen Faktoren enthalten; man sefzt voraus, dall D genau
durch p* teilbar ist.

Weiter wird angenommen, dal} eine Zerlegung
(5) f(z) = f, () fa(2) (mod po+!)

besteht, wobei also f,(z) und f,(z) reduziert angenommen werden. Wenn

¥

2y K. Hensel, Theorie der algebraischen Zahlen, Kap, IV, § 8. Leipzig 1908,
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dann die Resultante R (f,(x), f,(2)) genau durch pe teilbar ist, so folgt
aus der Relation
D = D(f, (%) D(fy(=)) R*(f, (x), f, (x)) (mod p*+1)

sofort, dall 6 = 2p sein mufi®).

Man kann nun beweisen, dall man aus der Zerlegung (5) fiir alle
¢« > 041 eine Zerlegung
(6) fila): }"1'”]{': x) ,.".'f"J{ x) (mod p*)

ableiten kann. wobel

- fex) ¢ oy L = (1) \ N 19
i) £ (2)=f (z), 1a "(2) f: () (mod pi-2+1)
ist,
Man beweist auch diesen Satz durch Induktion, indem man
/ 5 A s{—7) s {0 — \ [ "
(8) f(z)=fH"""(z) 2" (x) (mod p° 1)

als bewiesen voraussetzt, wobei also auch

a(iE— b SRR fee=1) ¢ = ~ d=nd1
(9) fi (&)=f(x), £7Y(x)="Ff.(z)(mod p’*

g 2o )

sein soll. Da, wie schon bemerkt, d — o = o ist, so wird auch die Resul-
tante von f,“""(a) und £;“7V(2) genau durch p¢ teilbar.
Setzt man jetzt

i) ¢ \ « it a—1—p A
i (Z)=1 (&)1 p gl ),
plec) 2(z—1)

fo'(2)=fe

so sind wegen (9) sicher die Kongruenzen (7) erfiillt. Weiter kann man

1)

N e
(z)+p

aber die Zusatzfunktionen ¢, (2) und g¢,(x) so bestimmen, daB auch die
Zerlegung (6) besteht. Dazu ist nur erforderlich, daB die Kongruenz
flzl= 1= (x) 2 =N(z) =pi=iztig () f3%~ 1 (%) 4 g, (2) £~ 1 (2)) (mod p %)
besteht, indem man bemerkt, dall das Glied
pRe=asRe il g ()
(mod p=) verschwindet. Nach (8) kann man aber
pe1 F(z) = f(x) — fe-"(a) fi*=V (=)
setzen, so dall man zur Bestimmung von g, (2) und g,(z) die Kongruenz
g,(z) fl*="(2) 4 g,(2) flo-V (2) = pe F(z) (mod pe+1)
erhilt. Diese Kongruenz ist aber nach Satz 1 immer lésbar, wodurch
unsere Behauptung bewiesen ist.

%) Es ist von Interesse zu bemerken, dafl diese Relation nicht zu bestehen
braucht, wenn man nichi-reduzierte Faktoren (mod p®) zuliBt.

e —
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Es sel nun
(10) fle)=f (=) fslz)... f.(z) (mod p?+1)
eine beliebige Zerlegung von f(x) in reduzierte Faktoren. KEs wird voraus-
gesetzt, daB die Diskriminante D (f;(xz)) eines Faktors genau durch p°
teilbar ist, withrend die Resultante R, .= R(f;(x), f;(2)) genau durch p&;
teilbar sein soll. Nach einem bekannten Satze iiber Diskriminanten folgt
dann aus (10)
:
(11) d= D> 6,+ 2 5 0.
=1 i

Setzt man hier der Kiirze wegen

(12) o' = 3o,

so geht die Gleichung (11) in

(13) 6= 36,4 20’

iiber.

Unter Anwendung der vorstehenden Untersuchungen folgt dann die
ichtigkeit des Satzes:

Besteht fir {(x) die Zerlegung (10), so besteht auch fiir alle > 61
eine entsprechende Zerlegung
(14) f(z) =" () fi9(x) ... f{?(x)(modp*),
wobei allgemein

) i) i ot 8= pl-+1 (o 2 +)
fitff lz) = filz)| mod p?—2 +1) (2=1,2,...,1).

Man leitet auch mittels dieser Untersuchungen einfach als Spezialfall
den Satz von Schénemann?) ab:
Besteht die Zerlegung
f(z)=f(z)fi(z)-..f,(x)(modp),
wobei die Faktoren f;(x)(modp) alle zueinander relativ prim sind, so
besteht fiir alle « eine Zerlegung
f(x) = fo(z) A (z)... [ (z)(modp?),
wobet
i (z) = f;(2)| mod p ) (=2 )
Unter Anwendung dieser Sitze werde ich nun die Zerlegung eines
Polynoms in irreduzible Faktoren (mod p*) untersuchen.
Aus dem Schénemannschen Satze schlieBt man sofort, dal eine irredu-
zible Funktion (modp*) entweder kongruent einer Primfunktion (modp)

#} Th. Schénemann, a. a. 0. § 59.
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oder kongruent einer Potenz einer Primfunktion (modp) ist. Wenn die
irreduzible Funktion (mod p“) niamlich verschiedene Primfunktionen (mod p )
enthielte, so wiirde sie auch (mod p?) reduzibel.

Es sei jetzt (10) eine Zerlegung von f{x) in irreduzible Funktionen,
d. h, die Faktoren f;(x) sollen alle (modp?*!') irreduzibel sein. Die
irreduziblen Funktionen f;(x) miissen dann alle voneinander verschieden
sein, da sonst die Diskriminante von f(x) nicht genau durch »° teilbar
sein kann.

Aus einer irreduziblen Funktion f;(a)(mod p?*!) erhdlt man einen
entsprechenden Faktor f((x) in der Zerlegung (14) von f(x) (modp<).
Man kann dann zeigen, dal auch i (x) eine irreduzible Funktion (mod p*)
ist, d. h. die Zerlegung (14) ist eine Zerlegung von f(x) in irreduzible
Faktoren (mod p<).

Man hat ndmlich bewiesen, dal}

9 (x) = fi(x) (mod pi-¢"+1)
ist. Nach (11) und (12) ist aber
5, <80,
so dall auch die Kongruenz
f9(x) = f,(z) (mod p%+?)

besteht. Daraus folgt aber, daB f(x) (mod p%+!) irreduzibel sein mub,
und also ist £ () um so mehr (mod p?) eine irreduzible Funktion. Das
Polynom f;(2) mufl namlich (mod p%+!) irreduzibel sein, da sonst f(z)
nach dem frither Bewiesenen fiir alle héheren Potenzen von p, also auch
(mod p?+1) reduzibel wiire, gegen die Voraussetzung.
Man kann diese Resultate in einem Satze zusammenfassen:
Satz 4. Zerlegt man das Polynom f(x) in irreduzible Fakioren
(mod p?+1
flx)=f(z)fi(z)...f(z)(modpitl),
8o besteht fir alle « > 0 -1 eine entsprechende Zerlegung in irreduzible
Faktoren (mod p*)
f(z) = () 2 (z)... ") (modp),
wobei
{9 () fi(z) (mod p?-e'+1) (=200 .5 1)

Aus diesem Satze folgt, dal die Zahlen 6, und p, . fiir die entsprechen-
den Faktoren () dieselben wie fiir f;(2) sein -\".'{’:]‘11(:31, sie sind also
von « unabhiingig.

In dem niichsten Kapitel werde ich als Anwendung der Untersuchungen
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iiber algebraische Zahlen auch einen Hauptsatz iiber die Mehrdeutigkeits-
verhiltnisse bei den Zerlegungen (mod p*) geben.

Kapitel II.
Allgemeine Untersuchungen iiber algebraische Zahlkorper.
1.

Zwei Hilfssitze.

A

Es sollen jetzt die Higenschaften eines algebraischen Zahlkorpers K
vom Grade » untersucht werden. Der Koérper K wird durch eine ganze
algehraische Zahl ¢ definiert, wobei + der irreduziblen Gleichung

(1) fle)=z"+a,a*1+...4+a, =0, f(#)=0

- a,
geniigh, worin die Koeffizienten a, ganze rationale Zahlen sind.
Alle Zahlen in K werden durch die Zahlen

3." ff?(”] S "ﬂ'u _':'_ Cl i —":' PR e f:” 1 Hﬂ_l

erzeugb, wenn die ¢; alle rationalen Werte durchlaufen. Fiir K kann man
bekanntlich auch eine Minimalbasis

f et

A o8
3] i3 Way v0ay B

1,
finden, so dall jede Zahl @ in K in der Form
D= ,fljl oy -E 4;)_2 Oty ==« we 7] fr-i” ar,

dargestellt werden kann, und wenn o eine ganze Zahl des Kdrpers ist,
so sind alle b, ganze rationale Zahlen. Die Diskriminante einer Minimal-
basis heilt die Korperdiskriminante und soll mit d bezeichnet werden.

Alle Zahlen von der Form (2), wobei die Koeffizienten ¢, ganz
rational sind, bilden einen Ring R, d. h. die Summe und Differenz
F (9)+ F,(#) und Produkt F,(&)F,(#) von zwei Zahlen in R ist
wieder in R enthalten.

Es soll zuniichst ein einfacher Hilfssatz bewiesen werden. Aus den
Figenschaften der Minimalbasis (8) folgt, daB Gleichungen von der Form

== lh-||. 1y Caq OO = Gy Oy
0 | b '
(4) if C,_\l Wy == ﬂ._-: E'IJ.. I Can @y
qn—1 L o
I il =C, Wy T Cpaly [~ +-- Coin @

bestehen miissen, wobei alle ¢,, ganz rational sind. Die Determinante

E=lc.. e L et ] [ 2R T

)
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heiBt der Index der Zahl #. Wenn D die Diskriminante der Gleichung (1)
ist, 80 beweist man leicht aus (4), daB die Relation

(5) D—1Fk"d

besteht; es folgt daraus, dall die ganze rationale Zahl % nicht verschwinden
kann.,
Aus den Gleichungen (4) folgen Relationen von der Form

(6) kw;=A;g+ A0+ ...+ A,

; g DA (g O i
wobel auch alle A.. ganz rational sind.

is sel jetzt der Index %k genau durch p* teilbar, so daB man k — p*J’
setzen kann, wo & nicht durch p teilbar ist; der Buchstabe x soll im
folgenden immer diese feste Bedeutung haben. Wenn daher « > x eine
ganze rationale Zahl ist, so folgt aus (6 )leicht, daf die Zahlen p*m, (mod p*)
alle kongruent einer Zahl des Ringes R sind. Daraus sieht man sofort
die Richtigkeit des folgenden Satzes ein.

Satz 1. Wenn w eine beliebige ganze Korperzahl ist, so ist immer
pro(modp®)a = =, kongruent einer Zahl des Ringes R. Dabei kann «
beliebig grofi gewdhlt werden, und p” bezeichnet die genaue Potenz, worin
p in k aufgeht.

Ich beweise auch an dieser Stelle einen anderen wichtigen Hilfssatz.
Es soll untersucht werden, wann eine Ringzahl in R durch p¢ teilbar ist,
also die Bedingung dafiir, dafi eine Kongruenz von der Form

F(#)=b+b,0+...+b _, 4" 1=0 (mod p#)

besteht. Man ersetzt die Potenzen ¢ durch ihre Werte (4) und erhilt
dadurch die Kongruenzen

by €y -+ b, €ay ,+.-i--b”,1r.'n1..ul
. E . - . . N ' . . s ' . {]]h)d Ju'l.‘] i
F]I"‘il{"ln E'i C Foes ‘J} C U l

Lo BN n—1"nn

Die Determinante dieses Systems ist gleich & und man leitet daher daraus
die Kongruenzen

kb, = 0 (mod p*) (= O =1
ab. Dann wird aber

b,

; = 0 (mod p*—*) (¢=0,1,...,n—1),
und es ist also bewiesen:

Satz 2. Wenn eine Ringzahl F () durch p* teilbar sein soll, miissen
alle Koeffizienten b, dureh p“—* teilbar sein, d. h. es besteht die identische

Kongruenz
F(x)= 0 (mod pe—*).
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Aus diesem Satze folgt sofort, daB fiir zwei Ringzahlen ¥ () und
F, () die Kongruenz
F (8)= F,(¢) (modp*)
nur dann bestehen kann, wenn

F, () = F,(2) (mod p*=%).

-

7]

Beweis des Hauptsatzes.

Es soll nun die erste Hauptaufgabe behandelt werden: Man soll den
Zusammenhang zwischen der Form des Polynoms f(w) und der Prim-
idealzerlegung einer Primzahl p untersuchen.

Es sei
(7) f(x)=f,(2) fy(®)...fe(x) (mod p°
eine Zerlegung von f(x)in irreduzible Faktoren (mod p*), wobei ¢ = 0 - 1
vorausgesetzt wird, wenn wie friiher die Gleichungsdiskriminante [) von f(x
genau durch p? teilbar ist. Nach Kap. 1 kann man annehmen, dal die
Faktoren f;(«) reduziert sind; die Grade der Faktoren sollen mit

(8) R s e
bezeichnet werden, wobei natiirlich
(9) R+ Nt ..+ =N
1st.
Aus (1) und (7) folgt fiir 2 — ¥ die Kongruenz
(10) fi(P)fy (). () =0 (mod p®),
und daraus schlieBt man, daB die Zahlen f;(#) mit p gewisse gemeinsame
[dealteiler besitzen miissen.

Es sei wie in Kap. 1 die Resultante von zwei irreduziblen Funktionen
f;(x) und f;(z) genau durch p%ii teilbar, withrend die Diskriminante D),
von f;(x) genau durch p% teilbar sein soll; zwischen den Zahlen g, und 9,
besteht dann die Relation (11) Kap. 1. Nach Satz 1, Kap. 1, kann man
nun solche Polynome 4;.(z) und B (z) bestimmen, daf}

(11) A, () fi ()4 By (=) f; () P (mod p“).

Wenn dann p ein beliebiges Primideal ist, das in p aufgeht, so wird
vorausgesetzt, daB die Zahl f,;(#) genau durch p’ teilbar ist; die Zahl .
soll die charakteristische Zahl des Primideals p in bezug auf f;(x) heillen.

Geht das Primideal p in p genau in der Potenz p° auf, so folgt




L0

326 (. Ore.

aus (11), wenn man @ = ¢ setzt, daB nicht zugleich y; und p. grofer
als eo;; sein kann. Wenn daher », die grofite unter den Zahlen

12) g

isf, so hat man fiir die anderen charakteristischen Zahlen. wie man aus (11)
fiir @ = i} sieht, die Ungleichungen

14 |

II\. I’,l _-;'= -’JI )

welche auch bestehen, wenn es unter den Zahlen | 12) mehrere grofite gibt.

Aus (10) folgt aber leicht die Ungleichung

YA PaT roe T Vi = ELK,

und daher nach (13)

i E:I-EH LR [ S S e |'—jl'.l"i--" R T i’l';"ée"'l-‘
oder

P BNE =00y = wie — By — Op i — -~ — 04, )

Setzt man wie in Kap. 1
(14) ¢ =2 2;;
-
80 18t
: . i |2
0= Do~ 0; i1 Qiss T ooo G; s

und daher
(15) Yo = o — 0

Nach der Relation (13) Kap. 1 schlieBt man daher, daB es fiir jedes
Primideal p, das in p aufgeht, eine einzige groBte charakteristische Zahl P
gibt, wihrend fiir alle anderen die Ungleichungen (13) bestehen.

Dies soll im folgenden kurz so ausgedriickt werden, daB das Prim-
ideal b zur irreduziblen Funktion f,(x) gehort.

Es ist also bewiesen, daB jedes Primideal p zu einer einzigen irredu-
ziblen Funktion f;(2) (mod p®) gehort. Es soll nun bewiesen werden, dal
es auch zu jeder irreduziblen Funktion f;(2) mindestens ein zugehériges
Primideal gibt,

Wenn nimlich dies nicht der Fall wire, so wiirde also fiir ein 7 die
Zahl f, () fir jeden Primidealteiler p von p nur durch p’i teilbar sein,
wobei

;S .g‘:yu I_"] == 1 |

wire, wenn p zur irreduziblen Funktion f;(z) gehére. Daraus folgt aber
nach (10), daB die Zahl

(@) s s (D) (B i)
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ele—g; )

fiir alle Primideale p durch p . also auch durch p®“ ¢’ teilbar wiirde.

Es mufl daher die Kongruenz
£.(8). o fiey (D) frea(B) oo £, (8) = 0 (mod pa-¢)

bestehen. Wird aber darauf der Satz 2, Kap. 2, angewandt, so folgt die
identische Kongruenz

fole)oo i s0) fgs (@) () =0/(mod pF=e =),
welche aber nicht bestehen kann, indem die linke Seite nicht durch p
teilbar ist. Man mul} also
LA

e 0+ x

= = I

haben, was auch nicht méglich ist, indem « = 6 -}~ 1 und nach (13) Kap. 1
- a 2oy !‘.l
folgt o' < - und ebenso nach (5) » <

5 -

Unsere Behauptung ist also bewiesen.

Es sollen nun genauer die Eigenschaften eines Primideals p studiert
werden, das zur irreduziblen Funktion f;(2) gehort.

Nach dem Satze 4, Kap. 1, kann man aus (7) eine entsprechende
Zerlegung von f(z) in irreduzible Faktoren fiir alle Moduln (mod p”) f = «
bestimmen,

\ A s A8 \ ) ’ :
flx) A7 (z) f._.”l @i e ' () | mod n),

wobel allgemein

FL AN

(z) = f;(z) (mod p* % ).

~3)

fi
Fiir die Faktoren f;”(2) erhiilt man daher dieselben Zahlen g,, und o,
wie fiir die entsprechenden f;(x). Weiter werden auch die charakteristi-
schen Zahlen fiir ein Primideal p nicht geiindert; nur wenn p zur irreduziblen
Funktion f;(x) gehort, so wird die entsprechende charakteristische Zahl y,
fiir f',-':"'n’l_'.i'_} mit f beliebig grofi, indem man nach ([Sn

A

nZe(f—o)
hat, d. h. es besteht die Kongruenz
(16) fi (#)= 0 (mod p’ L= N

Bs soll jetzt untersucht werden, wann eine Ringzahl F () durch eine
Potenz von p teilbar sein kann, der Einfachheit wegen wird vorausgesetzt,
daB der Exponent ein Multiplum von e ist, d.h. man soll untersuchen,
wann F(9) durch per teilbar sein kann.

Fiir jedes y gibt es sicher Polynome (¥, (z)==0 (modp), wofiir die

Kongruenz

(17) G, (9) =0 (modper)
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erfilllt ist. Denn nach (16) hat sicher f/(z) diese Eigenschaft, wenn
nur f =y -+ o gewihlt wird. Unter den Polynomen @,(z), wofiir die
Kongruenz (17) erfiillt ist, gibt es sicher solche, wofiir der Grad moglichst
klein wird und der Grad von einem solchen Polynome ist gewill < n,.
Man kann auch annehmen, daB ein solches Polynom reduziert ist. Denn
im entgegengesetzten Falle kann man nach Satz 2, Kap. 1, @, (2) in
die Form
G, (x) = F,(x)(A4+ p H, (x)) (mod p7)

schreiben, wobei F,(x) reduziert und die Zahl 4 nicht durch p teilbar
ist. Da die Zahl 4 4 p H,(#) nicht durch p teilbar ist, enthilt F, (&)
auch die Potenz p¢7 und man kann daher G, (x) durch das reduzierte F,(x)
ersetzen,

Der Grad m, eines solchen Polynoms F,(z) wird natiiclich von y ab-

hingen und mit y wachsen oder jedenfalls nicht abnehmen. Da aber

m, < n; ist, so folgt, daB es ein y, gibt, so daBl, wenn y > y, ist, der
Grad von F,(x) von y unabhingig und also gleich m, wird. Man kann

aber dann zeigen, dall m, =mn, ist. Denn dividiert man f%(z) durch
F,(2), so erhilt man

(18) [P (x)=Q(x) F,(x) + B(z) (y =9 B=y+0°,

woraus fiir @ = ¢ folgt, dal die Zahl R (#) auch durch per teilbar ist.
Da aber der Grad von R(x) kleiner als m, ist, miissen m E(z) alle
Koeffizienten durch p teilbar sein, so dall man

(19) R(z)=p*R,(2), R,(x)==0(modp),

setzen kann., Die Zahl ,H] (¢#) wird also durch pelr=2 teilbar, und dies
ist nur moglich, wenn

ely —idl<ey,
1st, also

Fi

L=y —y

Wiihlt man nun y so groB, daB y —y, =0+ 1 und also 2>46-41 ist,
so folgt aus (19) und (18)
{8 (x) = @ () F,(z) (mod p’+1).

i

Diese Kongruenz ist aber nicht méglich, aufier wenn @ (2) = 1 (mod p?*!
ist, indem £ () (modp’+1) eine irreduzible Funktion ist; man hat also

m, = m,

o = M;, Wenn y = y, ist. Allgemeiner sicht man ein, dafl immer

; 0
die Kongruenz

F,(z)=f¥ (x) (mod pr—) (p=r--e)
besteht.
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Wenn nun eine beliebige Ringzahl F'(#) durch pe¢r, y =y, teilbar
sein soll, kann man F(x) durch ¥ (z) dividieren,

(20) Flz)=@Q(z)fP(x) + R (x) (B=y-+0),

und fiir @ = O folgt daraus, dal R(¥) durch p¢r teilbar ist, woraus man

wie frither Il’{.'lrj — 0 (mod pr-7) schlief3t, so dall nach (20) die Kongruenz
F(z)= @ (x)f;i” (x) (mod p?~")

besteht. Man kann daher sagen:

Wenn eine Ringzahl F () durch p°v teilbar sein soll, so besteht die
tdentische Kongruenz

F(z) =0 (modd p" ™™, " (x)).

Daraus folgt weiter einfach, dall, wenn fiir zwei Ringzahlen F, (i)
und F, () die Kongruenz

F,(#)= F,({#) (modpe7)
bestehen soll, so hat man identisch

F (z)= F,(x) (modd p"™ ™ P ().

1 Ji

Aus der letzten Bemerkung kann man eine sehr wichtige Eigenschaft
des Primideals p herleiten. Da es nidmlich unter den Polynomen F(x)

""" o o) =0l

(modd p*~", fi” (x)) genau p™% verschiedene Reste gibt, so gibt es
auch mindestens p (—v) verschiedene Ringzahlen fiir den Modul per.
Andererseits kann man eine beliebige Korperzahl e nach § 1 immer

in der Form
F(#)
Jrf

CF 0 —

schreiben, wobei F(#) eine Ringzahl und k£ der Index ist. Wenn dann o
durch p#v teilbar sein soll, muB also F'(1}) durch pe¢@+# teilbar sein. Dies
ist aber, wie man leicht bemerkt, sicher der Fall, wenn

F(z)= 0 (moddp”™*, " (x)) (B>y+x-+0)

fii (y 4 )

ist. Da es fiir den Doppelmodul (modd R f‘,—rﬁ'{x}] genau
schiedene Reste gibt, so wird es im Kérper héchstens pmi (4% verschiedene
Zahlen (modyper) geben.

Wenn nun der Grad von p gleich f ist, so wird

Ver-

N(per) = pefr

und man hat daher die Ungleichungen

?]M,‘l:"":'n: ;i ;”-',I";' :’f .pu..'l';'-E-H'J

oder auch
n; Lr;i Ya) f“-' € f;' -L_—i n; [.:r" it

=
(R
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woraus folgt, wenn man durch y dividiert
{ ¥a ) f 2
v ] - S | | =
AT sef=mll+—)-

Da man hier y beliebig grol machen kann, so wird daraus folgen,
daB n; beliebig nahe an ef kommt, und da es sich um ganze rationale
Zahlen handelt, erhilt man folglich die wichtige Gleichung

(21) ef =mn,.

Unter Anwendung der Gleichung (21) kann man nun die wichtige
Tatsache beweisen, daB es fiir jede irreduzible Funktion f;(x) nur ein
einziges zugehoriges Primideal gibt. Denn wie schon bewiesen, gibt es
jedenfalls zu jedem f;(x) ein entsprechendes p;, und wenn Ordnung und
Grad von p, mit e; und f; bezeichnet werden, so ist nach (21) e, f; = n,.

Wenn man dann das Ideal
L e 21§y fa "
p’ = paps... per

bildet, so ist sicher p’ ein Teiler von p. Da aber

r T
el > n

T Pl B | - i
N p’ — ‘”E'—l =y .p:- L .}.}u
ist, so muf man auch p’ = p haben, d. h. es kann fiir jedes f;(ax) nur
das einzige p, geben. Es ist daher der folgende Hauptsatz bewiesen:
Satz 3. Besteht fiir f(x) die Zerlegung tn irreduzible Fakloren
(mod p*), @ =641,
f(z)=ri(z)fa(®) .. f(z) (mod p®),
wobei der Grad von f.(x) gleich n; ist, so hat die Primzahl p in B die
Primidealzerlegung
. p=9paps... p5,
wobei
AT (e — mi
N (pgr) = p™.

\/._

K

s

Y7 )

Anwendungen des Haupisatzes.

Es werden im folgenden die Bezeichnungen angewandt: Die Prim-
zahl p soll die Primidealzerlegung

(22) p=paps... Dl Ny, = pfi
haben, Wenn dann

W

f(z)=f, (2)f:(2) ... [, (x) (mod p*) (€=>0-41)

SR S
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eine Zerlegung von f(2) in irreduzible Faktoren (mod p*) ist, so hat
man also

(23) e fi=mn;,

wenn n; der Grad von f;(x) ist. Wenn weiter die Zahl f;(#) genau durch
p{i teilbar ist, so heiBt y,; die charakteristische Zahl von f;(z) in bezug
auf p,. HEs bestehen dann nach § 2 die Ungleichungen

;’fj ;" '91‘_;' 81' |1" T !1‘
wihrend die Zahl f,(®) nach (15) sicher durch pf’":""""] teilbar ist.

Man kann nun genauer angeben, wann eine Ringzahl F(#),
F(x)==0 (mod p) durch eine Potenz p;*" teilbar ist. Nimmt man nim-
lich zuerst an, daB der Grad von F(x) kleiner als m, ist, so bildet man
die Zahl

(8 B a4 B /.0 (B r.q BAE X
,l‘l'”l:?r!] e fily () F(H) Al g (AR 2 (9) (B=y+0).
Diese Zahl ist sicher durch p;*” teilbar, wihrend jedes von p, verschie-
dene Primideal b, sicher in der Potenz 15" vorkommt. Man hat daher
(M r 9 - () ay F ( "I"l (5 ¢ gy -':_l'i"l[ 9y o/ 1
7 (8) ... iZi(#) F(9) i (P) ... £7(9) = 0 (mod p7)
woraus nach Satz 2
) 3 () My I R L ¥ IR o(B) ¢ A
fi7(2) .o ficy(2) F(e) i (2). .. " (z) =0 (mod pr—*)
folgt. Diese letzte Kongruenz ist aber nur méglich, wenn man
F(z)=0(modpr—*)
hat. Im allgemeinen Falle, wo der Grad von F(z) groller als n, ist, folgt
dann leicht wie frither aus der Kongruenz
F(9)=0 (modp;"")
die identische Kongruenz

g
A8

F(x) = 0 (modd p" ™", fi" (2)) (B +0).

Satz 4. Wenn eine Ringzahl F(3) durch p;" teslbar sein soll, muf
das Polynom F(x)(mod pr—*) durch f;" (z), f =y o', teilbar sein.

Man kann auch eine wichtige Anwendung von diesem Satze auf die
Theorie der hoheren Kongruenzen fiir Primzahlpotenzmoduln geben.
Es seien
(24) flx) = f2(x) £ (x)«.. 7 (2) (modp*) (e 2d+1),
f,:'iﬂ)(:ﬂr} rfr'-,i"](::.i.’}. 5 rJr.';“] (x),
zwei Zerlegungen von dem Polynome f(2) in irreduzible Faktoren (mod p*).

Wegen der Eindeutigkeit der Zerlegung von p in Primideale folgt dann
DI E ]
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zuniichst, daB r—s sein mull. Weiter wird ein Primideal p, zu den
beiden irreduziblen Faktoren ¢;" () und f;* () derart gehéren, dal

n—n"

i (#) = 0 (mod niE=a

gila—=p'')s

,?;'F“J (#) = 0 (mod p{ )

ist, wobei p” fiir die zweite Zerlegung (24) dieselbe Bedeutung wie o’
fiir die erste hat. Nach (23) folgt, dall sowohl i) als @i (%) vom

L/ S

Grade n, ist. Man kann nun, was unwesentlich ist, 0" = 0" voraussetzen.

Dann folgt nach Satz 4, daf r;-,'—“'l':_*".-] (mod IJ"_'-'“_E;] durch £ () teilbar

; 0 |
sein muBl. Da aber = < -, p" < &

9 = =9

ist, so folgt daraus einfach

L -.r.i'lf' r‘p-f”' I\.l.l (]Ill')(i }“ t—d }.
Es ist daher bewiesen:

Satz 5. Zerlegt man ein irreduzibles Polynom f(x) in irreduzible
Faktoren (mod p*), so ist diese Zerlegung (mod p*=") eindeutiy, d. h. wenn
zwer Zerlegungen

f ) Jf'r'(:l Noptadip a(a) ¢y

) ) e lE)in oy (]

(mod p)

{ez) (] b Ny
@ (x)ps (®)... @ (%)

bestehen, so ist r =8 und fir alle ¢=1,2,...,r

i) o poooNIp \

@i (x) i () (mod p==2).

Dieser Satz kann natiirlich auch direkt, ohne Anwendung der Theorie
der algebraischen Zahlen bewiesen werden,

Kapitel III,
Uber die Eigenschaften von Diskriminanten und Differenten.
§1.
Uber Fiihrer.
Wie schon in Kap. IT § 1 bemerkt, bilden die Zahlen

a18) R(#)=ay+a,d+...4a,_, 9",

I n—1
wobel die @, ganz rational sind, einen Ring, d.h. die Summe, Differenz
und Produkt von zwei solchen Zahlen hat wieder dieselbe Form. Im all-
gemeinen werden nicht alle ganze Korperzahlen zum Ringe gehoren;
wenn aber %k den Index der Zahl # bezeichnet, so folgt aus Kap. II § I
leicht, dall wenn @ eine ganze Korperzahl ist, so wird
(2) kw= A4 -f_: i)

eine Ringzahl,
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Alle Zahlen ¢ des Korpers, welche die Eigenschaft haben, daf fiir
jedes w das Produkt
[ ;]) wp=A()
eine Ringzahl wird, bilden, wie man leicht sieht, ein Ideal |, das nach
Dedekind der Fihrer des Ringes heifit. Aas (2) folgt sofort, daB f ein
Teiler von k sein mufBl. Setzt man in (3) w=1, so folgt, daB alle
Zahlen in | auch dem Ringe angehdren.

Die Zahl f’(#) heiit die Differente der Zahl &, und es ist dann

(4) D = + N(f'(93)),

wobei D die Gleichungsdiskriminante von der Gleichung f(a2)=0 ist.
Man beweist dann weiter leicht, dall eine Relation

() £(8)=Fb

besteht, wo das Ideal d von der speziellen Wahl der Zahl ¢ unabhiingig
ist. Das Ideal d heilit die Differente des Korpers und hat die wichtige
Figenschaft, dal}
(6) N(d)=|d|,
wobei d die Korperdiskriminante ist.

Man kann nun weitere Fiihrerbegriffe einfithren, indem man die Be-
dingung (3) durch entsprechende Kongruenzen ersetzt. So bilden alle

r ft) - ~ 5 .
ganzen Zahlen ¢," mit der Eigenschaft, dafl fiir alle @ die Kongruenz
w @, = A(D) (mod p*)

hesteht, ein Ideal [f, das sicher ein Teiler von 7 wird.

Das Ideal §,” wird natiirlich von « abhiingig, aber man kann zeigen,
daf wenn nur « oberhalb einer bestimmten Grenze liegt, so wird f,"

von ¢ unabhingig, und zwar hat man

- e (o)
i

4 g (%) L
J hr — ]p = Tp (e =),

wenn wie frither der Index & genau durch p* teilbar ist. Dies folgt ein-
fach aus der Tatsache, dali wenn eine Kongruenz

(8) w = P, (#) (mod p*)
gilt, so kann man auch ein Polynom P, (z) so bestimmen, dafl

m = P, () (mod p*) o> %)
wird. Aus (8) folgt ndmlich sofort

w=F,(?)4+ o,

wobei w, wieder eine ganze Zahl ist, und daher ist nach Satz 1 Kap. Il
auch p*w, (mod p) kongruent einer Ringzahl.
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Das von « unabhingige Ideal f, in (7) soll der Fiihrer des Ringes
in bezug auf p heiBen, und wenn @ eine Korperzahl ist, und ¢ eine Zahl
in f,, so besteht immer eine Kongruenz

w @ = P () (modp”),

wobei « beliebig grol3 gewiihlt werden kann.

Da nach Satz 1 Kap. II immer p* o (mod p*) kongruent einer Ring-
zahl ist, so wird f, immer ein Teiler von p* und kann daher nur solche
Primideale enthalten, welche in p aufgehen. Wenn p nicht in %k aufgeht,
ist p* =1 und man erhilt daher auch f, =1. Die Ideale I, werden also
nur dann vom REinheitsideale verschieden, wenn p ein Teiler von k 1st.

Man beweist nun:

Satz 1. Der Fiihrer | ist gleich dem Produkte aller Fiihrer f,,
wobei p die Primzahlteiler von k durchlduft, also

=10,
kip

Zunichst folgt aus einer Gleichung (3), daBl auch die entsprechenden
Kongruenzen fiir alle Moduln bestehen, so daf eine Zahl ¢ in | auch zu
allen Idealen f, gehért, und also, da die f, zueinander teilerfremd sind,
auch zu ihrem Produkt. f mull daher durch das Produkt J7f, teilbar sein.

Wenn aber umgekehrt ¢ eine Zahl des Ideals [, ist, so besteht
auch immer eine Kongruenz
Gl W - 'P.!'r { i'}} (mod j‘J"';I,

(9) wp=P,(V)+ p*o,.

Fiir eine andere Primzahl ¢ folgt entsprechend, daB w ¢ und daher auch
nach (9) p“w, (mod g#) eine Zahl des Ringes wird. Dann wird also
auch o, (modg#) eine Zahl des Ringes und man erhilt aus (9) eine
Gleichung von der Form

W QP = P . ( 1 pS (jf" (i}

Pyt png”
Ebenso zeigt man allgemein, dal wenn p,gq,...,r die verschiedenen
Primzahlteiler von k sind, so besteht eine Gleichung

W@ =PFPpg. ()L 0%0f...77 @ q,...1-

Da hier das letzte Glied durch % teilbar wird, so mul @@ auch selbst
eine Zahl des Ringes sein und daher zu j gehoren.

Zuletzt erwiihne ich noch einen weiteren Fiihrerbegriff. Wenn p ein
Primideal ist, das in p genau in der Potenz p° aufgeht, so kann man
p=peq setzen, wo q nicht durch p teilbar ist. Die Zahlen ¢, wofiir
immer eine Kongruenz

@@ = P(#)(modp*)
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besteht, bilden ein Ideal fy*. Man zeigt auch hier leicht, dall wenn ¢ > ex
ist, fy = fp~ von « unabhingig wird, Dies folgt, indem man beweist, dall
man aus einer Kongruenz

(10) w = P,,(?) (mod pe*)
eine Kongruenz

w = P,(#)(modp~)
ableiten kann. Man kann nidmlich immer eine solche Zahl i bestimmen,
dall die Kongruenzen

w=1 {;lllDd 1§ "}_ w=10 {mod L]F:I
erfiillt sind, und wenn man dann (10) mit v multipliziert, erhiilt man
eine Kongruenz von der Form
w=P,,(#)+p*o» (modp*),

woraus nach Satz 1, Kap. II folgt, dall @ (mod p*) kongruent einer Ring-
zahl ist.

Das Ideal f, heiBt der Fiihrer des Ringes in bezug auf p, und
wenn ¢ eine Zahl in f, ist, so besteht fiir alle ganze Korperzahlen o
eine Kongruenz

wep = P (#)(mod p*),
wo « beliebig groB gewihlt werden kann. Wie oben zeigh man leicht,
daB jede durch pe* teilbare Zahl (modyp“) zum Ringe gehort, so dab f,
ein Teiler von p¢* und folglich auch eine Potenz von p sein mul.

Ich werde jetzt den Zusammenhang zwischen den Fiihrern f, und
dem entsprechenden Primzahlfithrer f, ermitteln. Es sei die Primideal-
zerlegung von p durch (22), Kap. II gegeben, und da f, eine Potenz
von y, ist, kann man
(11) Iy, = %5
setzen.

Es werden nun die allgemeinen Bezeichnungen des Kapitels II an-
gewandt, und die charakteristischen Zahlen des Primideals p, sind daher

¥i1s> Yias »es3 Ve Man setzt
(19 Ay = pul i = L | ap ! Pl EI Y
(12) Yi— ¥ RO vy 0 5 T ol 98 1 %5 o CRCHO R el f J

und nach der Definition der Zahlen y, . ist dann die Zahl

1

IL(%) = f,(D) ... f_.(P) f;4 D) e £ (B)

genau durch p¢ teilbar.

Da alle durch pi teilbaren Korperzahlen kongruent einer Ringzahl
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%

(modpsr) sind, so wird es auch im Ringe ¢, f; =n, durch p: teilbare
Zahlen

R (), R¥ (B), ..., RE ()

so geben, daB sie ein Fundamentalsystem fiir p (modp) bilden?), d. h.

jede durch pri teilbare Zahl w 1iBt sich (modp?) kongruent einer Summe
@ oy gy 0} (%) ¢ (£) (i \ )
o= ai" R{"(9) + as” R" () + ... + an, By (9) (mod pf)

schreiben, wobei die Zahlen a" alle ganz rational sind.
Bildet man dann weiter das System von n Zahlen

K, ()= IL (%) R;" (#) (F==lE20 e s et 52 e )
so sind diese Zahlen, wie man leicht sieht, ein Fundamentalsystem in
bezug auf p fiir ein Ideal

e [hIa

=1

d. h. jede durch a teilbare Zahl kann in der Form

w = Ya"K; ;(?)(modp*)

L T

dargestellt werden, wobei alle rs_;"' ganz rtational sind. Da alle Zahlen
K, ;(#) zum Ringe gehoren, so folgt, daB J, ein Teiler von a sein muB.

Man kann aber zeigen, dall a = {, ist, indem man beweist, dal kein
Primideal in f, in einer kleineren Potenz als p!*"" vorkommt. Es soll

= . . 1880 \
nun bewlesen werden, dall nicht alle Zahlen im Ideale L" (mod p*) zum
(]

Ringe gehoren. Man kann nimlich eine solche Ringzahl F(#) finden, daB
sie genau durch pecka=d teilbar ist, und weiter kann man auch voraus-
setzen, dall der Grad von F(x) kleiner als n. ist. Weiter kann man auch
F(x) so wihlen, dall F(x)==0 (modp) wird, indem sonst, wie man
lercht sieht, jede durch pri=* teilbare Zahl kongruent einer Ringzahl (mod pe)
wurde, Wenn man dann die Zahl
o = IT,(8) 22
P

, welche zum

bildet, so ist, wie man leicht sieht, o eine ganze Zahl

a = = 5 -
Ideale : gehort. Es kann aber keine Kongruenz

()
0 = HFH'H- Kol
t ¥

F,(#) (mod p*)
bestehen, indem sonst nach Kap. II, Satz 2 die identische Kongruenz
I.(x) F(x) = pF, () (mod p—*)

®) Man sehe meine Arbeit: O. Ore, Bestimmung der Differente eines algebraischen
Zahlkirpers, §1, Acta Math. 46 (1925), S. 365—392.




Definierende Gleichungen und Idealtheorie. 337

bestehen wiirde, was nach den Voraussetzungen iiber F(2) nicht moglich
ist. Es folgt daher

Satz 2. Der Fiihrer |, des Ringes ist durch die Formel

:
fo=IIP;"™
i=1
bestimmd.

Es sei wie frither ¢, und f; die Ordnung bzw. Gradzahl eines Prim-
ideals p.. Wenn dann ¢ () (modp) eine beliebige Primfunktion f;-ten
Grades ist, so zeigt man leicht "t], daBl man in K eine solche ganze Zahl o
finden kann, daBl ¢(w) genau durch die erste Potenz von p, teilbar ist,
wihrend keine anderen Primidealteiler von p in ¢ () aufgehen. Es soll
nun die Gleichung F(wx)= 0 untersucht werden, welcher die Zahl o
geniigt. HEs folgt sofort, dall man

Fla)=a(x)e(x)" (modp)
haben mufl, wobei z(z)(modp) nicht durch ¢ (z) teilbar ist. Daraus
folgt aber weiter aus dem Satze von Schinemann (Kap. I, § 3), daB
fiir alle ¢ auch eine Zerlegung

F(x)= Il(xz) P (x)(mod p*)

hestehen mull, wobei
ll(z)=a(z), ©(z)=¢@(z)"(modp)
ist. Das Primideal p, entspricht also im Sinne des Hauptsatzes dem
Faktor @(«), der (mod p*) fiir « > » irreduzibel werden muf}. Aus
n,=e,f,=ef;
folgt dann sofort e =e,, und man kann daher
D(x)=ep(x)"+pMx)
setzen. Nach dem Hauptsatze wird auch die Zahl @(w) durch beliebig
hohe, nur von ¢ abhingige Potenzen von p, teilbar, und daraus folgt
leicht, dal die Zahl M(w) nicht durch p, teilbar ist, d.h. M(x) ist
(mod p) nicht durch ¢ () teilbar. Man kann dies folgendermalien aus-
driicken:

Satz 3. HKHs set w eine ganze Korperzahl, welche der Gleichung
F(x)=0 geniigt. Man kann dann o so bestimmen, dafl fir ein be-
stimmies Primideal b, der enisprechende trreduzible Faktor F,(x) wvon
F(z)(mod p*) die Form

F.z)=@(z)"+pM(z)

%) Man sehe z. B. D. Hilbert, Zahlenbericht & 9. Jahresber. d. Deutschen Mathe-
matikervereinigung 4 (1894).
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erhdll, wober @ (x)(modp) eine Primfunktion f,-ten Grades ist, M (z)

(mod p) nicht durch ¢ (z) teilbar ist, und weiter die vbrigen irreduziblen

Faktoren F;(x) (j=7) von F(z) nicht (modp) durch ¢ () teilbar sind.
An einer spiteren Stelle werde ich zeigen, wie man im vorgelegten

Falle wirklich eine solche Zahl @ finden kann. Aus den Eigenschaften

von o folgt sofort, daf man das Primideal p, immer in der Normalform

e )
darstellen kann. G

Man sieht nun leicht ein, da ¢ (w) nur die erste Potenz von p, ent-
hillt, dall die Zahlen

cr}’q‘iw}" (=0, Lyidns 115 gi= 0100 ep—1)

ein Fundamentalsystem fiir die Potenzen von p; bilden, d. h. jede Kdrper-
zahl ist (modp?) kongruent einem linearen Ausdrucke mit ganzen ratio-
nalen Koeffizienten von diesen Zahlen. Daher ist jede Kérperzahl (modpf)
kongruent einer Ringzahl, d.h. der Partialfiihrer des Ringes R(w) in bezug
auf p, ist gleich dem Einheitsideal.

Aus Satz 3 folgt weiter, dafl alle charakteristischen Zahlen in bezug
auf p, verschwinden, es ist also

= Yo = %Y. ., — — L.
P & Bemrtty A =1 (e s | L fir “'

woraus nach (12) y,= 0 folgt. Aus den Sitzen 2 und 3 schlieBt man
dann weiter, daB3 der Fiihrer { von R (w) nicht durch p, teilbar ist, woraus
nach (5) sofort der bekannte Satz folgt:

Die Korperdifferente st der grofite gemeinsame Faktor von den Dif-
ferenten der Zahlen des Korpers.

Man kann auch in jedem Korper eine solche Zahl @ bestimmen, dal
alle Partialfiihrer f, Binheitsideale werden. Denn es ist zuniichst méglich,
< so0 zu bestimmen 7:}-, dall fiir alle ¢ die Zahl P, (6) genan durch die
erste Potenz von p, teilbar wird, wobei allgemein ¢,(z)(modp) eine
Primfunktion vom Grade f; ist. Diese Primfunktion kann iibrigens beliebig
gewiihlt werden, wenn sie nur vom Grade f;, ist. Der entsprechende

% Unter Anwendung der Methode, die ich in meiner Arbeit: Weitere Unter-
suchungen zur Theorie der algebraischen Kiérper, Acta Math. 45 (1924), S.145—160
benutzt habe, zeigt man leicht die Richtigkeit des folgenden Hilfssatzes, den ich auch
gpiiter anwenden werde:

Man kann immer eine solche Zahl o des Korpers bestimmen, daB eine Zahl ¢, (w)
genau durch _11;"' teilbar wird. Dabei bedeutet @, (#) eine Primfunktion (mod p)
,f'r._-ton Grades, und die ¢, (x) kinnen, wenn mehrere Primideale von demselben Grade f,
existieren, beliebig, gleich oder verschieden unter den Primfunktionen f;-ten Grades
gewiihlt werden. Die Zahlen l; konnen beliebig gewiihlt werden.
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Faktor f,(x) von f(x) muf dann (modp) durch g¢;(x) teilbar sein, und
aus dem Hauptsatze folgt leicht
fi(x)= ¢;(x)" (mod p),
also
fi(2)=o,;(2)" + p M, ().
Genau wie frither folgt hier, daB M;(z)(modp) nicht durch g, (x) teilbar
sein kann. Da nun ¢,(@) genau die erste Potenz von p; enthilt, so
bilden die Zahlen
".'T_J"rq':-[@}# (r=0,1,...,;—1; 8=0,1,...,¢,—1)
ein Fundamentalsystem fiir die Potenzen von p,, d.h. jede Korperzahl
ist (modpg) kongruent einer Ringzahl R (©), und folglich ist f, =1.
Im Falle ;=1 braucht man aber nicht vorauszusetzen, dali ¢,(€) genau
die erste Potenz von p; enthilt, um f, =1 zu machen; denn in diesem
Falle enthilt p genau die erste Potenz von p;, so dafi schon die Zahlen
@ (r=20,...,f;— 1) ein Fundamentalsystem bilden. Wenn daher e,=1
ist, braucht also die Bedingung M () == 0 (modd p, @;(2)) nicht zu gelten.
Satz 4. Man kann immer eine solche Zahl © bestimmen, dafi f,, =1
fiir alle Partialfiihrer des Ringes R (@) wird. Die Gleichung f(x) =0
der Zahl © hat dann die Form

,
fl2) = J](@;(2)" 4 pM,(2)) (modp®),
i=1
wobei @, (x) eine Primfunktion vom Grade f; ist, wihkrend M;(2) (modp)
nicht durch ¢,(x) teilbar ist, wenn e; > 1 ist.

Dieser Satz gibt eine Normalform fiir die definierende Gleichung des
Korpers; spiter soll noch eine andere Normalform angegeben werden.

Es folgt aus diesen Bemerkungen sofort ein Beweis des Dedekind-
schen Kriteriums fiir die sogenannten gemeinsamen auferwesentlichen Dis-
kriminantenteiler. Es gibt bekanntlich Kérper, wobei die Indizes & der
Zahlen des Kérpers alle einen gemeinsamen Teiler haben. Nun folgt leicht
aus den Gleichungen (4), (5) und (6), daf
(18) Ni=%"
ist, und wenn daher k nicht durch die Primzahl p teilbar sein soll, mul}
zuerst f, =1 fiir alle Partialfithrer, d. h. f(2) mufl die Form des Satzes 4
haben. Nach Satz 2 miissen auch alle charakteristischen Zahlen der Prim-
ideale verschwinden, d. h. die Primfunktionen ¢, (z) miissen alle (modp)
verschieden sein. Daher folgt:

Die Primzahl p ist dann wund nur dann ein gemeinsamer aujer-
wesentlicher Diskriminantenteiler, wenn von den Ungleichungen

r. > g(f) (=102t
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wenigstens erne erfillt ist. Dabei bedeulet r, die Anzahl der Primideal-
teiler von p vom Grade f, wdhrend g(f) die Anzahl der wverschiedenen
Primfunktionen (mod p) vom Grade f angibt. Fiir die Zahl ¢(f) hat man
bekanntlich eine einfache Formel. Spiter werde ich noch einen Satz iiber
gemeinsame aullerwesentliche Diskriminantenteiler geben.

Es folgt auch weiter, dall eine Primzahl p nur dann kein Teiler des
Index ist, wenn f(2) die Form

fla)= @ .1.‘1"' onia D :;t:]"l" - B ﬂf(_:r._}

hat, wobei M(x)(modp) nicht durch ¢, (x) teilbar ist, wenn ¢, > 1.
Dann hat p die Primidealzerlegung

& fi

p=prips ... por, Np =,

P, = (p,p:(?))

ist. Dies sind die Hauptresultate der Dedekindschen Arbeit: ., Uber den
Zusammenhang zwischen der Theorie der Ideale und der hiheren Kon-

wobei

gruenzen® *).
An einer spiteren Stelle zeige ich, wie man immer die Primidealzer-
legung von p bei gegebener Gleichung bestimmen kann.

s
:‘-\\J

-

Uber die Abbildungskirper der Primideale.

Wenn man den Korper nicht durch die Zahl ), sondern durch eine
andere primitive Zahl ), mit der Gleichung F(a)= 0 definiert, so be-
stehen wegen der Kindeutigkeit der Primidealzerlegung nach dem Haupt-
satz gleichzeitig die beiden Zerlegungen

flz)=fi () ...f.(2)

= i " (mod p=),
Fla) =0 (2) o EaGe) -

wobei f;(«@) und F,(z)(mod p«) irreduzible Funktionen vom selben Grade »,

sind. Weiter besteht zwischen f,(x) und F,(a) der Zusammenhang, da8
. 5 I e la—p"
f;($#) = 0(mod p;*"“ ¢’

ey (a—a"")y

F.(9,) =0 (modpi %"

" - - I" 5 - - - .
ist, wobei o’ < und entsprechend o” < %!, wenn die Diskriminante von

F(xz) genau durch p?% teilbar ist.
Es soll nun untersucht werden, wie sich ein Faktor F,(z) aus dem

) Abhandlungen der Kgl. Gesellschaft d. Wissenschaften zu Gottingen 1878.
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entsprechenden f;(x) ableitet. Nach § 1, Kap. Il kann man immer #, in
der Form
:'ﬁ:')'] =

i | i =1
L7 Sy I
annehmen, wobei alle @; ganz rational sind. Da man weiter nur , fir
Moduln untersuchen soll, welche Potenzen von p; sind, so besteht auch

gicher eine Kongruenz von der Form

* = qni—1 ¢ ¢ [e—=pn')
p=b + b ¢+ ... 4 by d (mod p SN,
e . - . . : afp—1
Multipliziert man diese Kongruenz nacheinander mit 1, ¢, ..., 4" und
: o = - .
reduziert alle Potenzen von # grofer als 4™ nach der Relation
PO qfi gni—=1 1 A S er (e—p'y
fi(®)=o"+¢c 9" e oo+ €y = 0 (mod p;" %),
so erhilt man das folgende System von Kongruenzen
¢ g ( {1 ’ 1 =1
", - (:.[1' gt O ﬂ:h'} "
I, [ (2) {2) a i (2) qnp—1 ) -
piht=a +as v coe Oy, U (mod pff =2y,
» = {ieg i)« i (il gni=—1
p 9,V Mot it ol Ei-_c;" o ST 'y FoT S [
Durch Elimination von ¢ erhilt man dadurch die Kongruenz
=
(1 ¢ ¢ (1 (1)
gt —p v, as i
- ay’ ay —p" ;) - ' la—g)
A(4,) G ] P Uyl - G 0 (mod p;* ™ ~*
() (ng) (i) ¥
G as ", e @t —p T

Aus dieser Kongruenz folgt dann nach Satz 4, Kap. II, dall die Determi-
nante A(z)(mod pe-¢'~¢"~%) durch F;(x) teilbar sein mull, und da

S i s KTie 4 i 2
o' L, 0" <3, %, < ist, so folgt leicht die Kongruenz

pr* P, (2) = 4(2)(mod pe=95=%).

Es folgt auch natiirlich, dall im Polynom 4(x) alle Koeffizienten durch
phi* teilbar sein miissen; setzt man daher pn* 4, (z) = 4 (x), so kommt
It [ A A ma—L
F.(z)= 4, (x)(mod p*~t),

wobei der Kiirze wegen = & - 0, + n,» gesetzt worden ist.

Als Hilfsmittel bei den folgenden Untersuchungen fiithre ich nun eine
neue algebraische Zahl 9" ein, welche im allgemeinen nicht zum Kérper K
gehoren wird. Man wihlt ¢ fest und oberhalb einer Grenze, welche spiter

- iy i . - . . .
angegeben wird; die Zahl #' ist dann eine Wurzel der irreduziblen Gleichung
o q iy
in' I: gl —= 0,

und der aus @ gebildete Koérper K vom Grade n, heillt der Abbildungs-
korper des Primideals p;.
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Ich fithre weiter zwischen den Kérpern K und K eine Korrespon-
denz ein, indem man zu jeder Zahl
9, — R(9)
in K die Zahl
o = R (BY)
in XK' zuordnet.

Bildet man nun die Gleichung @ (2)= 0, welcher die Zahl 9, ge-
niigt, so folgt leicht nach derselben Methode, dali nmn_llf"ﬁ;’_}j = ( hat,
woraus natiirlich 4, (x)— @(z) folgt. 4,(2) war nimlich (mod p*~?)
kongruent einer irreduziblen Funktion F.(2) und kann daher nicht @ (z)
als Teiler enthalten. Es folgt daher, dall, wenn die Zahl N der Gleichun
P (x) =0 geniigt, so ist

o
=]

A\

(14) D(z)= F,(z)(mod p==t),
wobei F,(«) der Faktor des Primideals p; in der Gleichung F(x)— 0 der
Zahl i ist.

Wihlt man nun speziell fiir &, eine Zahl @, wofiir der entsprechende
Partialfithrer f,, gleich dem Einheitsideale ist, so wird F,(z) nach Satz 3
die Form

F(2)— 9(2)" + p M(x)
haben, wobei M (z)(mod p) nicht durch ¢ () teilbar ist. Wenn daher in
(14) e > t -+ 2 gewihlt wird, so wird die zugeordnete Zahl o' der Gleichung
@(x)= 0 geniigen, wobei auch
@ (2) = ¢(x) -+ pM(z)(modp”™)

ist. Daraus folot sofort, daB die Primzahl » in K" die Primidealzerlegung
= 3 o =

» puau“", N (p®) — pft
hat, wobei das Zeichen N Normen in K" angibt. Die Zahl ¢ (") ist
weiter genau durch die erste Potenz von p@ teilbar, wenn e, > 1 ist, so
daBl die Zahlen
w® g ;_".,,m:]"" {7 0. ii—1; 8=0,1, ....¢;,— 1)
oder auch
aw®" (=01, c0;m:—1)
ein Fundamentalsystem fiir die Potenzen von p® bilden, d. h. es besteht
fiir jede Zahl @Y in K eine Kongruenz

(15) 0% = R (w'¥)(mod 11:_**""""‘ !'_;. ;

wobei das Polynom R(x) vom Grade kleiner als n; ist.
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Ebenso folgt leicht, dall die Zahlen

w’ (r=0,1,...,%

in K ein Fundamentalsystem fiir die Potenzen von p; bilden und dall

dann aus (15) die entsprechende Kongruenz
@ = R(w)(mod peite=1)

in K folgt. Ich untersuche nun, wann eine Zahl @ in K genau durch
eine Potenz p¢ teilbarist, Man kann a — ;¢ -}- r schreiben, wobei 0 <r <e¢;
ist, und es folgt leicht, daB R(x) die Form
£ ot Ei g ey ; q+1s
R(z)=p"p(z)" @ (z)(modp® ")
haben muB, wobei @ (a)(modp) nicht durch ¢(z) teilbar ist. Umge-
kehrt ist natiirlich auch @ genau durch p; teilbar, wenn R (z) diese Form
hat. Mehr allgemein sieht man ein, dall, wenn eine Kongruenz
.

0o @
f iy 4_1|md Pi)

bestehen soll, wobel
9. - Rl ( f')\], 1',32 .I{f.‘ I: W | : m{}d pr-r-u:- H) !

1
so muf} man

R (2) — R, (z) = p" () @ (x)(modp™ Ty

haben. Genau das Entsprechende gilt aber fiir die Zahlen in K" in bezug
auf ihre Teilbarkeit durch p®, und man kann daher sagen:

Wenn eine Zahl © genau durch pi, a < e;(« —t), terlbar ist, so wird
auch die entsprechende zugeordnete Zahl 0" genau durch p W% teilbar sein
und umgekehrt.

Wenn in K eine Kongruenz

q | i - rans
i}, = &, (mod p;') a<e(e—t)

besteht, so besteht auch zwischen den zugeordneten Zahlen die entsprechende
Kongruenz

9 = 98 (mod p Uy )
und wmgekehrt.

Aus diesen Tatsachen iiber den Abbildungskérper kann man verschie-
dene andere Resultate ableiten.

Zuniichst ist in K der Fithrer der Zahl " nicht durch p* teil-
bar und nach (5) folgt, daB die Differente 6" von K% genau dieselbe
Potenz von p® enthiilt, wie die Zahl @' (). Weiter ist in K der
Fiithrer der Zahl @ nicht durch p, teilbar und man zeigt dann leicht
nach Satz 3, daB die Differente 4 von K genan dieselbe Potenz von p,
wie die Zahl F () enthilt, Nach (14) folgt dann sofort, wenn man nur
« — t hinreichend grof wihlt:
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Wenn die Differente des Abbildungskorpers K genaw durch p"'™"
teilbar ist, so wird die Differente von K genau durch p;" teilbar.

Wenn dann weiter die Korperdiskriminante von K genan durch
p% teilbar ist, so folgt nach (6), daB
d,= {4,
1st, und man sieht daher ein:

Die Korperdiskriminante von K st genau durch

tetlbar.
Da die Diskriminante von #'“. also die Diskriminante von f:(x) nach
den fritheren Bezeichnungen durch p9 teilbar war, so kann man nach (5),
Kap. 2
rsl. E 2 J:”- _.:_ Ef‘-
]

i

teilbar ist. Es
folgt nun leicht aus der Definition des Fiihrers, dal}, wenn der Partial-
fiithrer f von ¥ in K gleich p*ist, so wird der Fiihrer o) von 9@

(&) = r(t :
setzen, wenn der Index von ¢ in K" genau durch p”

in K gleich p””. Aus (13) folgt dann auch die Relation

(16) Q= T; [

Man kann nun auch eine einfache Relation zwischen den charalkte-
ristischen Zahlen p,. und den Zahlen g,; ableiten. Die Zahl y,. war da-
durch definiert, daB die Zahl f.(#) genau durch p/% teilbar war; dann
folgt aber auch, daBl die Zahl f.(9#") im Abbildungskorper genau durch
p@7is teilbar wird. Die Zahl p,. war dagegen so definiert, dal} die Resul-
tante R, = R(f;(z), f;(z)) genau durch p® teilbar sein sollte. Da aber
bekanntlich

R —N2(F5(0))
ist, so mull die Resultante genau durch p'i’i teilbar sein. Man hat also
0..= f.v.. und ebenso beweist man auch o..=f.y... Es ist daher be-
=17 8/ a7 =17 J a1
wiesen :

Satz 5. Zwischen den charakteristischen Zahlen y,. und den Ord-
nungszahlen o, der Resultanten R(f.(x), f;(x)) bestehen die Relationen
(17) Qi =¥y =Ti¥js:

Ich beweise zuletzt einen wichtigen Satz iiber den Index. Nach (13)
folgt namlich, wenn man fiic den Fiihrer j, den Ausdruck des Satzes 2
einsetzt, dal &~ genau durch

pErifit Tl
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teilbar sein muBl. Man hat daher nach (12) die Relation

r r )
EY g s N Y F a | \NrF
_A_..— el 1':'.‘;',' | Bt Iila"r[?
i=1 =1 =
oder nach ['_lt'i‘] und {I?j
F iy r
9, S 9 ¥,
2= 2 o+ 2%,
i=1 j=1 i=1

woraus sofort folgt:

Satz 6. Der Index der Zahl & ist genau durch p* teilbar, wober

= Mo .-+ Fx,.

et I ']

t>) =1
Hier bedeutet o,; die Ordnungszahl der Resultante R (f;(x), f;(x)), wih-
rend %, die Ordnungszahl des Index des Abbildungkiorpers von p; ust.
Fithrt man hier die in Kap. 1 angewandte Zahl o’ ein, so ist also
x=0+ 3=,

1
=1
woraus sofort » = p’ kommt.

8:9.
Bestimmung der Kirperdifferente und Korperdiskriminante.

Es sei w eine Zahl, wofiir der entsprechende Fiihrer nicht durch p,
teilbar ist. Nach Satz 3 hat dann die entsprechende Gleichung die Form
(18) F(x)= Q (z) F;(2) (mod p*),
wobei

F.(z)=q@(x)%-p M(x)
und @ () (mod p) nicht durch ¢ (x) teilbar ist. Nach (5) wird dann die
Zahl F'(w) dieselbe Potenz von p, enthalten wie die Korperdifferente.
Man hat nun nach (18)

F'(0)=Q (o) F (0)+Q (o) F,(o») (mod p*),
und da hier das letzte Glied durch p;*" teilbar ist, so folgt
F'(w)=Q (o) F; (o) (mod p/i*).

Die Zahl @ (w) ist aber nach der Voraussetzung nicht durch p, teilbar,
und es folgt daher, dal die Zahl

; ’ siexl FET 2

(19) Fi(w)=ep(w)i ¢ (0)+pM (o)

genau dieselbe Potenz von p, wie die Kérperdifferente enthilt. Wenn
. - . - i r \ . =1
hier e; nicht durch p teilbar ist, enthilt F;(w) genau die Potenz p™
indem @(w) genau durch die erste Potenz von p, teilbar ist. Wenn aber

7 a9
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e, durch p teilbar ist, wird F,-'l'rr}‘] sicher durch p;* oder eine hohere
Potenz teilbar. Man hat daher den Dedekindschen Satz"):

Satz 7. Die Korperdifferente ist genaw durch pi % terlbar, wo-
bei o, = 0, wenn e, nicht durch p teilbar ist, wdhkrend o, =1, wenn e,
durch p teilbar ust.

Die Zahl o, soll die Supplementzakl des Primideals p; heilien. Man
kann die Supplementzahl folgendermaflen einfach bestimmen: Man schreibt
das Polynom F,'(z) in der Form

ap=1
(90) B (z) = l A (x)ppl(x)

g==0
wobei ‘der Grad von A_(z) kleiner als f; ist, und weiter wird «, so ge-
withlt, daB A (2)==0 (modp) ist, wenn A, (z)<4 0. (Mit der Ausdrucks-
weise, welche spiter angewandt wird, kann man kurz sagen, dall man die
Entwicklung (p, @ (z)) von F, (x) bildet.)

Qetzt man in |:"_"1'_l‘] T — ), B0 wird ein Glied

A (w)p“g(w)

&

genau durch pfi%™ teilbar. Zwei verschiedene Glieder in (20) konnen

nicht durch dieselbe Potenz von p, teilbar sein, denn aus
= : —_— =3 _.I__"
e, 8s=ea 11
folgt s = r (mode,), also s =r. Man hat daher bewiesen:
Satz 8. Wenn R die Eleinste unter den Zahlen

e -8 (e=00 1y es—1)

ist, so wird die Korperdifferente genau durch p teilbar. Die Supplement-
zahl o, st dann durch o,— R — e;-+ 1 bestummid.

Wenn fiir alle Primideale p, die Ordnungen e, und Supplement-
zahlen o, bestimmt sind, so ist auch die Kérperdiskriminante d bestimmt.
Es folgt nimlich aus (6), daB d genau durch

(21) jJI
teilbar wird.

s sollen nunmehr eingehend die Eigenschaften der Supplement-
zahlen o, untersucht werden. Diese Untersuchungen beruhen alle aui
dem Hilfssatz:

% R. Dedekind, Uber die Diskriminanten endlicher Kérper, Abhandlungen der
Kgl. Gesellschaft d. Wissenschaften zu Gottingen 29 (1382).
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Satz 9. KEs gibt kein Polynom g(x), so dafi ¢ (x) die Form

jJ”

'Q(2) (mod pEiY)

(22) g (x)=p"p(2)"
hat, wobei @ (x)(mod p) nicht durch o (x) teilbar ist.

Es sei niimlich 6 eine Wurzel der Gleichung ¢ ()= 0; im Karper
k(B) wird die Primzahl p unzerlegbar und selbst ein Primideal, Weiter
wird
i} f :ll'l

21

Q(z)=Q(0)+ (z—0)Q  (0)+...

[ 'f] : l'-..:‘ s ”I 77 4 I,”j =

I‘Jr'”I:H’,l T

und

wobei die Zahlen ¢'(0) und @ (6) nicht durch p teilbar sind. Setzt man
diese Ausdriicke in (22) ein, erhiilt man fiir ¢’(2) eine Entwicklung

r;r {.{'. ) » |: q'r :.H);.I‘lm 12 B {‘! H ,| |: s ”-'J_-i'.l'm +1_,
A (R, (mod p®*'),

und hier ist also der Koeffizient zu (2 H)"‘"’M-] ~* nicht durch p"*?* teil-
bar. Entwickelt man aber auch g(x) nach Potenzen von x—0. so
kann das erste Glied in ¢’(2) nur durch Differentiation eines Gliedes
B(x— 0) k287 dn g (x) entstehen; dadurch erhilt man aber offenbar immer
ein durch p®*' teilbares Glied.

Unter Anwendung dieses Hilfssatzes beweise ich zuerst die sogenannte
Dedekind-Henselsche Ungleichung, welche eine obere Grenze fiir die Zahlen
o; gibt. Wenn némlich die Zahl ¢, genau durch p% teilbar ist, kann man
;= p'ie/ setzen, und es gilt der Satz:

Satz 10. Hs ist

( 2:{:', 9; = 8;¢..

Diese Ungleichung ist zuerst von Dedekind®) vermutet, spiiter von
Herrn Hensel'') bewiesen. Vereinfachte Beweise sind von Herrn Bauer!'?)
geliefert worden. A.a,0.1?) habe ich auch einen anderen einfachen Beweis
von (23) gegeben; der folgende Beweis scheint mir aber der einfachst
mogliche zu sein.

") Man sehe die in *) zitierte Arbeit (SchluBbemerkung).

1y K. Hensel, Uber die Entwicklung der algebraischen Zahlen in Potenzreihen,
Math. Ann. 55 (1902) 8.301—3386.

**) M. Bauer, Uber die Differente eines algebraischen Zahlkérpers, Math. Ann. 83
(1921), 8 74—76. M. Bauer, Verschiedene Bemerkungen iiber die Differente und
Diskriminante eines algebraischen Zahlkorpers, Math. Zeitschr. 16 (1923), S.1—12.

) Man sehe die Arbeiten: 0. Ore, Bemerkungen zur Theorie der Differente,
Math. Zeitschr. 25 (1926), S. 1-8; 0. Ore, Uber die Bedeutung der Fundamental-
gleichung in der Theorie der algebraischen Korper, Math, Ann. 95 (1925), S. 239246,

9%
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ce; sein, so wird die Korperdifferente sicher durch

Soll nimlich o, > s
plitantt — it Y% teilbar, und man hat daher nach (19) die Kon-
oTuenz

F'-’-f.m )=¢p |':rr:;]'-"_1 g (@) 4+ p M’ f_ruJ 0 (mod pti" il I
woraus, wie in § 2, leicht die identische Kongruenz
e.p(2)% " ¢f (x) - pM (x) = 0 (modp® 5)
oder : i .
M(zx)=—e/p" ¢ ()% ' g’ () (mod p*)
folgt. Diese Kongruenz ist aber nach Satz 9 nicht moglich, wodurch (23)
bewiesen ist.

Ich untersuche weiter, welche Zahlen o., wofiir 1 < o, < s,¢; wirklich
als Supplementzahlen vorkommen kénnen, wenn die Ordnung e; des Prim-
ideals p, gegeben ist. Man beweist dann den Safz:

Satz 11. Hs sei o, eine Zahl, wofir 1 < 0, < s;e;. Hs gibl dann
immer solche Korper n-ten Grades, daf3 die Korperdifferente genau durch
p:,"_"E % teilbar ist, aufler wenn o, die folgenden Ausnahmewerte annimmi:

€ ; F
D, D et O D
B 1. a2 ) A
e e, P, g+ 2p%..n 28— P,
(24) 2e;, 2e; + p?, 2e,+2p% ..., 3¢, — p°,

= . - = » = . . . . - . B - & . . . . - . - . =

(s,—1)e, (8;—1)e,+p', (8;—1)e;+2p% ..., s;¢,— P’

i L
s folgt zuniichst leicht, daB o, den maximalen Wert s, e, annehmen
kann'*); man braucht nimlich nur in (19) M(x)=m zu setzen, wo m
ganz rational ist. Dann ist M'(2) =0 und daher die Korperdifferente

~142

genau durch pii™" %% teilbar.

Wenn aber o, < s,e; ist, so ist also in (19) das erste Glied durch
8 — 1-4-m

pi= 174 teilbar, und daher mub die Zahl p M'(w) genau durch pfi '™

1

teilbar sein, d. h. die Zahl M'(w) wird genau durch p/7 " teilbar.

Wenn o, zu den Ausnahmezahlen (24) gehért, kann man

0; =ue; —!;— k P'l 1 I pet 1o ;

schreiben, Dann besteht also die Kongruenz

M'(w) =0 (mod b Y,

14) Diese Tatsache ist schon von Herrn Bauer in seiner Arbeit: Verschiedene
Bemerkungen iiber die Differente usw., Math. Zeitschr. 16 (1923}, S. 1—12, bewiesen
worden., Weiter ist auch bewiesen, daB p;=1 sein kann: man sehe die Arbeit :
M. Bauer, Bemerkungen zur Theorie der Differente, Acta litt. ac. scient. reg. univ.
Hungaricae 1 (1923), 5. 195 —198.
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woraus, wie in § 2 leicht folgt, daB M'(x) die Form
M'(z)=p“q (2 eSS = Q(z) (mod p“™)

haben mufl, was nach Satz 9 nicht méglich ist.
Wenn aber o, nicht zu den Ausnahmezahlen gehért, kann man

0, =uwe,~+ kp?f, <, k==0(mod p)
schreiben. Wird dann
(25) M(x)=m - ‘.u"_"l ¢lx :“"“-
oesebzt, so 18t
Jf’[:m'] ;J”_': k ,ur'l @ (@ g p'(w)

e, Eplfi-1

venan durch . — @2
g 11 L ],‘ ]_}f

teilbar.
Den Satz 11 kann man auch auf eine andere einfachere Form bringen.
Die Zahl o, = s,e, ist, wie schon bemerkt, immer als Supplementzahl

moglich. Wenn dagegen 1 < o, < s;e; ist, dividiert man g, durch e;:

26) o;,—ae;-+b, O0=<a<sg, 0Zb<e,
. u_-.! . - - . r
wobel also a = == | wird, und wenn in diesem Falle die Zahl 0, genau
& : 0; 8

durch p"i teilbar ist, so folgt leicht aus Satz 11, daB sicher », < s, sein
mull, wenn p, fiir das gegebene e, als Supplementzahl méglich sein soll.
Die Gleichung (26) zeigt dann, dafl die Zahl b auch genau durch p* teil-
bar wird. Die Ausnahmezahlen des Satzes 11 sind aber eben diejenigen
Zahlen (26), wofiir b durch eine hiohere Potenz als p* teilbar ist. Die
notwendige und hinreichende Bedingung dafiir, daBi o, als Supplementzahl

4]

moglich ist, wird daher r, < a -

€;
Satz 12. FEs sei p. eine genau durch pr teilbare Zahl, wofiir

| = g; = s;¢; ist. Wenn dann o, in bezug auf e; als Supplementzahl
maoglich ist, so ist entweder o, —s;e; oder 1 <. s.e., und in diesem

1} '] = [ .r_'l'l .
Falle mufi r, < |=| sein.
€;
§ 4.
Einige Existenzsiitze fiir algebraische Korper.

Man kann unter Anwendung dieser Untersuchungen einige wichtige
Existenztheoreme fiir algebraische Korper mit gegebenen FEigenschaften
beweisen.

Satz 13. Wenn zwei Systeme

€130y 5005 Es

Jflls f:_r! P Ay If‘;
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von ganzen rationalen und positiven Zahlen so gegeben sind, dafs
& fi+efst---Tef,=n
ist, so kann man immer einen solchen algebraischen Korper K n-ten Grades
bestimmen, daf3 die Primzahl p in K die Primidealzerlequng
& i q, AT T

. n=p’0: .. P Npi=7p"
hat %),

Man bestimmt blof zu jedem Primideale eine Primfunktion ¢, () (mod p)
vom Grade f, und bildet das Polynom

(27 fi(x) =g,z )+ p M, (x),

wobei alle M, (x) voneinander verschieden sein sollen und 3 (x) (mod P)
nicht durch ¢,(«) teilbar. Die Diskriminante des Produkts

ey — ) i)y Tl
ist dann von Null verschieden und genau durch p? teilbar. Das Polynom
fla)= Il (x) - P d-+1 Jf ( i)

zerfillt daher (mod p?+1) in die r-irreduziblen Faktoren f; (), und die
Gleichung (@)= 0 definiert folglich den gewiinschten Korper, wenn gle
irreduzibel igt. Die Irreduzibilitit von f(a) erreicht man aber leicht da-
durch. daB man M(z2) so wihlt, daB f(z) in bezug auf einer anderen
Primzahl den Bedingungen des Eisensteinschen Irreduzibilititssatzes geniigt.

Es seien nun die Systeme e, und f;, des Satzes 13 gegeben. Wenn
dann weiter die Zahlen

[ (0] 0

s B e R A

so gegeben sind, dall o, = 0 ist, wenn ¢, nicht durch p teilbar ist, withrend
| <o,<se;, wenn e, genau durch p' teilbar ist, g, soll aber in diesem

Falle nicht zu den Ausnahmezahlen (24) gehdren, so sage ich kurz, dal
die Zahlen o, in beaug auj p ein System wvon moglichen Supplement-
sahlen zu den Zahlen e, bilden. Es kann nun bewiesen werden:

1) Diesen Satz habe ich zuerst in meiner Arbeit: Zur Theorie der algebraischen
Korper, Acta math. 44 (1923), S. 219—3814, bewiesen. Man vgl. auch die Arbeit:
Zur Theorie der Eisensteinschen Gleichungen, Math. Zeitschr. 20 (1924), S. 267279,
Ein Beweis desselben Satzes, aber auf Relativkérper erweitert, ist spiter von Herrn
H. Hasse, Zwei Existenztheoreme iiber algebraische Zahlkdrper, Math. Annalen 95
(1925), S. 229238, gegeben worden. Man zeigt leicht, daB man mittels der hier
gegebenen Untersuchungen dieselbe Erweiterung beweisen kann; diese Methode hat
weiter den Vorteil, daB man alle Zahlkiérper mit dieser Eigenschaft bestimmen kann;
man vgl. die Note: . Ore, Ein Problem von Dedekind, Acta litt. ac. scient. reg.
univ. Hungaricae 2 (1924), 8. 15—17.
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Satz 14. Es seien
B s B e By
fas g say iy

i ey

=17 <9 Yoy

T
drei Systeme von Zahlen, wo X e f,=n isl, und die Zahlen o, in bezug
=1

1=
auf p ern mogliches System von Supplementzahlen zu den Zahlen e, bil-
den. Man kann dann immer einen solchen Korper K n-ten Grades be-
stimmen, daff in K die Primzahl p die Primidealzerlequng

D=0 . 0y NH = pt
besitzt, und weiter die Korperdifferente von K genau durch p;"'""i“" terl-
bar usi.

Die beiden letzten Sitze lassen sich einfach auf eine beliebige end-
liche Anzahl von Primzahlen ausdehnen. Die Richtigkeit des letzten Satzes
folgt sofort dadurch, daB man in (27) fiir M,(2) nach (25) Ausdriicke
von der Form

—| Lll't"'llul

M (z)=m;+p“ " p(a

einsetzen kann.

Zuletzt soll noch ein Problem bei der Korperdiskriminante erwihnt
werden. Nach (21) enthilt die Kérperdiskriminante von p genau die
Potenz von dem Exponenten

r 4
(28 ) 2 file;— 14 ;). ;
i=1
In diesem Ausdrucke konnen die Zahlen e, und f; beliebig variieren, wenn
nur vorausgesetzt wird, dall der Grad des Kérpers ungeiindert gleich =,
also N'e f,=n ist, und weiter immer p, eine mégliche Supplementzahl
i=1

zu e, bildet. Es wird dann immer nach Satz 14 entsprechende Korper
n-ten Grades geben, wofiir die Korperdiskriminante genaun diese Potenz
von p enthilt.

[ch habe fiir gegebene n und p den groBiten Wert des Ausdruckes (28)
gesucht und zwar gefunden'®):

Satz 15. Man schreibt die Zahl n als p-adische Zahl

1i— Mo eis “s

n=a,ph-4 ap=1+... a p" (e

p—1=a,

|
%) Fiir den Beweis dieses Satzes verweise ich auf die Arbeit: O, Ore, Existenz-
beweise in der Theorie der algebraischen Zahlkérper, Math. Zeitschr. 25 (1926 ),

S. 474489,
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Die hochste Potenz wvon p, welche als Teiler der Diskriminante eines
Zahlkirpers n-ten Grades vorkommt, hat dann den Exponent

N(n,p)=(e,+1)a, pu~+ (&, +1)a,p=—+ ...+ (¢, +1)a,p* —s.

Man zeigt leicht an Beispielen, dafl nicht alle Zahlen unterhalb N (n, p)
wirklich als Diskriminantenexponenten vorkommen konnen. IEs wire von
Interesse zu untersuchen, welche Zahlen iiberhaupt vorkommen, d. h. zu

untersuchen, welche Werte der Ausdruck (2R8) unter den angegebenen Be-

dingungen annehmen kann.

( Eingegangen am 3. 11. 1925.)
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