Uber die Transzendenz gewisser dyadischer Briiche.
Von

P. E. Bohmer in Dresden.

Einleitung.

fine nur aus Nullen und Einsen gebildete unendliche Folge «,,
[k=0,1,2,...], definiert eine Zahl
(L) 1= Nios
k=0 =
des abgeschlossenen Intervalles (0, 1) und weiter eine zweite unendliche
Folge w™, [m=1, 2, 3,...], deren Glieder
=1

(1) ap : \1 (1

m i k?

k=0

0<wm<1,
die relative Abschnittshiufigkeit der Eins in der Folge ¢, bedeuten?).
Umgekehrt bilden die Koeffizienten der dyadischen Entwicklung einer
reduzierten Irrationalzahl u, [0 < u < 1],

(ILI) o, =[25u] —2[2%u],

unter [x] die grofite ganze Zahl < x verstanden, eine unendliche Folge
von Nullen und Einsen, der vermige (II) eine w-Folge zugeordnet ist.

Von besonderem Interesse ist nun der Fall, daB die ™) - Folge einen Grenzwert

(IV) w = lim 2™
2 m=om
besitzt.

Es sei w eine beliebig vorgegebene reduzierte Irrationalzahl, [0 < w < 1];
dann ist?)
[0 oder

\

1) Vgl. Bohmer, Berichte der math.-phys. Kl. d. Siichs. Akademie 76 (1923), 5. 91f.
) Vgl. dieselben Berichte 76 (1924), S. 149£

o, =[kw-4w]—[kw]
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und somil

o Y
N1 [kw4w]—[kw]

N —
1) : ok+1
e=={ -
ein dyadischer Bruch:; da hier
[ ol
2 (m) = [maw]
i

ist, besitzt die Folge w'™ den Grenzwert w.

In der nachfolgenden Untersuchung beweise ich das

Theorem. Sind die Teilnenner des regelmdifigen Kettenbruches fiir
w unbeschrdankt, so ist die durch (1) definierte Zahl u transzendent.

§ 1.
Hilfssiitze iiber [2a0].

Der regelmiiflige Kettenbruch fiir die reduzierte Irrationalzahl w habe
die Gestalt

1 1
T
1 : | t‘f - \' f——s 3
= ay 1
1 s
- 1
By ——
= a, + o

wo die a, natiitliche Zahlen sind. Werden die Zahlen p_ und ¢, durch
die Differenzengleichungen

[ !uu T e “-;5 l?jaz = -J“n--l %

l I?uilr u:l :--Iqu.i-_gn 1

und die N’ehvnht*diU;{ungm'n

=i e
l =1, i, = a,

{(3a) 4

bestimmt, so ist

3 I
{4 i
n qn

der n-te Niherungsbruch von w: es gelten dann bekanntlich die Dar-

stellungen
r e y ] "
ol T [— ]
(D) e
' Tr= flu r.lru +1
=1 ¥
und
\ _ na (—1)F
(6) w=1w_ —+(—1) N = -
! l ;.‘__n' bk fn 4k

so dal} stets die Ungleichungen

Wayp < W << Wapsq
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erfiilllt sind. Aus (6) folgt die wichtige Formel
- Bt e TP
(7) w L ._ ; 0z
g I (L) Gn Gt s l <1 |-
auf die sich die drei nachfolgenden Hilfssiitze stiitzen.

Hilfssatz 1. Ist 0 <r<gq,,, und vr==0 (mod q,), so ist

i L L
: s

oo

[rw

Beweis. Da nach Voraussetzung

-
0 - i < g <1
. (L 41) Gn+4
ist, folgt aus (7)
rpa+(—1)"¢
U ?

riw =

da ferner nach Voraussetzung rp, :gq, eine gebrochene Zahl, also

e 1 v, = [T P o — 1
i R B s B e T (R T
und
2 i R G D —["Pa] @ @a—=1-+(=1)"¢
: — StwE [——| 4 —
Ia i =T e i i
ist, ergibt sich die Behauptung (8a). Insbesondere gilt also (8a) stets,
wenn << ¢, ist.
Hilfssatz 2. Ist 0 <r<gq,., und r=myq,, so ist
) (-, 1 .“
(8b) [rw|=mp, - 5
Beweis. Aus (7) folgt hier
rw=—m Lo 1)nme
e .p“ : |] ';"'lji,-:l UEST %
nun ist aber nach Voraussetzung mg, < g, ,, daher
AR 1
Wn 41 = Un
und
==y - 1 |
rw = Mmmp, + ’ [0<e<1].
Somit erhalten wir
] mop, fiir gerades n,

[rw] = .
' 1 mp, — 1 fiir ungerades n,
in Ubereinstimmung mit der Behauptung (8b ).

=

Hilfssatz 3. Ist 0 <r <gq,.,, und sind r’ und m durch die Be-

dingungen
= ?! i ?N..f}‘,“ U < 'I". : '?lr
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bestimmt, so gilt
(8¢) [rw]=[r'w]+ mp,.

Beweis. Fiir 0 < #' < g, gelten nach Hilfssatz 1 die Gleichungen

2t
! y Pn ¥ I 1
[ (r' +mq,)w]=[(r'+ mq,) ;“: = ?j | TPy,
; oy
1 [r'w | — [[E=Exs
L iy
hingegen bestehen fiir ' = nach Hilfssatz 2 die Gleichungen
= =] ‘?H =
: 1 —(—1)"
[ [(m+1)g,w]=(m~+1)p, — (., ;
\ ; e E | |1
| {fru.“._l = JUN = o i

In jedem der beiden Fille liefert die Differenz des Gleichungspaares die
behauptete Gleichung (8c).

§ 2.
Die Funktion @ ().

Die im Einheitskreis erklirte und iiber diesen Kreis nicht fortsetz-
bare analytische Funktion
J q (2)=(1—2) =y 2", 2l <1,

=0 -

] [;:I: b [k”,‘ = 'H'] — [ﬁli{'_l
nimmt an der Stelle z =5 den Wert

\ f1N
(Da) Ply) =u

an und strebt bei Anndherung an die Stelle z =1 unbeschrinkt dem
Grenzwerte
(9b) im!\ p(z)=w
zu. Durch (9) ist ¢(2) nicht nur fiir die irrationalen reduzierten, sondern
fiir alle reellen Werte von w eindeutig erklirt; indem wir von jetzt an
w als das Argument, z aber als einen positiven echt gebrochenen Para-
meter ansehen, schreiben wir nunmehr @ (w) fiir ¢ (z). Eine naheliegende
Umformung von (9) liefert die Darstellung

; = (1 z]"’ ."1 k
(10) Plw)="—— > [kw]z";

k=1

sie lehrt, daB @ (w) fiir positives z eine monoton wachsende Funkfion
von 1w ist, die an den Stellen 0 und 1 die Werte

®(0)=0 und P(1)=1
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annimmt und jede rationale Stelle zur Sprungstelle hat. Ist nimlich

(11a) Wy = 2 (p < q und p, q teilerfremd),

- i :
so wachsen, wenn das Argument wachsend den Wert w, annimmt, gleich-
zeitig die Glieder

[mgw], [t == 20 B

je um die Kinheit; die Sprunggréfie betriigt also

(l—2)2 2271

1 —2z%

| | i ]} !

Indem wir die Menge der rationalen echten Briiche mit Einschluff der 1
nach Nennern ¢ ordnen und jetzt unter ¢(g) die Anzahl der positiven
echten teilerfremden Reste von ¢ verstehen, erhalten wir fiir die Summe
aller Spriinge im halboffenen Intervalle 0 < w <1 den Wert )
.
ol _.\,Tr,r"--[_rlr__l1 " L.

g el =
g=1 b

=

Da die gesamte Zunahme der Funktion also mit der Summe ihrer Spriinge
ibereinstimmt, ist @ (w) an allen irrationalen Argumentstellen stetig; da
@ (w) weiter an allen rationalen Stellen den oberen Grenzwert annimmt,
186 @ (w) obere Limesfunktion. Die zugehéorige untere Limesfunktion @ (w)
. 4 i} . v
wird an der Stelle w, = P auf Grund von (11) durch
f‘I F.

. p /) 2,01
(12) D= p(i)——

= X/ 1 I\-q-;' 1 — a2
dargestellt; an irrationalen Argumentstellen hingegen ist @ (w) mit @ (w)
identisch und kann deshalb einfacher mit @ (w) bezeichnet werden.
Durchliuft das Argument eine konvergente Folge rationaler echt ge-
brochener Werte w, [n=1, 2, 8,...] mit dem irrationalen Grenzwerte w,

so haben die beiden Funktionenfolgen @ (w,) und @ (w,) den gemein-

samen Grenzwert @(w); denselben Grenzwert besitzt auch eine Funk-

tionenfolge @ (w, ), wenn @ (w,) bei jedem einzelnen n in beliebiger Weise

entweder gleich @ (w, ) oder gleich @ (w,) gewihlt wird *).

) Vgl. etwa K. Knopp, Theorie und Anwendung der unendlichen Reihen, Berlin
1922, 8. 435.

4) Man erkennt leicht, daB der Wertevorrat des Funktionenpaares D (w), ¢ (w)
im Argumentintervalle 0 < w < 1 eine perfekte nirgends dichte Untermenge des Kon-
tinuums von 0 bis 1 bildet, die die Michtigkeit des Kontinuums und das Mal Null
besitzt,
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-3
L2

s
:,‘ .

Die Funktion @ f};, :

e . . - i . -
Die Funktionen ¢ eines rationalen Arguments f{ sind rationale Funk-

tionen des Parameters z; denn man findet aus (10), wenn k=r - mgq

eesetzt wird,

= k < '!*r ra\ 1 J-J""" JJIT Ed l
N cp e LT (?Hj‘) Y rdmg— ; fi _: \. 161! zTh
- / | P I / T F — f
k=1 { m=0 r=1 { : 1 1 = 1
also
o ? AT .
e B2 0= feren e )
PTG (BN AT |
[st p:¢ unkiirzbar, so erhilt man aus (11a) und (11b)
g : : / .
Vi
Pl e o | Sy o]
|]:_J.}|| (.IB:_P.: Ll II—,,..I lfr_,'r ‘\_T--I"ler__:-,ll_.
q/ z(1—zfY 1 1==2 J‘_':"': Lg - j

Wir betrachten nun P (w) als Grenzwert einer Funkiionenfolge P (w, ),
deren Argumente die Naherungsbriiche der Irrationalzahl w sind. Da aus
den Ungleichungen

Weyp << W << Wayp
wegen der Monotonie von @ (w) auch die Ungleichungen
D (0s,) < D ‘IIJ} 9"{”'2:--:—1}

folgen, erhalten wir die besten Niherungen an @ (w), wenn wir

[ D (we,) = DP(wsy),
l (2] | oy 1} = _(.f'_’:'l Way ,1?
wihlen. Die dieser Wahl entsprechenden Darstellungen (13a) und (13b)
B . s \ !
lassen sich vermége der Hilfssitze 1 und 2 auf eine gemeinsame Gestalt
bringen. Man hat nimlich nach (Sa)
rl"j’J“ a3 -
rw| fir r<gq,
gl b q,
dagegen nach (8b)
qp 1= (=1)" i
=p=|rw|+ HiyRer =g
28] p = [ru] + 1= g

das liefert aber in (13a bzw. b) eingesetzt beidemale denselben Ausdruck

o _ -
(13) Q@ | Py o (l—2) [ pzti : \_".,-”.],,r
T R AR Sl e s

r=1
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Endlich gewinnen wir durch Einfithrung des Parameters {

an Stelle von z die Darstellung

= P e 1 7 : : g —7 1 felilis
L\ 14 ) s ] :_\—]:jr—;i —— F1 {: —1 ':Ial'jl r H-] £ =t j}l = a(c)’

r=1
wo

Ij_'-’f:u (& —1) \_T[-}"H'.l_‘_'f_r-i Dis
(14a ) r=1

e ET—1
QL) <
L—1
Polynome in { sind.
§ 4.
Der Kettenbruech fiir @ ().

Zwischen den Zahlern P(Z), die zu drei aufeinanderfolgenden Nihe-
rungsbriichen von w gehoren, besteht eine lineare Beziehung, die wir durch

eine Umformung des Ausdruckes
2 VIS 1 m@nea—T
".'i--‘:llri'.'l["'.I [’Q_ll:"l|i".l'{‘.:.?""‘ |
r=1

.:Ii:jll 1

gewinnen konnen; wir stiitzen uns dabei auf die Gleichungen (3) und den

Setzt man

Hilfssatz 3 des § 1.
r=¢"4+mgqg., [0 -

B —_: ?nl.! ?

so erhilt man, wenn der Akzent nach der Ersetzung wieder weggelassen wird,

r‘rn-—:_ g ¥ Ty H""]_I.. \ q — g
T ] ~Ener— N N A e Noan ] N1 —T— MGy
Srw]¢ =3 ¥ [(r+mgq,)w]t
=1 r=1 m=u
T
n—1 g -
| LB 7 rea N am] a1
_'.__\ ||'.’ T %y 1 T/ ”1;“‘
=1

und daraus durch Anwendung der Gleichung (8¢)

Dot 41 "ru_ i _,"’u-:l_].r L rpn =1 "
N .‘"{TT!‘-‘J __:'IJJ i v ___"JJJ +1 L Dy _| N1 ' Hu]:'rrl-i ;
r=1 r=1 m=10 il )
"fu P11 - rj,. i
A e \'!_,'—"J‘""J‘ v :-l;rﬂ_l—lm -.-!I]r,'H | 1 Fd, T
[=pd e > mi i o L
r=1 m=u Fr=1
Wird jetat
fes !1_1 . —(m+41)q L L :“l-'l 1 =4
PR L _-; | o |
:,l,-“ I nT1 y

m=0
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gesetzt, so ergibt sich

11 i = i 0
ST R, (m+1)q, sy =L n—1 By L im-1 Apgy — gy &9-1
—_— - ¥ 2

m=0 (L&Y% )" L%—1 £n 1

und es erscheint nach gehdriger Zusammenfassung

Ymsr T L
N ( N TR =T P N e g r Uy 41 P
s ‘lIJe-ll_[}”.."‘ = Sirze I.’}”J-‘-‘ s = ] =
r=1 r=1 / |
also
. |'-‘ 2 .‘l"‘ \\ e ‘_ : T Tl .
"JI'! ‘_Iu-lll-.‘“_‘lj_\ :-.I”;le :"l\;-".l,'l_\ -:-)Uu 17
A r=1 r=1
oder mit Riicksicht auf (14a)
2 Sl o ] ’ > 3 :
[." : I ) jll'il ‘I'ln:]';n I "!u 12

und damit ist die zn Beginn dieses Paragraphen angekiindigte lineare Re-
lation aufgestellt. Man erkennt unmittelbar aus der Gestalt von A

nt+1
und der Definifion (14a) von @, dal} fiir die @ dieselbe lineare Relation
1l |
(3 *‘ (J / (én 1 ...IH -1 Qil _:_ (Jﬂ 1
besteht; da sich ferner aus den Gleichungen (14a) wegen (3a) die Sonder-
werte
¥ J =0, B=1
[ b & )

r 1

|&=1. e.=%F -4 |

ergeben, bilden die 4 die Teilnenner, die P, und @  die Néherungszihler

n
bzw. Niherungsnenner der Kettenbruchentwicklung von @ (w). Das ge-
samte Ergebnis zusammenfassend konnen wir sagen:

Bedeutet ¢(z) die durch (9) erkldrte Funkiion wund stelll (2) den

4 s , o . - ; el
regelmdfiigen Kettenbruch fir die Irrationalzahl w dar, dann wird ¢ | -

\T/
durch den Kettendruch
1 51 l
Ly 1y 1
= \.f‘f-'._l \ =¥
\ I'I / e -"I | -'Iﬂ 1
n=1 'i'l l
A, +
s o
mit den Teirlnennern
- ! - :r'r-'l -:I'IJ.- E _-”;.-‘Jln 1 ] ey
(15a) A.(&) . : ‘- |
:J'sl . —1 -:f"l:l'é 1=—1 |

formal dargestelll. Die Teilnenner sind also Polynome in { und gehen
fiir £ =1 in die Teilnenner von w diber; der Kellenbruch (15) konver-
giert daher fiir £ —=1 mit dem Werte w.
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§ 5.
Konvergenz des Keftenbruches.

- o . il B
Die Differenz zwischen (¢ & und dem n-ten Niherungsbruche der
Kettenbruchdarstellung (15) liaBt sich auf Grund der Definition von

[P L ; . ;
*’.-'f( ":I und der Darstellung (10) in der Gestalt
r'l -

n

By (£) 3 1) n

50 o
] Sl 1) l
e ell; : . NT| ] ; | e I
(16) ey e (7)== l-—-— / “k LSS Jw,.[

k=1 L3 h=1 5

schreiben. Fiir gerades n fillt die zweite Summe fort und die Koeffi-
zienten der ersten Summe sind Null oder negativ. Da

[kw]<kw und &k LRI : I b=

l"llu L Fr‘ﬂ..
ist, findet man nach (7)
lf}" i I,l" !JJI i I:
[kw] — “ﬁ < klw——=)+41- —+ 1.
| L rlrJr A rflJa / qu rfar 1

Dagegen erhiilt man bei ungeradem n, wo die Koeffizienten der ersten
Summe Null oder positiv sind, aus den Ungleichungen

I { )
Ik{fﬂ <k L"- und kw —1 < [kw]

= n

die Beziehung

ﬂ{'}.j"' ) |"El,_”.'| <k (ll‘,. 2 'H‘) _E' e & _ 1
i : \ 0 T, 49

?'J'I v A1

Nun sind hier aber die Koeffizienten der abzuziehenden Summe Null oder
Eins; die rechte Seite der vorstehenden Ungleichung ist also eine Majo-
rante der Koeffizienten des gesamten Klammerausdruckes.

In diesem Klammeransdrucke verschwinden aber nach den Hilfs-
sitzen 1 und 2 alle Glieder, fiir die der Exponent von { die Zahl ¢, |
nicht iibertrifft; und damit gelangen wir zu der Abschitzung

=i P E o i \
Pa(6) _ gy (1) < LEZLEE S0y 1 dnaith) o
() H NE S = - 941 ,;_'1 Vo G gy

Die Reihe rechter Hand konvergiert fiir 1+« |{| und hat zur Summe

{ R L R L o I:' : T T 41 I I+ I.I] . II!] | 1Y r] a2 | ] 'L-

| | £
Tn fn 41\ : —1 ) I fin ¢ Nl n+17 (| I |2
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Aus der so bewiesenen Ungleichung

e ‘Iﬁk (&) = £ Ié 1N/ ; By 1 F—1 '
(17)

s —tols) < (14— ) (14— - ‘L g 1<|e
T A | S ([o=1)" L=
folgt der Satz:
Im Bereiche 1< (| konvergiert der Kettenbruch (15) gleichmdfig

I
und stellt dort die Funktion Cq |\-!-) dar.

6.

e

Beweis des Theorems.

Wihlt man £ als eine natiirliche Zahl gleich oder grofer als 2, dann
werden die Teilnenner 4 wund die Niherungsnenner @, simtlich natiir-
liche Zahlen; daher stellt dann die rechte Seite von (15) die regelmiflige
Kettenbruchentwicklung des Zahlwerts der linken Seite dar.

Hilfssatz 4. Fiir 0 < n besteht die Ungleichung
(18) Qir+17' < 4

n nt1*

Beweis. Aus den Darstellungen

iy l b, 1% —1
£ ; g = —1
Q=" und A — — L
s =]
ergibt sich
[} =1 \
"i’"” = 1 Ih-fl.',\lI l'l"rl L1
-In 1 FE 1 ) 1 l_'_'rf'u 1 (&t T I )
] —F = Tuy8yq 1
o ) e i (e Bt e i S R T

Fir 1< a,,, ist der Zdhler kleiner als 1, wiilhrend der zweite und

der dritte Nennerfaktor grofer als 1 sind; der erste Nennerfaktor endlich
nimmt nur fir £ =2 den Wert 1 an und ist sonst stets croBer als 1.
Ist dagegen a, , =1, so geht der ganze Bruch in { " -1 iiber, ist also
kleiner als 1, da fiir 0 = n stets 1 <gq,_, ist. Der Bruch ist also in

jedem Falle kleiner als 1, w.z b. w.

Die Teilnenner a, des regelmdfligen Kettenbruches fiir w seien jetzi

unbeschrankt, d. h. es lasse sich zu jeder vorgegebenen natiirlichen Zahl »
etn Zeiger. n so finden, dafl

» 2 ”u---l
zst. Nun heillt eine Zahl
!I" — \_’ [
—_— -'lu
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mit den Niherungsnennern ¢ eine Liouvillesche, wenn zu jeder noch so
grollen natiirlichen Zahl » ein Zeiger n gefunden werden kann, fiir den die
Ungleichung

QA
gilt®). Da nach Hilfssatz 4

¥Y=a,,,—1

a g . ' - (A B G NI T . i v
die Ungleichung erfiillt, stellt £ || fiir jede natiirhiche Zahl £, die 1 iiber-

trifit, eine Liouvillesche Zahl dar; und das gleiche gilt von ¢ IE' selbst.
Nach einem bekannten Satze von Liouville %) ist aber jede Liouvillesche
Zahl transzendent; die in wunserem Theorem behauptete Transzendenz
von u= (%) #st damit bewiesen, dariiber hinaus aber, dal auch die
Zahlen ¢ Lii} mit { =3, 4, 5, ..., insbesondere also auch die dyadischen
Briiche 1

117y ?
q‘( ) [t=1,23, ...]
.'_"”‘llll - =
\2™)

transzendente Zahlen sind. Man sieht endlich leicht ein, daBl die simt-
lichen Ergebnisse dieser Arbeit auch dann bestehen bleiben, wenn [w]
von Null verschieden ist; denn in diesem Falle dndert sich die Darstellung
'1."1:_| nur dahin ab, dall rechts die Zahl

[w]t— 4,

als nullter Teilnenner hinzutritt.

Dresden, im August 1925,

% Vgl. O. Perron, Die Lehre von den Kettenbriichen, Leipzig u. Berlin 1913,
5. 140 £,
® J. de math. 16, 1851.

OE

(Eingegangen am 6. 11. 1925.)

o

Mathematiache Annalen. 96.
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