Zur Theorie der fastperiodischen Funktionen.
Von

G. ﬁzcgﬁ in Berlin.

(Auszug aus einem Briefe an H. Bohr.)

... In einer kiirzlich in den Comptes Rendus erschienenen Notel)
beweisen Sie das folgende interessante Theorem:

Wenn eine fastperiodische Funktion f(x) der reellen Veranderlichen x
eine beschrinkte Exponentenfolge besitzl,

(1) Ayl < K =l Bhn el

dann st f(x) eine ganze Funktion; d. h. es gibt dann eine ganze Funktion
der komplexen Verdnderlichen x, die sich auf der reellen Achse auf f(z)
reduziert.

Der a. a. 0.1) fiir dieses Theorem gegebene Beweis beruht auf einem
zentralen Resultat der II. Mitteilung Threr Arbeit Zur Theorie der fast-
periodischen Funktionen aus den Acta Mathematica®), niimlich auf dem
sog. verschiirften Approximationssatz®). Es soll nun im folgenden fiir das
obige Theorem ein kurzer Beweis angegeben werden, der von diesem Satze
keinen Gebrauch macht und aus den Hauptergebnissen der Theorie der
fastperiodischen Funktionen nur den sog. Eindeutigkeitssatz') heranzieht.

1y H. Bohr, Sur une classe de transcendantes entiéres [Comptes Rendus 181
(1925), 8. 766—1768].

2y I, Mitteilung: 45 (1924), 8. 29—127; IL. Mitteilung: 46 (1925), 8. 101 —213;
I11. Mitteilung: 47 (1926), 8. 237 —281. — Diese drei Arbeiten werden im folgenden
mit I, 1T, 1II zitiert.

8) Vgl IT, S.184. Man konnte iibrigens den in Rede stehenden Satz auch aus
einem Resultat von III (S. 265) schlicBen (vgl. H. Bohr, Uber allgemeine Fourier- und
Dirichletentwicklungen, Den Sjette Skandinaviske Matematikerkongres, 5. 173 190,
insb. S.183), das jedoch in III ebenfalls mit Hilfe des verschiirften Approximations-
satzes bewiesen wird.

Y Vgl. I, 8. 54.
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Dieser lautet: Wenn fiir eine fastperiodische Funktion f(z) die (notwendig
existierenden) Grenzwerle

(2) El_l::. J‘EL'JW'[:-'?':J e~ $rdy (4 reell)
i
fiir alle reellen Werte von 1 verschwinden, dann ist f(z) identisch gleich 0.
Als wesentliches Hilfsmittel wird ferner eine Integralbildung benutzt,
die dem Fejérschen Integral analog ist und, auf eine fastperiodische Funktion
angewendet, ein Analogon der Fejérschen Mittel der gewdhnlichen Fourier-
schen Reihe liefert. Schliefilich werden die Ergebnisse mit einem Satz von
S. Bernstein kombiniert; dies liefert eine weitere interessante Higenschaft
der fastperiodischen Funktionen, welche durch die Bedingung (1) charak-
terisiert sind.

1. Es sei zunichst f(2) eine beliebige, im Intervall — co — 2 — oo
definierte beschriinkte und stetige (nicht notwendig fastperiodische) Funktion.

J])-
) dE, ™)

Das letzte Integral konvergiert auch fiir komplexes # und zwar gleich-

Wir setzen fiir jedes positive (nicht notwendig ganze) n
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Iy

Firy
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¢ e (ﬁill _":;-')" R (’si“_

miiflig in jedem endlichen Bereiche der x-Ebene: f (z) ist eine ganze
Funktion von .
2. Es sei jetzt f(«) eine fastperiodische Funktion und
& )

(4) [l g, e

P) Solche Integrale sind in der Literatur éfters betrachtet worden. Vgl. z. B.
G. H. Hardy, Notes on some points in the integral calenlus, LVI: On Fourier’s series
and Fourier’s integral [Messenger of Mathematics 52 (1922), S.49—53], s. insb. S. 52,

(11). — Im Falle einer periodischen Funktion reduziert sich (3) wegen
£
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—Grerwyt [ .
el 4 (2 sin = |
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auf die gewihnlichen Fejérschen Mittel.
Es ist, wie man auf eine gelinfige Weise zeigen kann,
lim fy (2) = f(z),
-+ =
und zwar gleichmilig in jedem endlichen Intervalle ( bzw. gleichmiiBig fiir — o=
wenn f(z) anf der ganzen reellen Achse gleichmiiBig stetig ist).
Oh%
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ihre Fourier-Entwicklung. Dann ist, wie unmittelbar ersichtlich, £, («
ebenfalls fastperiodisch®). Ich behaupte, daB ihre Fourier-Entwicklung

folgendermalien lanteti:

5
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: )~ A1 — | a,e ’
(2) falm s = |
A, | < n
wo, wie angedeutet, nur solche Glieder vorkommen, fiir die |4, < n gilt,

Es gilt, wenn 1 eine beliebige reelle Zahl 1st,

o
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leicht ausgerechnet werden. Es ist
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womit (5) bewiesen ist.

%) Die Funktionen f, (x) und f(2) bilden sogar eine sog. ausgezeichnete Menge.
Vel II, 5. 107,

*) 1, Satz VIII, 8. 45—486.
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3. Betrachten wir nun eine fastperiodische Funktion f(x), deren Ex-

ponentenfolge A, beschrinkt ist,
Dann ist also fiir n = K

[l )or 2

Hieraus folgt

a1

P . . \ 7 ~
(7 4+ 1) fasr(®) —n fla) ~ \' a, et

¥=1
go daB nach dem Eindeutigkeitssatz
(7) f()=(n+1)fas1(z) —nf,(x)

](ﬁinﬂ + ( _._-__u')' (Eil] -.:;-1':' x:l')_l

o
._?Jfl__:,l T = fdt.
o

Das Integral auf der rechten Seite stellt hier eine ganze Funktion

- -}

Fry

von z dar, womit die Behauptung bewiesen ist.
4. Es gilt etwas allgemeiner als (7) fiir jedes « > 0

. (B4e)f, .  ()—n7. (x)

(n = K).

Wir wollen diese Darstellung benutzen, um die Funktion f(z) und ihre
Ableitungen auf den zu der reellen Achse parallelen Geraden abzuschiitzen.

Es sel &= u - ¢v gesetzt (w,v reell) und M bezeichne die obere
Grenze von |f(w)| fiir — oo < u < co. Dann folgt aus (3) fiir v < 0
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wo (! emne absolute Konstante ist.
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Aus (8) schlieffen wir also, dali

(K+«)MC
: : -

(9) | £(u—dv)| < (H+a) | (= 0).

(1
Fiir ganze Funktionen von dieser Art kann aber nach einem Satze
von 8. Bernstein f'(u) fiir reelles » abgeschitzt werden®). Es ist
If'(n) £ (K+e)M (— o0 < u < o0),
und da dies fiir jedes « gilt,
lFi(w)| < KM (—oo< u<o0o).
Fine dhnliche Abschitzung gilt fiir die hoheren Ableitungen:
(10) I;‘“”’.‘ u) < K" M (—oo<u<oo; m=0,1,2,...).
Hieraus folgt iibrigens, dall schirfer wie (9)
w
N7 (iv) Ll

m=0

Irt.inl |.{'H-_-:l- f:— ﬂ'}fﬁ'ﬁ: 1

) ) " 4-t0)| =
(e ] flu -1} =

gilt?). Es ist ferner, wie man auf dieselbe Weise zeigt,

IL“'!I -I.|m?l. % E.-'.?.-’l_l. < K" oK vl | m = (), ]: 2 A }

Aus (7) ersieht man schlieBlich, dall gimtliche Ableitungen von () auf
der reellen Achse und auf allen dazu parallelen Geraden fastperiodisch sind.

Wir erhalten also das folgende Theorem:

Es sei {(x) eine fastperiodische Funktion der reellen Verdnderlichen x,
deren Exponentialfolge beschrdinkt ist,

|4, < K (=12 8] |

Dann ist f(z) eine ganze Funktion, die sami thren samilichen Ablei- |
tungen auf allen zur reellen Achse parallelen Geraden fastperiodisch ist.
Es gelten ferner bei beliebigem komplexem x die Ungleichungen

_Jr"m]l'_-'*"] < K™ MeE|S=| [:.‘-,”_ =0 2505

wobei M die obere Grenze von | f(x)| fiir reelle x bezeichnet’).

Berlin, Mirz 1926.

5) 8. Bernstein, Sur une propriété des fonctions entitres [Comptes Rendug 176
(1923), S. 1608—1605]; vgl. G. Pélya und G. Szegd, Aufgaben und Lehrsiitze aus der
Analysis [Berlin, J. Springer, 1925], Abschnitt IIE, Nr. 165, 1, S.116—117, 289,
Abschnitt IV, Nr. 201, 2, 8., 35, 218—219.

% Vgl. G. Polya und G. Szegd, a.a. 0.7, Abgchnitt IV, Nr. 202, 2, S. 36, 219.

10y Dieger Satz kann — abgesehen von der Abschdtzung von £ () fiir
m=1,2,3 __ auch mit Hilfe der Beweismethode der Bohrschen Note erhalten werden.

- P

(Eingegangen am 17. 3. 1926.)
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