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§ 0.

Einleitung,

Die Behandlung der mehrvariabligen Funktionen wird sich auf Grund
der Definition der Fastperiodizitit, von der wir ausgehen werden, sehr
einfach gestalten.

Es sei eine (gleichmillig stetige] Funktion zweier Variablen (&, y)
gegeben. Zu jedem & seien relativ dichte Werte o(e) des Intervalls

o0 << 9 < -} 0o und relativ dichte Werte o(¢) des Intervalls —oco <o < |- 00
gegeben, so dall jede Kombination aus einem solchen g (&) und einem
solchen & (&) einen zu ¢ gehdrigen Verschiebungsvektor der Funktion f(&, »)
liefert:

- 00 < & < -} 00)

f(E+o,n+0)—fl&n) e |

| -

\ 00 < "f’ - _r'\-_”;'
1) Der 1. Teil dieser Arbeit, mit dem Untertitel: Funktionen einer Variablen“,
erschien in den Math. Ann. 96, 8. 119. Die Paragraphen und Sitze sind fortlaufend
numeriert; alle Bezeichnungen und Abkiirzungen haben dieselbe oder eine (jeweils
aus dem Zusammenhang unmittelbar ersichtliche) analoge Bedeutung wie im I. Teil.




984 8. Bochner.

Die eben gegebene Charakterisierung liuft offenbar darauf hinaus,
daB die Funktion f(&, %) in jeder Variablen (bei Festhalten der anderen)
eine fp. Funktion ist, und daB die zu den Parametern 7 und & gehérigen
Funktionenmengen

Py () =1(£, 4)
e Il?".ll::l = f(&.n)

ausgezeichnete Mengen sind. Nach Satz V kann man dann die Funktionen

y(n) gleichartig durch ein Polynom in
57! (E ANIEE
Pl i) ehia

approximieren, in welchem a, (&), von einem konstanten Faktor abgesehen,
den Wert des .. Fourierkoeffizienten*

A, (&) = M{f(&,t)e tint}

hat. Jede solche Funktion a, (&) ist aber, wie unschwer zu zeigen, fast-
periodisch in &, also durch Polynome in & approximierbar, woraus dann
endgiiltig folgt, daB man bei jedem & Approximationspolynome von f(&, %)
der Gestalt 3 a, ef¢nStunn) angeben kann:

(& n) — 3a, ettt < g,

Die eben skizzierte Zuriickfiihrbarkeit des ,mehrvariabligen® Approxi-
mationssatzes auf den ,einvariabligen® schlieBt in sich, dali der Bohrsche
Fundamentalsatz* nicht nur fiir die einvariabligen, sondern auch fiir die
mehrvariabligen fp. Funktionen das ,Fundament® abgibt. Der Approxi-
mationseigenschaft ist es zuzuschreiben, dal} auch alle anderen Eigen-
schaften der einvariabligen Funktionen sich in analoger Weise auch von
den mehrvariabligen behaupten lassen.

Die Gesamtheit der fp. Funktionen, die wir behandeln werden, wird
(im Falle zweier Variablen) unicht grofer sein als die eben umschriebene,
nur daB wir eine (scheinbar) allgemeinere Definition zugrunde legen wer-
den, indem wir nur verlangen werden, daf die Verschiebungsvektoren (o, 5)
flachenhaft velativ dicht in der o-o-Ebene liegen sollen, derart, dab sie
in jedem Rechteck von den Lingen /, (¢) und [,(¢) mit irgendeinem Vektor
vertreten sein sollen.

Die Zuriickfiihrung dieser Definition auf die obige Charakterisierung,
die man auch in einfacher Weise nach der Beweismethode zu Satz III aus
Abh. I vornehmen kann?), wird sich auf dem Wege iiber die Normalitiits-
eigenschaften der fp. Funktionen ergeben.

Unsere Definition der Fastperiodizitit wird sich von vornherein auf
Funktionen unendlich vieler Variablen erstrecken. Die Behandlung der

%) Diese Bemerkung riihrt von Herrn H. Bohr her.
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mehrvariabligen Funktionen ist gar nicht anders als die der zweivariabligen,
bei den unendlichvariabligen tritt noch hinzu, dall eine solche Funktion sich
in erster Linie durch endlichvariablige fastperiodische approximieren lift.

Durch passende Wahl der Bezeichnungen und Begriffe gelangen wir
zu einer wortlichen Ubertragung fast aller Sitze iiber einvariablige Funk-
tionen. Unter anderem existieren Fourierreihen, mit denen formal ge-
rechnet werden kann, Sitze iiber Summation durch Fejérpolynome, gleich-
artige Summation, ausgezeichnete Mengen, Zuriickfithrung der allgemeinen
Funktionen auf grenzperiodische usw.

Im letzten Paragraphen bemerken wir noch, wie sich Integralgleichungen
mit fp. Kernen wortlich ebenso wie die mit periodischen behandeln lassen.

i

e

Einige Definitionen.
Jede Zahl im iiblichen Sinne werden wir zur Unterscheidung wvon
noch einzufithrenden anderen Zahlen als ,skalar* bezeichnen.
1. Unter einer Funktion f(x) schlechthin verstehen wir von nun an
eine Funkition von endlich oder abzdhlbar wunendlich vielen Variablen.
Der zugrunde gelegte Variablenraum

o G S sy
1 g
umfalit alle Punkte
— o < x < -0 (r=1,2,8,...)

!

Die Zahl 2 heiBt die »-te Komponente des Punktes x. Im Falle

5
eines nicht als endlichvariablig spezialisierten Raumes ist eine endlich-
variablige Funktion eine soleche, die in allen Komponenten von einem
bestimmten Index an konstant ist.

2. Wenn irgendwo im folgenden eine ganze Zahl, z. B. N, als variabler

Index der Komponente x unendlich grofl werden kann oder soll, dann
+

heifit das im Spezialfalle eines endlichvariabligen Raumes oder einer endlich-
variabligen Funktion, daf von einer gewissen Stelle ab diese ganze Zahl,
z. B. N, dem konstanten Wert » der Dimension des zugrunde liegenden
Raumes gleich sein kann oder soll.
3. Es gelten die Abkiirzungen
flEy =2, @ % )

1 2 4

e e o
1 - b

( (GG el
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o R * 1‘|‘; .l',, ":I 3 IJ
1 2 }

o (s it )
1 = i

flay 4+ 22) = (21 + 22, 21+ 225 @1 + 22,
" 1 1 a 2 8 3

e

Nur fiir numerisch ausgeschriebene Zahlen (z. B. — % und 17) gelten
die Abkiirzungen

2 2 2 = 2 -
——zxt+1T=|\—2t+17, —52+17, — w2417, ...}
51 i 3] F
1 > 3
; 1 (—1)a (—x, —x, — 2 &l
|,_‘| 1 ) }

80 = (0o100 00 - nal

{. Wenn zwei Punkte @ und b, mit e < b, »=1,2,3, ..., gegeben

sind, dann verstehen wir unter dem offenen Intervall
(2) a<x<b

bzw. dem abgeschlossenen Intervall

(3) ala<h

die Punktmengen

a<w<b bzw. aeSe=0h (=)

” » v » L L
und unter der Linge I =b — a des Intervalls @ <2 < b ist die ,Zahl®
(b—a,b—a,b—a, ...)
1 1 - 2 & ]
vgl. 12) gemeint. Hin Intervall (2) oder (3) heifie endlich, wenn alle
Skalare @ und & endlich sind.

5. Wir legen unserem Variablenraume den in Abh. II, § 7 eingefiihrten
Konvergenzbegriff zugrunde, wonach zwei Punkte als ,nahe gelegen® auf-
zufassen sind, wenn sie fiir ,geniigend grofles® N in den N ersten Kom-
ponenten nur wenig differieren, und fithren demgemill die folgende Ter-
minologie ein. Unter einer . Entfernungszahl* 6 (wir werden das Symbol o
auch fiir skalare Zahlen verwenden ) ist eine Doppelzahl (6', N) zu verstehen,
wobei 8" > 0 und N eine ganze Zahl > 1 ist. Die Relation o, < 9, ist
gleichbedentend mit

! ’

06 d und N, =>N,,

und die Addition von Entfernungszahlen und ihre Multiplikation mit posi-
tiven Skalaren geschieht nach der Vorschrift
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!

8, = (6, + 8s, Min(N,, N,))

kd=(kd', N).
Eine Folge von Entfernungszahlen 4,, » = 1. 2, 3, ..., heilie gegen Null kon-
vergent, falls

' 5 z
d, =0 und N, —co (vgl 2).
¥—» 0 O -
6. Von zwei Punkten z, und z, sagen wir, dal sie einen Abstand < o
haben,

z, —, | S0,
falls
r, — %, | S0 (w="1,12 N)
1 F'-
Aus |2, — 2z, | <06 und 6 L4, folgt |2, —a,[Z6,, aus |2, — 2, | S0
und &>0 folgt |ka, —ka,|<kd und aus |z, — x|S0, und
2y — &y | < 0, folgh |2, — o, | £ 9, + 4.

7. Die 4-Umgebung des Punktes x besteht aus allen Punkten y, fiir
welche |y — x| <6 und die §-Umgebung der Punktmenge X aus den
d-Umgebungen aller Punkte = aus X. Eine Punktfolge x,, @, ... kon-
vergiert gegen x,, wenn in jeder Umgebung von w, nur endlich viele
Punkte a, nicht enthalten sind, wofiir notwendig und hinreichend ist, dald
komponentenweise Konvergenz statthat

lim 2.— 2

¥
»=roo 7 m

¥ & S B ] \
3 A L T
Nach Cantor-Hilbert besitzt demnach eine in einem endlichen Intervall ge-
legene Punktmenge mindestens einen Hiufungspunkt.

8. Es bedeute P' (»=1,2,3,...) die Gesamtheit der Punkte
f Ya (! oy o LR, ) A r
\52 50250 0.0, 0,...) mit irgendwelchen ganzen Zahlen g,, g.. ..., 9, ,

g 2 - N 1)\ Y (3) .

dann bildet die Vereinigungsmenge P P p®i pRar L eine ab-
zihlbare, iiberall dicht gelegene Punktmenge, von der schirfer folgendes
ausgesagt werden kann.

Es gibt eine (abzihlbare) Punktmenge P derart, dafi zu jedem end-

lichen Intervall a =

v <b und jeder Entfernungszahl o eine endliche

Teilmenge Py von P so angegeben werden kann, dafy die 6-Umgebung von
Py das Intervall a < x < b vollstindig viberdeckt. Denn man wihle » so
arofi, dald

ist, dann leisten diejenigen (endlich vielen) Punkte aus P, dieina=x < b
gelegen sind, das Gewiinschte.
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9. Eine Funktion f(«) ist stetig in 2, wenn zu jedem ¢ alle Punkte x

einer & (e)-Umgebung von x, der Ungleichung

[ Fw)— f(20) | <&
geniigen. Die Funktion f(x) heillit gleichmillig stetig, wenn ein fiir alle
Punkte x, giiltiges o (¢) angegeben werden kann. Eine iiberall stetige
Funktion ist in jedem endlichen Intervall beschrinkt, weil sonst in einem
solchen Intervall mindestens ein Unstetigkeitspunkt liegen miifite.

10. Es liege eine in einer Punktmenge £ des x-Raumes definierte
Funktion ¢ (x) und eine Teilmenge ' von E vor. Wir nennen ¢(z)
gleichmiillig stetig

a) in K', wenn fiir irgend zwei Punkte aus E'

plx, ) — @ I__.s‘,::) [ & fiir [, — X, < d(e)

besteht ;
b) auf E', wenn fiir einen Punkt z
E die Relation

. aus E’ und einen Punkt x, aus

o) —op(x)|Ze Hir z, —x, | < 0(e)
besteht.
Nach bekannter SchluBweise (vgl. z. B. Abh. II, 8. 136) ist eine stetige

Funktion f(x) auf jedem endlichen Intervall

- -
a<ax=Zbh
gleichmiiflig stetig.

11. Den Begriff der gleichmilligen Konvergenz verstehen wir im iib-
lichen Sinne. Der gleichmiifige Limes gleichmifig stetiger Funktionen ist
eine gleichmillig stetige Funktion. Jede gleichmiflig stetige Funktion f(z)
ist durch ebensolehe endlichvariablige, z. B. die Funktionen

I||"H [-_,]-':. = f: et N 8 e
15 !

gleichmiflig approximierbar.
12. Unter einer (Punkt-)Zahl

verstehen wir eine mit reellen Skalaren aufgebaute Zahl von derselben
Dimension wie der zugrunde liegende Variablenraum. Wegen der Punkt-
Null vgl. (1). Eine Zahl heiit finst, wenn nur endlich viele Komponenten
von Null verschieden sind. Eine ganze Punktzahl y bzw. eine rationale
Punktzahl o ist eine Zahl, deren Komponenten ganz bzw. rational sind.
Unter einer ganzen Zahl ¢ bzw. einer rationalen Zahl r, ohne weiteren
Zusatz, ist immer nur ein Skalar gemeint. Zwei Zahlen sind gleich

e=pf,
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wenn sie komponentenweise gleich sind

@— g, (i 128 8 2000
weiterhin gilt die Rechenregel
. T e T ) Lokt ) O] et 4 \
re4ryf=(r {1-, - 1,”1:, T A7y f, 70T, f_:__ e

Wenn von zwei Zahlen, ¢ und f, (mindestens) efne finit ist, so verstehen
wir unter dem Produkt «f — («f) das Skalar
o

Meaf.

v=1»w»
Wo immer ein Produkt der Gestalt i auftritt, wo ,,die Variable® ¢ als
Punkt des Variablenrawmes gemeint ist, wird der Faktor 1 als finit vor-
ausgesetzt,

Fiir beliebige Punktzahlen ¢ und f verstehen wir unter [ef] die
Punktzahl (ep,ep,ep, ...].
Ll 22 48

13. Auf Punktzahlen iibertragen sich wortlich alle Betrachtungen aus
§1, 14 bis 19, die wir gedringt resiimieren. Als (finite) Zahlenmenge be-
zeichnen wir immer eine endliche oder abzihlbare Menge von unterein-
ander verschiedenen (finiten) Zahlen. Jede im folgenden vorzunehmende
Operation fithrt bei finiten Zahlenmengen immer nur auf finite Zahlen-
mengen. Unter einer reduzierten Zahlenmenge verstehen wir eine Zahlen-
menge, deren Elemente ¢, ¢,, ¢, ... keine lineare Verbindung mit ratio-
nalen r

vty gty + . it =0 (|rltlre|ld+...=|r]|>0),
also kein simultanes Gleichungssystem

Tk e M oy s I
Lo e e =0 y=1,2,3,...

¥ ¥ ¥

zulassen. Weiterhin erinnern wir an die Begrifie: Basis einer Zahlenmenge,
linear unabhiingige Zahlenmengen, Modul, ganzer Modul & (e, ¢, ..., ¢ ),
Vereinigungsmodul, und an den Satz: Jeder Modul lifit sich durch end-
liche ganze approximieren. Ebenso wie im einvariabligen Falle (vgl. Abh. II.
S. 122) sprechen wir von einer ganzen Basis (¢, ¢, ¢, ...) der (beliebi-
gen) Zahlenmenge (&, &,,...), wenn in den Darstellungen

= - rdlay ... (»=1,2,8,...)

alle Koeffizienten r.' ganz sind.

14. Die stetige Funktion f(«) soll reinperiodisch mit der Periode

r __'::I}H'!”-:'. Pas-- ) I..In"'_kn
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heiflen, wenn fiir jede ganze Punktzahl y

f(z+[yp]) = f(=),

wozu geniigt, daB f(a) in jeder Komponente x reinperiodisch mit der
m

Ty o

Periode p, ist

Filc o P el e X yia) s

e m
Unter einer grenzperiodischen Funktion f(z) mit der Grenzperiode

3

P- |:'1”1! Paseen)

ist eine Funktion gemeint, die sich gleichmiflig durch reinperiodische mit
Perioden der Gestalt [op] (o beliebig rational; vgl. 12) approximieren
libt, wozu notwendig und hinreichend ist, dall sie sich durch reinperiodi-
sche Funktionen mit Perioden rp (r beliebig rational; vgl. 12) beliebig
approximieren laBt (vgl. Abh. IT, S. 146, § 12).

15. Zum SchluBl noch eine Bemerkung. Es ist ganz klar, dall aunf
Grund unserer Definitionen, insbesondere der des Umgebungs- (d. h. des
Konvergenz- ) Begriffs alle Eigenschaften unserer Funktionen (Stetigkeit,
Periodizitiit, Endlichvariablichkeit usw.) erhalten bleiben, wenn man von
einer festen Anordnung der Variablen zu einer beliebig anderen festen
Anordnung iibergeht. Der Einfachheit halber denken wir uns im folgenden
eine Anordnung der Variablen beliebig gewihlt und festgehalten.

§ 8.
Die Approximierbarkeit durch Exponentialpolynome.

1. Definition. Eine (dberall im x-Raume definierte und) stetige
Funktion f(x) soll fastperiodisch heifien, falls es zu jedem & eine , Inter-
vallinge* 1 =1(&) (1> 0) derart gibi, dafp jedes Intervall « <t < f der

Linge  — ¢ =1 mindestens eine Verschiebungszahl ©(f, ¢) enthdlt, d. h.
eine Punlizahl v, welche der Relation

flet+t)—f(e)|Ze (—o<a< + o)
geniigi.

Wir werden uns dahin ausdriicken, dafl die Verschiehungszahlen 7 (f, ¢)
relativ dicht liegen, und werden im allgemeinen unter dem relativ dichten
Auftreten von Punkten einer gegebenen Menge die Existenz einer Liinge /
meinen, so daB jedes Intervall dieser Linge mindestens einen der frag-
lichen Punkte enthiilt.

9. Satz XXV. Jede fp. Funktion f(x) ist beschrankt und gleich-
muefirg stetiq.
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Beweis. Man bestimme zu ¢£¢=1 die Verschiebungslinge {=1(1).
Im Intervall 0 <2 <1 hat |f(x)| eine Schranke G (vgl. § 7, 9.), also ist
flz)| =G+ 1 (—oo<a< -4 o00).
Um zu einem e ein Stetigkeits-d(e) zu erhalten, bestimme man zn
das Jl/; \ und zum Intervall

(1) {]*_'I_":fll
ein zu - gehoriges o, fiir die gleichmiBige Stetigkeit auf diesem Inter-
vall. Dann kann man 0 (¢) = 4, setzen. Von zwel Punkten |2, — z,| < 9,
= . I X f e\ ; :
kann man nimlich z, durch eine Verschiebungszahl “r.f\ ] nach (1) ver-
: ) (2) <7(2) i
schieben: 0 <@, 7| ) <1(, ], woraus folgt
e 1 v f= _i i .
() — )| < | fley 1) — flag+7) |+ | 2, +7) — f(=,)

+ | (@ +7) — f(,) |

£ T E:
Vel L E.

SRl Ll

Satz XXVI. Die Limesfunktion f(x) von gleschmifiig konvergenten

fp. Funktionen f,(x), fy(2), fy(®), ... st wieder fastperiodisch.
: 5

Beweis. Wenn |f, () — f(z)| < ; ist, ist jedes 7 Iif'“_. ; ein 7 (f, ).

Satz XXVII. Jede (stetige) reinperiodische Funktion (demnach
auch jede grenzperiodische Funktion) ist fastperiodisch.

Beweis. Wenn p=(p,, Py, Pg,...) eine Periode der Funktion ist,
kann man jedem e die Verschiebungslinge /= 2p zuordnen.

Korollar. Jeder Exponentialausdruck ae*=, d. h., jeder (endlich-
variablige ) Ausdruck der Gestalt ae B R fastperiodisch.

Es kommt jetzt der Satz an die Reihe, dall die Summe zweier
fp. Funktionen wieder fastperiodisch ist. Dieser Satz wird sich auf dem
Wege iiber die Normalititseigenschaft ergeben, der wir uns nunmehr
zuwenden.

3. Unter der Verschiebungsfunktion v.(7) einer (beliebigen) be-

schrankten Funktion f(2) wverstehen wir die mm —oo<7< |
(—cc=7<=<4+c0: =1, 2, 3,...) definierte reelle Funktion
:
v (7) = Ob. Gr. |f(z+71)— f(=)
— o < e o

Bei fp. Funktionen werden wir wiederum die Bezeichnung e(z) gebrauchen.
Satz XXVIIL. Damit eine Funktion e(v) eine (fp.) Verschiebungs-
funktion ist, ist notwendig wund hinrveichend, dafl sie die nachfolgenden
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Bedingungen a), b), ¢), d) oder a), b), ¢), di":} erfiillt. Die Verschiebungs-
funktion von e(t) ist wiederum e(v).

a) e(r)=>0, e(0)=0,
b) e(r)=¢e(—r1),
c) e(r, +7)e(r,)+e(r) baw. |e(r, +7,) —e(7, )| < elz.),
d) e(7) ist fastperiodisch,
d*) e(z) st stetig tm Punkte v = 0
und fiir jedes & liegen die Punkle e(r) < ¢ relativ dicht in — oo <71 < +-00.

Beweis: Wortlich wie in § 4, 1.

Satz XXIX. Die Verschiebungsfunktionen e (7), er(7), er,(7), ..
von gleichmdafig konvergenten fp. Funktionen f,(x), fiy(x), fy(x), ... kon-
vergieren gleichmdafiig gegen die Verschiebungsfunktion der Limesfunktion
lim f (x).

; Beweis. Wie zu Satz XII und XIIIL.

4. Eine ausgezeichnete Menge (vgl. § 1, 8.) ist eine Gesamtheit von
fp. Funktionen, die fiir jedes ¢ gemeinsame Stetigkeits-d(e) und gemein-
same relativ dichte Verschiebungszahlen 7 (&) besitzen.

Eine fp. Funktion f(z) ist Majorante der Funktion g(z), falls

E;'l"’_\] =€,7).

Im Falle e.(7)= e (7) heiBen die Funktionen #hnlich. Funktionen mit ge-

meinsamer Majorante bilden eine majorisierbare Menge.
Satz XXX. Jede ausgezeichnete Menge ist majorisierbar und jede
majorisierbare Menge ist ausgezeichnet. Fir jede majorisierbare Menge
e.(7) (7 durchlduft eine Indexmenge 1) )
isi die Funktion
e(z) = Ob. Gr. (e;(7))
i|D
die kleinstmogliche (Verschiebungs-)Majorante.

Beweis. Man iiberzeugt sich leicht, dall der Beweis zu den Sitzen XIX
und XX wortlich heriibergenommen werden kann.

5. Eine stetige Funktion f(z) soll eine Normalfunktion heillen, wenn
aus jeder Folge fla+k,) (»=1,2,3,...) mit irgendwelchen Punkt-
zahlen k, eine gleichmifBig konvergente Teilfolge ausgewihlt werden kann.

Satz XXXI. Jede fp. Funktion ist eine Normalfunktion und jede
Normalfunktion ist eine fp. Funktion.

Beweis. Wir haben zuerst zu zeigen, daB aus jeder Folge f(x - &, )
(»=1,2,3,...) eine gleichmiBig konvergente Teilfolge ausgewihlt werden

kann, Ahnlich wie in 8§ 5, 3. werden wir die Auswihlbarkeit schon fiir
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den Fall einer beliebigen (gleichartig) beschrinkten ausgezeichneten Folge
nachweisen. Es liege eine derartige Folge

- A e A ) R () R
vor. Wir bestimmen eine Teilfolge
(2) f(z), (=), F(x),...
derart, daB sie in jedem Punkte der Punktmenge P aus § 7, 8. konvergent

ist. Die Folge (2) ist dann gleichmiBig konvergent. Sie ist nimlich in
jedem endlichen Intervall @ < < b gleichmiBig konvergent. Denn be-

. B, : . . erae e .
stimmt man zu -~ ein 6 der gleichartig gleichmaBigen Stetigkeit und zu
diesem 4 die (endlich vielen)in @ < & < b gelegenen Punkte P; (vgl. § 7, 8.)

und ein so grofies N, dal in den Punkten P;

Im(g)— @) |5, fir m>N, n>N

g
0 ]

dann ist fiir jeden Punkt aus a <2 < b

7 5 o T A F t fE o 2 |
ﬁ”.r‘.,‘)l_'/J:t‘-.‘t!'}.;: f;;;'.'-\-.l f?!t“‘-}l-” ,Jri‘ii-("l-'.lr”r"l_"]
| S o £ I £ &
fu'{:] T J'Ir:(m] ; oI + ==k,
wobel & den a2 nichstgelegenen Punkt aus P; bedeutet, Und nun
schliefit man wortlich wie in § 5, 3., dall jede ausgezeichnete Folge, die
auf jedem endlichen Intervall gleichmiBig konvergiert, auch schlechthin
gleichmiilBig konvergent ist.

Es sei umgekehrt eine Normalfunktion f(z) gegeben, wir haben zu
zeigen, daB sie fastperiodisch ist. Aus der Auswihlbarkeit folgt, daf3
f{)| beschrinkt und f(x) gleichmafiig stetig ist. Ganz wie in § 5, 4.
schliefen wir, daf auch die Verschiebungsfunktion

'!-'J,-{T_} —l i — u('!I_. T 2 =)
eine Normalfunktion ist. Daraus folgt sehr leicht, daB jede s-variablige
Funktion

(3) v () =9(7,7, .., 7,0, 0 ]

1 B i j
und insbesondere jede einvariablige Funktion

SR N ) BT S B R

2
» ¥

eine Verschiebungs- und Normalfunktion ihres (beziiglichen) Variablen-

raumes ist. Von einvariabligen Normalfunktionen wissen wir aber (§ 5, 4.),

Mathematische Annalen. 965. 26
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daB sie fastperiodisch sind, also liegen fiir jede Funktion e (7) die Punkte

e (7) < ¢ relativ dicht. Aus der wegen c) bestehenden [_T:fgieiulumg

1 e 5

p (1) '_: et I::r,}
y=1 »
folgt aber, dall auch »¢)(z) fastperiodisch ist (nach d*)), und daher ist
auch v(7) selbst, wegen der Approximierbarkeit durch Funktionen (3), fast-
periodisch,

6. Satz XXXII. Die Summe und das Produkt zweier fp. Funk-
tionen f(x) und g(z) sind wieder fastperiodisch.

Beweis. Esist einzusehen, daBl f(x)- g(2) eine Normalfunktion ist.
Denn man kann aus f(z-+&)+g(z+ k) (»r=1,2,...) ,auswihlen®,
wenn man aus jeder Unterfolge von f(x--k,) und g (z - k,) auswihlen kann

7. Wegen

fg - ll [(F+9) —(f—9)]

ist auch das Produkt von f(ax) und g(z) wiederum fastperiodisch.

Korollar, Jedes Exponentialpolynom > a,e'’n" und auch jede
ik, T

gleichmdfig konvergente Reihe X a,e stellen durch ihre Summen

fp. Funktionen dar.

8. Wir kommen jetzt zur Zuriickfiihrung unserer Definition der Fast-

periodizitit auf die in § 6 angegebene ,Charakterisierung®.

o
Satz XXXIIL Es seien eine fp. Funktion
(4) L2 =l e 2o =)
T kok+1

und ihre Verschiebungsfunktion e (v) gegeben. Kiir jedes k wund jede

Wahl der konstanten Werte x C, T =C¢,... 18t die Funkiion
B+l k+1 k+2 k42

(5) fla e ey ey )
1 e k1 k42

eine fp. Funktion in (x,x,...,x). Ldpt man bei konstantem k die
18 k

Parameter ¢, ¢, ... beliebig variieren, dann ist diese Gesamitheit von

k+1 k+2
Funktionen in (x, x, ..., x) majorisierbar mait
1 2 k
(6) F_".E.T.T.....T,”.U,....1
AR s :

als Majorante. Insbesondere tst bei jedem » die Gesamitheit der Funk-
tionen

(7) fle; By rie ey ey )

majorisierbar mil e

(0,0,..4,7,0,0,.. .) als Majorante.
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Stnd umgekehrt fir eine gleichmdfiig stetige Funktion (4) bei jedem »
und jeder Wahl der Konstanten (c,c, ..., ¢, ¢,...) die Funktionen (7)
1.~ B r—1 »+41
fastperiodisch und bei festem » majorisierbar, dann ist die Funktion f(x)
auch fastperiodisch.

Beweis. Hs sei & gegeben. Es besteht die Gleichung

(8) R e (P P )
i ‘g 3
= OB O [ AT e b T B By wns)— [ (2 vans B )
—w< <t ® 1 1 k k  k+1 E+2B BB E k1

Bildet man die rechte Seite von (8) bei festgehaltenen

Lo e T
I §- &

=

entsteht eine Funktion

(9) Tl el e ot e
1 g2 k-1

die als Funktion in (z,7,...,7) den Bedingungen a), b), ¢) geniigt und

T k g
(r,7,...,7,0,0,...) und daher eine fastperiodische Verschiebungs-
1 2 k ,
funktion mit (6) als Majorante ist. Also ist jede Funktion (9) fast-
periodisch. Die Relation

Ob.Gr. [f(z1% .2t z,...)—f(z)]
1 1 k k k+1

= ¢

— < <+ &

= Ob.Gr. |Ob.Gr.|f(z4+7,...2+7 @,...)—f(=)

@, oAy I e 1 1 k E k41

]

E+1 E+3 L1 2 k
zeigt, dall wirklich die Funktion (6) die genaue Majorante aller Funk-
tionen (9) und demnach auch aller Funktionen (5) ist.

Die Umkehrung ist evident: man kann mit Leichtigkeit eine Ver-
schiebungslinge /(&) der Funktion f(x) angeben.

9. Hauptsatz A. Damit eine Funktion {(x) eine fp. Funktion is,
ist micht nur hinreichend, sondern auch notwendig, dafl sie sich durch
Exponentialpolynome 3 a“ﬂ‘_i"f (mit finiten Punktzahlen 1) gleichmdfig
approximieren lafit,

Beweis. Jede fp. Funktion laBt sich nach dem vorigen Satze durch
endlichvariablige fastperiodische approximieren, z. B. durch die Funktionen
fal@)i= il et 0 05
1 14 n
Bs liege nun die k-variablige fp. Funktion f(z, x, ..., 2) vor. Nach dem

1 2 k
letzten Satze ist sie fastperiodisch in x und die Gesamtheit der Funk-
tionen 5
10) D () =l )

T i T Y 1. B k
2
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majorisierbar. Nach Satz V kann man daher die Funktionen (10) gleich-
artig in (a, @. ..., z) durch ein Exponentialpolynom in z (mit skalaren Z,)
1= k-1 k
in i 1'-".” 1
2o 4 (2,2, ..., x)e ",
1 2 k=1
iL['].”'ll.\:]Illll’.l‘i‘:n.
e | 1 A . ,.ll';i"" T
fle)— > ';J,-_r.—l,;_ et o) il o i 3
1 k=1
wobei p, Konstante sind und die Koeffizienten 4; die ,Fourierkoef-
fizienten *
W o S vy v —dd,t
Ay, = M{P,,....z(2)e " y=M{f(x;.. ..;‘.1.'. t)e !
1 1 h—=1

r—1

darstellen. Wenn wir noch gezeigt haben werden, dal A4, eine fp. Funk-
tion in . ,..., x ist, dann ist der Hauptsatz durch Induktionsschluls
1 = k-1
bewiesen. Wegen 7. geniigt es generell zu zeigen, daf fiir eine fp. Funk-
tion A(x, @, ..., «) in k& Variablen der ,Mittelwert®
1 2 k

gz o = Mk (e 205 T, t))
1 2 k=1 1= 8 k=1

eine fp. Funktion ist. Ks seinun 7= (z,7,..., 7) eine zu & gehorige Ver-
1ie k-1
schiebungszahl der (k — 1)-variabligen Verschiebungsfunktion

e Ty s T, ﬂj].
1 k=1

wo ¢, (7) die Verschiebungsfunktion von % (w, ..., @) ist. Dann ist nach
' 1 k:
dem letzten Satze

lg(x+1)—g(x)

Rz t-7, .-tz ) —h(z,....2, 1) | Ze.
1 1 k=1 k=1 1 k=1

q
g
[T

< 0Ob.(
il s

f A
1

Und damit sind wir mit dem Beweis zu Ende.

10. Bevor wir uns auf Grund des eben bewiesenen Satzes den
.Schwingungseigenschaften® zuwenden, wollen wir noch einiges zu den
. Verschiebungseigenschaften“ bemerken.

Fp. Funktionen f,(a),..., f,(2) in endlicher Anzahl haben 1mmer
Majoranten, unter denen die Funktion e(7) = Max (e, (7), €, (7), ..., €7, (7)
die ,.kleinste® ist. — Normalklasse und beschrinkte ausgezeichnete Menge

sind ein und dasselbe (vgl. § 5, 2.

Gegeben seien fp, Funktionen
Tt ) s

und irgendeine Funktion F(w,,wu,,...). welche zn einem Teil U des
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Raumes (u,, u,,...), (#, =0, --7w,), definiert und gleichmifig stetig
ist. Wenn die Punktmenge
Uy =T:l®) (—o<gr< o0, ¥=1,2,8,..3)

ganz in U enthalten ist, dann ist die Funktion F(2)= F(f, (x), f,(2)...)
eine fp. Funktion der Variablen x.

§ 9.
Fourierreihen,

An Hand des Hauptsatzes A kénnen wir die weitestgehende Angleichung
unserer Funktionen an die einvariabligen betreiben. Fiir den Spezialfall
von rein- und grenzperiodischen (mehrvariabligen) Funktionen sind die Be-
griffe , Mittelwert“ und , Fourierreihe®, um welche die folgenden Betrach-
tungen zentrieren, bereits in Abh. II, Anhang I1, eingehend entwickelt
worden.

1. Es sei eine beliebige fp. Funktion f(x) gegeben. Fiir jede Kom-
ponente x existiert (vgl. § 8, 9.) der Mittelwert
| 1.
] [ e e R R )

1

—1 k1

/]

ML VM e O B s e S e
1 k-1 k41 T-»* QO

und ¢st eine fp. Funkiion in

e s e A
1 k=1 k41 k42
(mit e.(7,7,...,7, 0,7, 7,...) als Majorante). Es besteht die Relation
1 2 k—1 k41 k4o
| ML) < ObiGri f )],
I —w x>
also anch
JJ £ K i e W e
M{f}— M{g}| < Ob.
& & —wm <

A - -

Gr. |f(z) —g(x)

2. Es seien untereinander verschiedene Indizes k,, k,, ..., &, gegeben.
Wir bilden von f(x) den Mittelwert iiber x, von der so entstehenden fp.

&
Funktion den Mittelwert iiber x und so fort bis 2. Der so entstandene
R K
Mittelwert
o
M {f}
Ry Kay kn

st eime in (%, x, ..., @) konstante, fp. Funktion in x und geniigt wieder-

Ky ks LeT
um den Relationen
(1) M {f}|< Ob.Gr. |f(z)],
R R v oy Mgy -0 £ B A o
2) M { f} — M { g} ; Ob. Gr. | f(z) — glxz)|.

TR I EiNLe ag e e
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Fiir ein Exponentialpolynom p () = Y a, e**»* erhilt man den Mittelwert
M {p) einfach dadurch, daf in der Summe > a, e?’»* alle diejenigen
S
Terme, die im Exponenten eine der Komponenten @, @, ..., @ tatsichlich
ky Ra ky
enthalten, gestrichen werden, woraus insbesondere folgt, dali eine Ver-
... k. untereinander den Wert der Funktion

n

tauschung der Indizes k,, k&, ;
M {p)} nicht indert. Aus der Approximierbarkeit durch Polynome
oo S

und der Relation (2) ergibt sich aber unmittelbar, dal diese ,,Invarianz‘‘-
eigenschaft einer jeden fp. Funktion f(x) zukommt.

3. Es sei nunmehr eine beliebige unendliche Folge von Indizes
(3) (R S TR
gegeben. Fiir ein Polynom p () sind die Mittelwerte M {p} von einem
i ks koo
geniigend groBen n ab, n > n,, alle einander gleich und zwar entsteht
diese ,,Limes“funktion durch Streichung aller Terme, die eine der Variablen
@, x, ... faktisch enthalten. Approximiert man eine beliebige Funktion f(a )
X ks :
durch ein Polynom p(a) bis auf &, dann ist fiir n,, n, = n,
N I rrl ey
Mk M = 2,
SRR o Fiis i kag

woraus folgt, dall die Funktionen

M {f} (=132 95555
T kn
gleichmiflig gegen eine mit
e =
(4) M T
B e
zu bezeichnende, in den Komponenten a, x, ... konstante, fp. Funktion
E ok

konvergieren. An der Polynomapproximation ist auch folgendes zu er-
kennen. Teilt man die Indizes (3) in irgendeiner Reihenfolge auf endlich
oder unendlich viele Gruppen

A'.;. ﬁ';,

ity S
A‘:H‘ kﬂ:n

von je endlich oder unendlich vielen Indizes auf, dann konvergieren die
Funltionen

||"l' — l]‘

KloEdy ..

._....
—
o
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= M {f)
LA e
i= M {f)

e FEF
7 e e

ik

gleichmiBig gegen (4).

4. Besonders bemerkenswert ist derjenige Mittelwert, der iiber alle
Komponenten genommen ist und also einer (absoluten) Konstanten gleich ist.

Satz XXXIV. Jede fp. Funktion besitzt einen Mittelwert
MLELEY L =M EECE 31, L)
1 23

welcher erne (endliche) skalare Zahl ist und (beispielsweise) als gleich-
mdfiiger Limes der Folge der k-fachen Mittelwerte
(5) .11-"{Iif'ff_..f-,...,f. .'1‘,...'!: (k P2
1 3 o
erhalten werden kann.
Wir wollen noch bemerken, da man den Mittelwert (5) beliebig ge-
nau durch das Integral

T T J j ----- _j Rl Sk f,.-‘ z, ..._,wh:, d;

approximieren kann (sogar gleichmiBig in (£, ...,&) und in (&, &,...),
] ; 1 k k1 k48
wovon wir aber keinen (iebrauch machen werden), wenn man die Werte

fATo b SRR unabhéingig voneinander beliebig grofi werden 1aBt.

5. Da mit f(a) auch | f(a)|" fastperiodisch ist, existiert auch der
Mittelwert, M { ' fit)|*}-

Man denke sich alle Exponentialausdriicke e’ mit irgendwelchen
finiten Punktzahlen 7 aufgestellt und fiir die gegebene Funktion f(z) die
Mittelwerte
gebildet. a(d)=DM{f(i)e "}

Satz XXXV. Zu jeder fp. Funktion f(x) gibt es nur abzihlbar viele
Werte 4, fiir welche der Mitlelhwert

a(l)=M{f(t)e-i*}
von Null verschieden ist.
Mit den so herausspringenden Exponenten i (den Fourierexponenten ),

die wir in irgendeiner Anordnung mit A,, A,, ... bezeichnen, und den
dazugehorigen Mittelwerten

A A4 =la (4],
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(den Fourierkoeffizienten) bilden wir formal die zu f(x) gehorige Fourier-
rethe
,f'll\.!"_] ~ 3 Ay, etdnT,

Die Fouriervethe einer durch die Summe einer gleichmdfiig kon-
vergenten Reithe M A; et~ dargestellten Funktion stimmt mit eben dieser
Reihe diberein; jede Folge von finilen Zahlen & kann die Hxponentenfolge
einer fp. Funklion sein.

s bestehen die iiblichen Geselze fiir das Rechnen mit Fourierrethen
(Abh. I, § 5). insbesondere, dafi aus .der gleichmdfiigen Konvergenz der

i e v oalmy §Adgz : : ety : i An
Funktionen f, (x)~ XA4;, e """ gegen die Funktion f(x)~3A,, e
(nach entsprechender ., Brgdnzung* ) die Relationen

A — Ay, (=128 ...}

T =

folgen.
Bei festgehalienen Exponenten Ay, Ay, ..., 4, tst der Millelwert

n e
1ot Aut 18
M{|f(t)— _'_‘_: R
am kletnsten fiir
a, a(d, )= .'I;,’I g
Es besteht die Parsevalsche Gleichung

_\1 ‘-[-lrlil-._-' "”’{:;rli“}‘

d. h. die Limesrelation

N i o
u Llr)= s, " o,
l ¥ l 2 Ir

Beweis. Der Beweis verliuft bis auf den letzten Absatz ganz ebenso

N -»en

wie im Falle einvariabliger Funktionen; man vergleiche Abh.I, § 3 und 5,
und (unseren) § 1. Beziiglich des letzten Absatzes ist zu bemerken, daB
jede Funktion, die gich durch Polynome gleichmiflig approximieren lalit,
gich erst recht durch Polynome im Mittel approximieren lillt, woraus dann
unmittelbar die Parsevalsche Relation folgt.
6. Satz XXXVI. Ks sei f(x) fasiperiodisch. Aus
Flefan 12y —
: ML\ f(t) =0
folgt
flx) 0.
Beweis. Wir werden folgendes zeigen. Es sei irgendeine fp. Funktion
g(z) =0 gegeben, und es sei z. B. g(0)=¢ > 0. Dann gibt es einen

Index N und eine Konstante ' > 0, so daB fiir alle Werte ( = , = , ...)

Melo)=— Mgttt 2, @) =€
1 2 N N+1 N+2
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Der Mittelwert von My {g} tber ( 2, x ,...) ist dann offenbar
N+41 N+2

= (!, und daraus folgt nach 3. (..Invarianzeigenschaft)

M{g(t)) =C.

Wir bestimmen fiir g(a) ein zu & — cehoriges Stetickeits- o/ )
o / I =] = =]
n ] - ey I b
0 = (i uiV) (d < =),
: ' c TR e 1
eine zu ¢= - gehorige Verschiebungslinge
l=(l,1,...)
1 2
und ein [ > 1, so dal
(]
1 >1 TR A
0 ¥

"

_ 38 - . - . . [k L y -
Wir fiigen ein, dall die aus irgendeiner zu _i gehorigen Verschiebungszahl

e e [y e )
1 2 N N41 N4-2
hervorgegangene Zahl
v — (1% gl 15 )
1 2 N

® =i & [ - c We o ® -
nach der Bestimmung von N jedenfalls eine zu gehorige Ver-
schiebungszahl ist.

Die Komponenten ( 2 , « , ...) moigen irgendwelche, aber fesie Werte

N41 N-+2
(a,a,a,...) haben. Fiir die Menge X, aller Punkte
1 2 3 1
M3 = (psaprie sikemtag T L)
1 2 N 1B
mit
- ’ s ' b}
(B ) (»=1,2,...,N)
besteht die Abschitzung
(in et o S
!? I‘-'}U | = 4 = 4 = 4

Fiir irgendwelche ganze Zahlen n, >0 (r=1,2,..., N) gibt es eine
[H ] r .
zu - gehorige Verschiebungszahl
T T e T ) S S

12 N
so dal

Die aus X, durch Verschiebung um 7 hervorgehende Punktmenge X

Tr =Ty, Ty vecs Tgs B Xy o)
1 2 N 1 2
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ist ginzlich im Intervall

(J) 2mi<we <2(n.+1)1 (=T 2 S AR

0 ¥ (1]

enthalten und geniigt der Relation
7 ~ 4
g(xs) = -
Das N-dimensionale Volumen von X ist | .r':'_\'\, des Intervalls .J selbst
= (3)”. Wegen g(z) =0 ist dann
(1]

o AT
4\ 2]

- (),

1Y

MLgit, 3 il B e
EOR N i

Wir bemerken noch folgendes. Weil man von irgendeinem Punkte

f=(&,&,&,...), dall g (&) =e > 0, dann wird man zu derselben Schranke
1 2 8

- ' l"’f‘&“"I N oh E

0= 157 gefiihrt.

Aus der Parsevalschen Gleichung erhdlt man in Verbindung mit
Satz XXXVI den
Satz XXXVII. Eindeutigkeitssatz. Jede fp. Funktion, die keine
wesentlichen Terme enthdlt,
flae)~10,
ist identisch Null:
flx) 0.
7. Wir wollen noch etwas zu 3. nachtragen. Wegen der formalen
Konvergenz der Fourierreihen von gleichmiflig konvergenten Funktionen
folgt aus der Polynomapproximation, dafl auch fiir eine beliebige fp. Funktion

die Fourierreihe des Mittelwertes iiber die Indizes (k, k. ...) aus der
1 9

urspriinglichen Fourierreihe durch gliedweise Mittelwertbildung, d. h. durch
Streichung der Terme mit einer der Komponenten @, @, ... entsteht.
R

(Fiir den Spezialfall grenzperiodischer Funktionen vgl. Abh. IT, Anhang IT,
S, 188, 202).

8. Wir sprechen ganz im Sinne von § 1, 6. von ,Mittelkonvergenz*
und ,Mittelkonvergenz gegen eine vorgegebene fp. Funktion®,

Satz XXXVIII. Eine ausgezeichnete Folge

]

(), palx), (),

die im Mittel konvergent ist, ist gleichmdfiig konvergent®).

¥ Man kann sogar folgendes beweisen. Eine ausgezeichnete Folge
, () ~ X 4 lr:'ll et Anx =198
“<in

(Fortsetzung der Fublnote 8 auf der nfichsten Seite)
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Beweis. Es geniigh nachzuweisen (vgl. Abh. II, S.108), dal zu jedem
¢>0 ein C >0 so zugeordnet werden kann, dal je zwei Funktionen,
fiir die in einem einzigen Punkte & die Ungleichung

[N

P (§) — . (&)= ¢
besteht, auch
_-”{ Pull) — @) } = O
erfiilllt ist (weil doch dann auf Grund der Schwarzschen Ungleichung
75112 >
ML}

= (M{|f|})? erst recht M{|qp.(t) — @.(t)|*} = C* ist). Offen-
bar ist die Gesamtheit von Funktionen |, (2) — @, () e, p==1,120 8,0

t . C a a - , -
ausgezeichnet. Bestimmt man zu e 7 ©n Stetigkeits-d (&), o - (8", N)

(mit 6" < %) und eine Verschiebungslinge I(e)= (1,1, 1, ...) ihrer Majo-
I 2 B
rante, dann erhilt man wortlich wie in 6.

e f6\Y
{ = — (/: = .
4 \21/
]

9. Auf Grund des letzten Satzes kann man durch wortliche Wieder-
holung der Uberlegungen in § 2, 1. nachweisen, daB die Polynomapproxi-
mation der Funktion f(z) ~ 3 4, e "% durch Fejérpolynome geschehen
kann, d. h. durch Ausdriicke der Gestalt

Oy e een B
J‘-’.u.. vres P
11y 1,
2 7, |
\1 \3’ .] ¥ | ,’1 Vi \ 1 L ETN TIE e vEaglE
— AT ek g l\ —_ | - 'I""|“'---"'-'”-'E' 3
a— s #y \ ny / 1 0K
M=—1y =N

wobei die Zahlen e, ..., «, linear unabhiingige finite Zahlen sind (und,
wie iiblich, der Ausdruck (»,e, 4 ...-», e, )2 durch die insgesamt end-

~ L . o2 i . " £
liche Summe », M e, x4 ...+ », N ¢ o definiert ist). Denn bildet man
d=1a o a=1ao o

fiir irgendeine finite Zahl ¢ den Kern

V. M y 2
S \ 1 sin - el s \
’ T ¥ —t 3l = T
T A e U P =t (-i'{'c! v Mat],
AT _— noJ n 5 |
ve=—in BN — o g=1 97

dann hat man wieder die Darstellung

Sy =M VI (e ) T (e )Y,
aus welcher wiederum folgt, dall die Gesamtheit der Fejérpolynome von
ist schon dann gleichmiBig konvergent, wenn die Fourierreihen formal konvergieren,

derart, dal} fiir jedes n

lim A4 rl"'
3 - 28 “in

vorhanden und endlich ist.
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f(2) dureh f(z) majorisiert wird und dafl daher jede ihrer im Mittel
konvergenten Folgen auch schon gleichmilig konvergent ist.

10. Wortlich iibertragbar sind auch Wortlaut und Beweise der Sitze
[1I und IV. wonach Funktionen mit gemeinsamen Exponenten auch gemein-
same approximierende Fejérpolynome besitzen, welche im Falle ausgezeich-
neter Mengen sogar gleichartiy approximieren. Analog zu Satz V haben
wir aach den

Satz XXXIX. Jede ausgezeichnete Menge besilzl eine gemeinsame
(sogar gleichartig) approximierende Folge von Fejérpolynomen.

Denn der Beweis des Satzes V beruht auf zwei Tatsachen: auf der
Majorisierbarkeit einer ausgezeichneten Folge und (vgl. § 1, 17. Bemerkung)
auf dem .,Satze B iiber diophantische Approximationen aus Abh. II, 8. 113.
Nun iiberzeugt man sich leicht, daB der Wortlaut und der Beweis des
Satzes B unverindert zu Recht bestehen, wenn man die dort vorkommen-
den Zahlen g , ..., u, und A finite Zahlen sein 1alt.

11. Zum SchluB bemerken wir noch, daB die Sitze VII, VIII, IX
iiber absolute Konvergenz von gewissen Fourierreihen (linear unabhingige
Fxponenten, allgemeinere Zerlegungen in linear unabhiingige Bestandteile,
positive Koeffizienten) gleichfalls wortlich richtig bleiben.

10.

Die Zuriickfiithrung auf grenzperiodische Funktionen.

Ly

In § 2, 7. haben wir einen auf dem Approximationssatz beruhenden
Beweis fiir das bemerkenswerte Ergebnis aus Abh. II gegeben, dafi es
zu jeder einvariabligen fp. Funktion ¢ (&) grenzperiodische Funktionen
f(x)= f(z, x,...) gibt, von denen die Funktion ¢ (&) die ., Diagonal-

1

|

funktion® ist, d. h. aus denen sie durch die Substitutionz =z =2 = ... =&

hervorgeht

rre
Tre

@ (&E)="[f(&, & &5--2)-

Auf ganz analogem Wege werden wir zeigen, dall allgemeiner auch
jede mehrvariablige fp. Funktion sich als ,Diagonalfunktion® von grenz-
periodischen auffassen 1iBt, womit dann innerhalb der Gesamtheit aller
mehrvariabligen fp. Funktionen den grenzperiodischen Funktionen, die ja
nur einen Teil dieser Gesamtheit ausmachen, der Charakter ,primirer®
Funktionen verlichen wird, auf welche alle anderen in einfacher Weise
zuriickfithrbar sind.

1. Man kann die rein- und grenzperiodischen Funktionen, die wir
durch Verschiebungseigenschaften definiert haben, in eindeutiger Weise
auch durch Schwingungseigenschaften charakterisieren. Die fp. Funktion
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fla)y~ M A4, et (alle A, < 0) ist dann und nur dann reinperiodisch
mit der Periode p = (p,, Pa, ... ), Wenn

e ey e S P s (e e S Sy = LGS e ) |
1 T m+1 1 m om+1

d. h. auf Grund des formalen Kalkiils mit Fourierreihen und des Eindeutig-
keitssatzes, dann und nur dann, wenn

0 it Adnpm itdnz o tdpz )
MdAdye™ e DA, e (m=1,2,8,...),
n=1 n=1

. . - . Z .
also wenn jedes A ein ganzzahliges Multiplum von ist, also dann und

i

m
nur dann, wenn die Funktion f(z) die ganze Basis (vgl. § 7, 13.)

‘ A=(e,,e,,e...)
mit
. 2 3
"-|= ll.\“‘“.‘" ] F}, “!lU!l )
besitzt. Damit f (2 ) grenzperiodisch mit der Grenzperiode p = (p,, Pa, ...)

ist, ist notwendig und hinreichend, dall sie durch reinperiodische mit
Perioden [pp] approximierbar ist, d, h. daf jede Zahl A ein rationales

: 2 . : . gy o
Multiplum von —— ist, d. h. es ist notwendig und hinreichend, dall f(x)
i

die (im allgmeinen: nicht ganze) Basis

mit
2} \
g =0,0,..—, 0,0, ...]
b v,
besitzt.

Aus eben Bewiesenem folgt, dall unsere ,allgemeinen® Fourierreihen
im Spezialfalle rein- und grenzperiodischer Funktionen dasselbe sind, was
in Abh. IT, Anhang IT im direkten Zuschnitt auf diese Funktionen als
Fourierreihe definiert wird.

2. Es seien der z-Raum (z,2,...), der &-Raum (&,§,...) und

L 2 1 2

irgendwelche finite Punktzahlen €|, C,, ... des x-Raumes in der Anzahl
der Dimension des &-Raumes gegeben. Wenn man in eine beliebige
fp. Funktion des &-Raumes ¢ (&) die Substitution

C, x

= (. x (§= ()

= e

(1)

. 8

vornimmt, so entsteht eine Funktion des a- Raumes

flx)=g@(Cz),
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welche, wie man auf dem Wege iiber approximierende Polynome sofort
einsieht, eine fp. Funktion ihres Raumes 1st. Wir nennen f(x) eine Trans-
formierte von ¢ (&). Den Fourierreihen ist es ,anzusehen®, daB jede ganz-

basige Funktion als Transformierte einer reinperiodischen und jede be-
liebige als Transformierte einer grenzperiodischen dargestellt werden kann.
Wir wollen diese Aussage gleich in einer priziseren Form beweisen, - Wenn
in der Substitution (1) jede Punktzahl C, in einer Komponente =1, in
allen iibrigen = 0 ist, so wollen wir diese Substitution eine Diagonal-
substitution, die Funktion f(z) eine Diagonalfunktion von ¢ (&), und ¢ (&)
eine Verriumlichung von f(a) nennen. Man kann nun priziser behaupten,
dall jede ganzbasige Funktion die Diagonalfunktion einer reinperiodischen
und jede beliebige die Diagonalfunktion einer grenzperiodischen ist.
Es liege ein Polynom

{2 '\1"-'.(_ ef-f-ui:
- | — n

vor, und die (skalaren) reduzierten Zahlenmengen

Ay = [y, €y 005004
I

seien beziigliche Basen der Komponentenmengen

Kyt om0 s s

An Hand der Darstellungen

L= Slessies (€y .o Tational)

Ay = Meyices®
bilden wir die linearen Formen
-;I-_u Lo~ ,ll LT s ':v-J
¥ ¥ »
mit der zweifach unendlichen Schar von Variablen £, ,, indem einfach x iiberall,
=
wo es mit dem Faktor ¢, auftritt, durch ,, ersetzt wird, und substituieren
2
: : t Xinx = . it e v :
m >a,e " statt der Formen in z die Formen in {. Das so ent-
standene Exponentialpolynom ist offenbar grenzperiodisch in den Variablen
' , y : £ At NN e T
£y o mit der Grenzperiode {}- J, (

L

) und eine Verraumlichung

]

N =2l 20

- :
von (2). Die benutzte Diagonaltransformation ist

= 5 - Pl e o 9
byl = Lya=—VLpg = . :: = &, !J-——I_.._..-_;.....I

¥

Bei einer beliebigen Funktion f(a) approximieren wir sie durch Polynome
der Gestalt (2)

Dy )5 Dok )ysiaes (—f(=x)),

g
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wihlen gemeinsame Basen A, und verriumlichen eine jede Funktion P, ()
zu P, (C). Wenn wir zeigen, dafl auch die Folge P, ({) gleichmiiBig kon-
vergiert, sind wir mit dem Beweis zu Ende. Die Verrdumlichung von
Py, (%) — p, (2) wird durch P, (£) — P, (£) geliefert, und jetzt brauchen
wir nur noch zu zeigen, dafl bei einer Verriumlichung P () eines Polynoms p ()
zu jedem Punkte ¢ ein Punkt ' so zugeordnet werden kann, daB sich
P(Z™) beliebig wenig von p(2") unterscheidet. Daff das moglich ist.
folgt aber nach Kronecker, weil man (vgl. Bohr [8]) die endlich vielen
Kongruenzen

o e 2 ' = £
ez — % <& \mod ) (o rationale Zahl; »,6=1,2,3,...)
| (5} - o & .
¥ or =
in z auflésen kann. — Bei einer ganzbasigen Funktion f(z) fithrt diese

»

Verrdumlichung zu einer reinperiodischen Funktion von £.
3. Wir konnen nun den Satz aussprechen:

Hauptsatz B. Dieallgemeinsten fp. Funktionen sind die allgemeinsten
Diagonalfunktionen der allgemeinsten grenzperiodischen Funktionen.

4. Unsere mehrvariabligen fp. Funktionen sind insofern die ,allge-
meinsten®, als bei einer Iteration des Prozesses des Uberganges zu mehr-
variabligen Funktionen eine Erweiterung der Funktionenklasse nicht heraus-
kommt. D. h. fallt man unsere allgemeinen Begriffe: Punkt, Intervall,
[ntervallinge, Verschiebungszahl, Periode usw. als ,eindimensional“ auf,
und baut auf ihnen auf dieselbe Weise, wie diese aus den . tatsiichlich ein-
variabligen* Begriffen hergeleitet wurden, ihrerseits ,mehrdimensionale®
Begriffe auf, so wird dadurch die Klasse der fp. Funktionen nicht ver-
grofiert.

11.

e

Integralgleichungen.

Wir wollen noch am Beispiel der Integralgleichungen sehen, in wie
unmittelbarer Weise Betrachtungen iiber reinperiodische Funktionen auf
fastperiodische iibertraghar sein kénnen.

Es liege eine reelle fp. Funktion zweier Variablen K (2, y) und eine
reelle fp. Funktion f() vor. Gefragt wird nach allen fp. Funktionen ¢ (2).
welche fiir konstante Werte 1 der Gleichung
(A) ple)=f(z) —AM{K(z,t)p(t)}

geniigen. Wenn man der Gleichung (A) die Gleichung

1
(B) " (x)=f*(z) — A [ K* (z,t) " (2) dt
1]
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gegeniiberstellt, in welcher die Funktionen ¢ (z), f (x) und K™ (z,¥)
als (durchweg) stetig und in jeder Variablen reinperiodisch mit der Periode 1
angenommen werden, dann kann man, iiberschligig gesprochen, behaupten,

dall jede Aussage iiber die Gleichung (B) unmittelbar und wortlich auf
die Gleichung (A) {ibertragbar ist, wenn man jede vorkommende Operation _J'I
durch die entsprechende Mittelwertbildung ersetzt. (Wir halten uns hillj‘r
sichtlich der gegebenen und gesuchten Funktionen strikt an unsere Defi-
nition der Fastperiodizitit, obwohl man auf Grund bereits bestehender
Verallgemeinerungen des Fastperiodizititsbegriffs (Stepanoff [1]) mit den
ithlichen Konzessionen an Unstetigkeiten im Falle (B) in gewisser Weise
auch im Falle (A) Schritt halten kann). Z. B. beriicksichtigt man, dall
die Gesamtheit der Funktionen M { K (x,#)g(¢)} fiir alle moglichen fp.
Funktionen ¢ (t) mit M {|g(t)|*} < 1, weil doch nach der Schwarzschen
Ungleichung auch M {|g(t)|} <1, eine ausgezeichnete Menge (mit ex(z,0)
als Majorante) bilden, dann gelangt man (vgl. Courant-Hilbert [1], III,
§ 1 bis 4) wortlich ebenso wie im Falle (B) zu dem Fredholmschen Satze:
Die Gleichung (A) besitzt bei festem i entweder fiir jede Funktion f(x
eine (einzige) Losung ¢(x), oder die zugehdrige homogene Gleichung

ple)=iM{K(x,t)p(l))}

besttzt eine endliche Anzahl voneinander linear wunabhingiger Lésungen
o), wal2), oo, (), tn welchem Falle die Gleichung (A) nur fir
solche Funktionen f(a) losbar ést, fiir die M{f(t)y, (1)} =0, 7=1,2,...,7.
Man kann zu diesem Satze auch anf jedem anderen im Falle (B) gang-
baren Wege gelangen.

Weiterhin gelten z. B. die Zusammenhinge zwischen transponierten
Gleichungen, die Sitze iiber symmetrische Kerne, Entwicklungen nach
Figenfunktionen usw. — Die iterierten Kerne sind zu definieren durch

K" (2,y)=M{K*(z,t) K" (¢,9)} -
Die Resolvente
K(z,y,4)- '_‘;1';~H K (2, Y,
fiir welche
pl(z)=7F(z) A M{K(z,t;1)f(L)},

ist selbstverstindlich auch fastperiodisch und gleich dem Quotienten von

: D(x i) .
ganzen Funktionen — IJ,;’?,'}'J mit der Formel
e N M 1 T - 1
D)=, (—1) = M{|| K(t.,1) [Tl

3

und der entsprechenden Formel fiir D(x,y,4), wiederum kann man die
Eigenfunktionen durch Minoren héherer Ordnung erhalten usw.
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Selbstverstindlich sind wir auch in unserem Falle keineswegs an die
Eindimensionalitit der Variablen # und y gebunden. Genau so und mit
dem Krgebnis ganz analoger Resultate wie im Falle (B) kinnen auch im
Falle (A ) die Variablen x und y zwei (untereinander gleiche) mehrdimensio-

nale (sogar unendlichdimensionale) Riume durchlaufen (vgl. § 10, 4.).
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