Uber Potenzreihen, deren Koeffizienten fast alle
ganzzahlig sind.
Von

M. Fekete in Budapest.

1. Man verdankt den unten folgenden interessanten Satz den Herren
Pélya und Carlson, von denen der erstere ihn zuerst formuliert). der
zwelte aber zuerst bewiesen®) hat:

[. Wenn eine Potenzreihe

(1) a a,z+az"+...+a a4 ...

(] 1

mit ganzzahligen®) Koeffizienten a, im Einheitskreise konvergiert, so ist
die dargestellte Funktion f(z) entweder rational oder iiber den Rand des
Einheitskreises hinaus nicht fortsetzbar. Im ersteren Falle hat flz) die

Form
1“- o

(1L—2P)a°

wober P(x) ein Polynom, p und q ganze positive Zahlen bezeichnen.

2. Den wichtigen speziellen Fall dieses Satzes, wo die Koeffizienten-
folge {a,} von"(1) beschriinkt ist, also nur endlich viele voneinander ver-
schiedene ganze Zahlen lenthilt, hat Herr Szegé folgenderweise verallge-
meinert!);

') L. Pélya, Uber Potenzreihen mit ganzzahligen Koeffizienten. Math. Ann, 77
(1916), S. 497—513.

*} F. Carlson, Uber Potenzreihen mit ganzzahligen Koeffizienten. Math, Zeitschr.
9 (1921), 8. 1-13.

%) Ganzzahlig heiBt: von der Form @--04, wobei ¢ und b ganze rationale
Zahlen sind.

') G. Szegd, Uber Potenzreihen mit endlich vielen verschiedenen Koeffizienten,
Sitzungsber, der Preullischen Akad. d. Wiss, 1922, 8. 88— 91
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[1. Wenn wunter den Koeffizienten der Potenzreihe (1) nur endlich
viele voneinander verschiedene komplexe Werte vorkommen, so ist die durch
(1) dargestellte Funktion f(x) entweder rational, oder iiber den Einheits-
kreis nicht fortsetzbar. Im ersten Falle hat f(x) die Form

f(z) =2
() = =)
] — 2!
wober P(x) ein Polynom, p eine natirliche Zahl bezeichnet.

3. Herr Szego hat auch allgemeinere Typen von Potenzreihen als der
eben genannte untersucht, indem er die Bedingung der Endlichvielwertig-
keit simtlicher a, fallen lief und das Bestehen dieser Bedingung nur fiir
wfast alle* a,  forderte®). So gelangte er zum folgenden interessanten
Resultat®):

LLL. Die Koeffizienten a, der Potenzreihe (1) mogen nur endlich viele
verschiedene Werte d,, d,, ..., d, annehmen, mit Ausnahme einer Folge
[oh
(2) Oy Tytyy ne vy Oy oes
von Koeffizienten, die den folgenden Bedingungen unterworfen sind:

. >
1. im—=0.
Ty
2. Sie sind beschrankt.
Dann stellt diese Potenzrethe eine eendeutige Funktion dar, deren Euvistenz-
bereich durch einen Kreis | x| = r > 1 begrenzt ist: die singuliren Punkte
im Kristenzbereiche, wenn solche diberhaupt vorhanden sind, sind einfache
Pole, die in Einheitswurzeln liegen. Der Fall r = oo ist so zu wver-

stehen, dafs die Funkition meromorph (eventuell rational) ist.
Dieser Satz ist eine Erweiterung von II und enthiilt zugleich (bis auf
die Bedingung der Beschrinktheit der Koeffizienten) auch den sogenannten

Fabryschen Liickensatz?).

" Eine Teilfolge {un,} der. unendlichen Folge {u,} enthilt  fast alle® Glieder

r 0 i " [ o : 4 (m) .
von {1y, wenn lim = 1 ist, oder, anders ausgedriickt, wenn lim - 1, wobel
y—p o ¥ m-»m M
A (m) die Anzahl derjenigen Glieder von {u,} bezeichnet, deren Index < m ist und
die der Teilfolge {"ir.,. |L
% G, Szegi, Tschebyscheffsche Polynome und nichtfortsetzbare Potenzreihen.
Math, Ann. 87 (1922), 8. 90—111, Satz 3, 8. 97—101.

L3

angehoren.

*) Fabry, Sur les points singuliers d'une fonction donnée par son développe-
ment en série et 'impossibilité du prolongement analytique dans des cas trés généranx
Ann. scient. de I'Ecole Normale Supérieure (3) 13 (1896), S. 367—899; s. insbes,
5. 81 —382, Sur les séries de Taylor qui ont une infinité de points singuliers.

Acta math, 22 (1899), 5. 65—87.
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4. Durch Herrn Szegi angeregt, habe ich mir nun die Frage gestellt,
ob fiir Potenzreihen, deren Koeffizienten fast alle ganzzahlig sind, eine
ihnliche simultane Erweiternng von I und des Fabryschen Liickensatzes
gilt? Es ist mir leider bisher nicht gelungen, diese Frage viollig zu er-
ledigen, doch bin ich zu einem Teilergebnis gelangt, das vielleicht auf
einiges Interesse rechnen kann. Mein Resultat enthilt gleichzeitig den
Satz I und den Hadamardschen Spezialfall®) des Fabryschen Liickensatzes;
es kann folgenderweise formuliert werden:

V. Es seien die Koeffizienten a, der Potenzreihe (1) mit dem Kon-
vergenzradius 1 ganzzahlig, mit Ausnahme einer Folge (2) von Koeffi-
zienten, fiir welche

- - M
lim inf — > 1
T

i = O y==1

besteht. Dann stellt diese Potenzreihe eine eindeutige Funktion dar, deren
Existenzbereich durch einen Kreis |x|=1r =1 begrenzt ist.

Die singuliren Punkte im Existenzbereiche, wenn solche iiberhaupt
vorhanden sind, sind Pole, diein Einheitswurzeln liegen. Der Fall v = oc
ist so zu verstehen, dafi die Funkiion meromorph (eventuell rational) ist.

5. Ieh beweise diesen Satz mit Hilfe einer Methode, welche Herr Szego
zu einem neuen Beweise des Hadamardschen Liickensatzes, ferner des
Satzes T und verwandter Sitze benutzt hat?). Ich stiitze mich dabel auf
einen Hilfssatz, in welchem mein fritheres Resultat!’), betrefiend die An-
niherung der Null durch ganzzahlige Polynome, in verschirfter Form
wiedergewonnen wird. Dieser Hilfssatz lautet:

V. Es sei C eine Kurve in der kompleven x-Ebene von der Be-
schaffenheit, dafi man Polynome
(3) t() = 2"+ S R R = i (n=1,2,...)
finden kann, fir welche auf C (von einem gewissen n an)

[t,(2)] < 0"
gilt, wobei O eine nur von C abhingige positive Zahl bedeutet, die kleiner
als 1 ist. Dann gibt es auch Polynome

g, [‘.!':1 = gt 4 ﬂ{"].‘l"'_l 4 ...+ ﬂ-;lm (n=— 250

%) Vgl. E. Landau, Darstellung und Begriindung einiger neuerer Ergebnisse der
Funktionentheorie., Berlin 1916, 8. 73.

9 A a 0.9,

10) 1°, A.a. 0.4 S.104. 2°. M. Fekete, Uber die Verteilung der Wurzeln. bei
gewissen algebraischen Gleichungen mit ganzzahligen Koeffizienten. Math. Zeitschr.
17 (1923), 8. 228 —249; s, insbes. § 7, 8. 246—249,
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mit ganzzahligen Koeffizienten, fiir welche auf C (von einem gewissen n an

i a0 | oy L
g ()<

ist, wobei ¥, eine feste positive Zahl klesner als 1 bezeichnet.

[ch werde diesen Hilfssatz auf dieselbe Weise ableiten, wie ihn Herr
Kakeya'!) im Spezialfalle bewiesen hat, wo C ein reelles Intervall von
der Linge < 4 ist. Ich betrachte mit Herrn Kakeya die linearen Kom-

binationen
b, g = (1) \ 5 {12 " - (1)
Lpp(x) =1 (x) 1+ 4 Ta—q (2) + 4o Fpea(T) - o Ag—ple (2
der Polynome (3). Offenbar gibt es unter diesen linearen Kombinationen
s = E s = a (78) ~(m) - (71}
fiir jedes m > & auch solche, in welchen die Faktoren E ) M .

dem Betrage nach kleiner als 1 und die Koeffizienten der Potenzen

T R S i akt1 gk ganzzahlic sind. Eine solche Kombination

liflt die Zerlegung
4) D& () == ”H:-‘: L]J - Hy ok (%)

zZlu, WO
o T} — et ] (n, &) =1 _| (k) =2 _| ! (e, k)
G .(z)=n2 g 7Pl G

lauter ganzzahlige Koeffizienten hat, wihrend
.k _k (n, k) k=1 (m, k]
How(@)=ho" 2" + " oo 1+ Ry

ein Polynom von hochstens k-tem Grade bedeutet, deren Koeffizienten dem
Betrage nach kleiner als 1 sind. Aullerdem geniigt Ly x(2) iiberall auf C
der Ungleichung

- | foNg e ol ) qf=1 | aqn—9 i ok 'I‘l“
(i) [ Ly e ()| <07 49 S A S ) .
I 1) A, —_ ! ! 1 i
Sei nun k eine feste natiirliche Zahl, fiir welche
0k
(6) Z =
. 1—-0=3
ist. Man kann aus der Gesamtheit der Polynome
H, () (n=%kFk+1,2+2,...)

eine unendliche Holge
Hn,..{' (@ 15 -an.k { -3'_::'-: o I[u,..!.' AR R

auswihlen, welche fiir » — oo auf € gleichmifig konvergiert, da ja aus den
beschrinkten Folgen
in, k * 3 -k ]
kin ] :_""'—_-'{),I,---n"‘;:; = k- l.k ] -f-)l
solche Teilfolgen

(n, k) ‘ el ‘
h (8=104 15 2,7 ikt »=1,2,%.3)

1) Y, Okada, On Approximate Polynomials with Integral Coéfficients only.
The Tohokn Math. Journal 23 (1923), S. 26—35.
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sich aussondern lassen, fiir welche

i { L

lim A" "

¥ =p o
existiert. Man kann also ein solches Zahlenpaar n,, n, finden, dall n, > n,
und auf ¢

(7) | Hy k(%) — Hy, ()

\ |

1

0

]

ist. Dann ist aber nach (4), (5), (6) und (7) daselbst

||{.‘I?r“.?.' L) I!f-"u”r..l'.' " P"\] |
= i f o | e L
S l'r-u,_,,x.-i-"" Ly, k()] - | Hy,pr () - By v (@) <+ 5 =1,
folglich ist
1 \ Y / b, =1
P(z)=Ga 3lz) — G x(z)=w ety e 4.0+ Vg

ein Polynom mit ganzzahligen Koeffizienten, fiir welches

Max | I'(z)]| =0 < 1

()
ist. Nun konstruiert man mit Hilfe dieses Polynoms die ¢ (2) des Hilfs-
satzes mit grofiter Leichtigkeit. Ist ndmlich

n=gq-n,+ 1,
wo g und 7 ganze rationale Zahlen sind, welche den Bedingungen

g =0, 0sr<m,—1

\/

geniigen, so setze man einfach
|H :| :‘"f {x -_I P r L I-‘I. e | -| i !

Die durch (8) definierten Polynome haben ja ganzzahlige Koeffizienten,
ihr hiéchstes Glied ist x» und sie befriedigen auf €' von einem gewissen
n an die Ungleichung

n—r = (e )"
g.(z) < [xr]67< K9 = K% < -\0%) < of

wo K eine von C und n, abhiingende, von n unabhingige Konstante,
1

i}, aber eine positive Zahl bedeutet, weleche = 60" und < 1 ist.

6. Nun gehe ich zum Beweise von IV iiber. Da die Behauptungen
dieses Satzes im Falle, wo die durch (1) dargestellte Funktion f(a) iiber
den Einheitskreis nicht fortsetzbar ist, offenbar richtig sind, so nehme
ich an, daB sich am Einheitskreise eine regulire Stelle @, von f(z) be-
findet. Dann zeige ich, dal (1) die Zerlegung
(9) S‘ Oy TP |- j . xr= H(x)+ P(x)

¥=1 n=1 "
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zuliBlt, wo H(x) eine Hadamardsche. Reihe (d. h. eine Potenzreihe, fiir
welche

iy n,

lim inf —— > 1

¥ =i O “J- i
besteht ) bezeichnet, deren Konvergenzradius » groBer als 1 ist, P(a) aber
eine Pélyasche Reihe ist, d. h. eine Potenzreihe mit ganzzahligen Koeffi-
zienten und mit dem Konvergenzradius 1. Der obigen Annahme zufolge
stellt P(x) gemill T eine rationale Funktion von der Form

g(z)
(1 —a®)"
dar, wobel g(x) ein Polynom, p und ¢ natiirliche Zahlen bezeichnen, wiih-

rend H(z) eine fiir |a| < r regulire Funktion A (a) definiert, deren
Existenzbereich nach dem Hadamardschen Liickensatz durch den Kreis
x| =r begrenzt ist. Die Funktion
flx) = g\L) - f(x)
S (= e

besitzt ja die in IV behaupteten simtlichen BEigenschaften. Um nun die
Méglichkeit der Zerlegung (9) zu beweisen, werde ich den ,Bruchteil“ der-
jenigen Koeffizienten @, der Reihe (1) abschiitzen, welche ausnahmsweise
nicht ganzzahlig sind. Zu diesem Zwecke werde ich gewisse lineare Kom-
positionen

: e .
(10) Gn, + An, -1+ 2+ ... +0apn, 41

der Koeffizienten a, , a, _, Ap,—2; -+ +y @y, 1 mit den ganzzahligen

Faktoren 1, 4, u, ..., o bilden.

Es wurde vorausgesetzt, daB f(2) im Punkte z, des Einheitskreises
reguldr ist. Sei arca, = g@,. Sind ¢, < ¢, Pa = Py, B >1, 6, >0 ge-
eignet gewihlt, so ist gemiB dieser Voraussetzung f(a) regulir im Innern
und auf der Kurve I'(6), bestehend aus den Kreishigen

|z = R, @, :

(11
; } |l =1 — r'.l._, P

und aus den geradlinigen Strecken

(12) o

1—0<Z 2| <R, arc T = ¢, ,
l—=d5 2| =R

sobald
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ist. Man hat alsdann

10 Lot | = |
(13) R B RIS T R SR o R
1 (" [ £ | A it £ \ -
I / 5 : )| dE
9 i gfy_yFE| e0p—n, -1 EMy—Mp—q 2 n,—n 1~ 2l
I'(8)
L] .
1 fi&) 1Y
&) \ 3=
=—@0 = 0()dé,
- TR Y S Lt S G
4

wo @ () ein Polynom (n, — n,_; — 1)-ten Grades mit ganzzahligen Koeffi-
zienten und mit dem hochsten Koeffizienten Eins bezeichnet. Ich will
zeigen, dall bei geeigneter Wahl dieses Polynoms der Betrag von (10)
(von einem gewissen » an) kleiner als 0" ausfillt, wobei ) eine feste posi-
tive Zahl bezeichnet, die kleiner als 1 ist. In der Tat, ist é, =< J, passend
gewiihlt, so geht die Kurve I'(d) fiir 6 <4, durch die Transformation

&x

=i
[

in eine Kurve (C(48) iiber, deren Abbildungskonstante®) kleiner als 1 ist.
Nun kann man aber zu jeder Kurve mit einer Abbildungskonstante kleiner
als 1 Polynome von der Form (3) finden, deren Betrag auf der Kurve
von einem gewissen Wert des Polynomgrades n an kleiner als & ist, wo-
bei ¥ < 1, > 0 ist und nur von der Kurve abhiingt'®). Daher darf man
den Hilfssatz V auf die Kurve C(d,) anwenden. Danach gibt es Polyome
g, (x) mit ganzzahligen Koeffizienten und mit dem hochsten Gliede 2,
fiir welche auf €'(4,) und somit fiir § < 6, a fortiori auf C(d) (von einem
gewissen n an)

(14) g, (z)] < 97

ist, wobei #, eine feste (von & unabhiingige) positive Zahl kleiner als 1
bezeichnet. Ich behaupte nun:

(15) Qx)= In,—n,_,—1 (:a"_:

12y Die Abbildungskonstante einer Kurve  ist gleich dem Halbmesser desjeni-
gen Kreises mit dem Nullpunkt als Mittelpunkt, auf dessen AuBeres das Auliere der
Kurve (' konform und schlicht derart abgebildet wird, daB die Vergréferung im un-
endlich fernen Punkte gleich 1 ist.

13) Vgl G. Faber: a) Uber Tschebyscheffsche Polynome, Journal fiir die reine
u. angew. Math. 150 (1919), 8. 79—106; b) Potentialtheorie und konforme Ab-
bildung, Sitzungsber. der math.-phys. Klasse der bay. Akad. d. Wiss. 1920, §.49—64,
insbes. § 8. Vgl. auch a, a. 0, 4) und 9).
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leistet das Gewiinschte. Man hat niimlich fiir & < 6, nach (11), (12),
(13), (14) und (15)
" N —1.
' | &) R e y—1
ka | = l L’) [(£) o *I’ll’t" p=173 dé| < ¢, = JU'.J');:

ol == (1—8)™—1+2 : Li=8)™
I'(d)

wo ¢, eine von » unabhingige Konstante und M(4) das Maximum von
f(x)| auf I'(8) bezeichnet. Daraus folgt

1
1 —
fn, 9 i1
hm sup | V&, | = =7
e i ]

wobei

NG
y = lim inf

¥ oo H] 1

ist. Doch ist nach Voraussetzung des Satzes IV,

, y=>1,
folglich
ek Lo =gy
u ;
also besteht bei f — ;" und fiir jedes & <6,
lim sup ']':"E-H_: = 0 :
¥ = AL b
gomit auch
| |
(16) lim sup | Vi, <6,
Vo=t 0

wie behauptet wurde.
Aus der mit (16) dquivalenten Ungleichung

| o, | 67, (0<f<1)

mit Hinsicht auf die Definition der Kompositionen (10) folgt, daB k, bei
geniigend groffem » den Bruchteil'*) von @y, ergibt. Setzt man also

Y= Q,, wenn n == 1,
v, = [a,], wenn n=mn,
Oy, = (@, ),
so erhilt man die Koeffizienten der Zerlegung (9). Damit ist der Be-
weis von IV in allen Stiicken dargetan.

) Der Bruchteil (z) von z ist gleich der Differenz
z—[z],
wobei [z] diejenige ganze Zahl a--ib bedeutet, weleche zu > am niichsten liegt ( gibt
es solcher mehrere, so ist unter ihnen diejenige zu wiihlen, deren beide Koordinaten
a, b moglichst groB ausfallen).

(Eingegangen am 24. 11, 1925))
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