Sur une nouvelle fonetion entiére et son application
a la théorie des nombres.
Von

5. Wigert in Stockholm,

Introduction.
Dans une note récente!) j’ai étudié la fonetion L,(z), defime pour
R(z) > 0 par la série
i
.T.—_l rf'”j —1 :

k étant un entier positif = 1. En supposant le nombre k pair, L, (z)
admet la formule de transformation
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Si k est impair, on aura seulement une formule asymptotique de trans-

formation, comme je I’ai montré dans la note citée.

1) Sur une extension de la série de Lambert, Arkiv for Matematik etc. 19 A,
Nr. 8, 1925.
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Dans le présent travail j’ai cherché & tirer parti de la formule (A)
pour le calcul de I'intégrale

J’al obtenu ainsi une représentation analytique de la fonction?)

1 LT (
Ma® () (z— n)?,
R=T
analogue a un développement traité par moi 4 une autre occasion?®). Or,
on ne rencontre plus les fonctions de Bessel, dont la théorie générale était '
si utile. On aura ici affaire & la fonction entiére

; I'F s [‘:I-“.';'“
gr,a(2) =D — = _
p=0 ul’ \ 2 g +1]

" : i 1 VA =
le paramétre ¢ ayant la valeur spéciale p - - . La premitre partie de
A I s I I
cette note est consacrée a I'étude de la fonction g .(z). Il ’agit sur-

tout d’un examen de |g .(z)| dans le cas ol la variable 2 appartient
a la région angulaire

y [ o= | = oy o 2 | e |
3\ P =882 55 -.‘1 %)

Je me hite de signaler une lacune dans mon analyse de g .(z). Cest
qu’il manque une méthode pratiquable pour le calcul de la fonetion, le
module de z éftant trés grand.

Dans la.seconde partie"je m’occupe de la démonstration de Pégalité
fondameniale*)
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) {i”"]{?r] = le nombre des diviseurs de n qui sont des puissances kitmes,

¥) Sur quelques fonetions arithmétiques, Acta Math. 87, p. 132,
r
T(EY vt 1 : i
) §® (n) = \ —, ou l'accent affectant la somme signifie que » parcourt

el I~ =
»|n ok

seulement les diviseurs de » complémentaires & ceux qui sont des puissances kitmes,
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)

oit il faut supposer, cependant, p >1. Je n’ai pu décider, si la série

converge ou non pour p = 1. Mais pour p > I la convergence est absolue
p=1n

1]

I - =
eati=—10 'z EHL]:

. ; 1
et la partie du second membre succédant au terme
i |p

(e résultat est un peu plus précis que celui qu’on obtient immeédiatement

de la formule

-+t
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n=x a—i@
I, p=1 3
: . e £
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Ajoutons seulement que le résultat trivial
I ]'u
1 L1k . 7 e 1 =i
\, o x (n) [ — J‘.r) =6 | .H T () : 'J').l

n=x
peut éfre préecisé un peu, pourvu que k ne dépasse pas 4. En partant

de I'équation

1
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et en formant la premiére différence correspondant aux valeurs % | x*

et = on trouve en effet
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n=x [ + =
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x
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Sur la fonetion entidre g, .(2) = > { -
=1 1:: IT (f-ﬂ— 4 iJ

1. Nous commencerons par déduire quelques relations importantes

concernant la fonetion g, (2z). On a d’abord

(1) 7..(2)=—9, 1(2)

20;, o (2) = kg, .1 (2) —keg, . (2),

(14
d’on
| Fa B
\ d { | \
[ o 08 P Y | | ke
) T f}#_” \&T ) z {fﬁ_“t__] WA P

relation qui nous sera utile plus tard. On trouve de méme

(kY r..3 ' sk 5
g (2)=(—1)" 7 o4a(?)s
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; 1a o I
y 1! i I_'-c- qu_b ]| i [y
AP

(4] E )
o ffi.l,, ALy

, et

ce qul fait voir que la fonction y - Ji..|2) satisfait a Uéquation différen-
tielle linéaire et homogéne dordre k -1

k41 k

i 1 y [ N Sl k1

2— ";-:—A-lw--‘—ll { — | 1)" ky=0.

dz dz :

Disons aussi un mot sur le cas oii le paramétre ¢ est < (. Soit A
Pentier positif défini par les inégalités

[ SE= kK

c'est-d-dire 4= [— ke«

en employant une notation bien connue. On
démontre alors la formule

: . 1 ;
=l A : AR T (— 1)zt
Ay g s e =l (I—8) g “aii(z0) a0 F Y =
S |4 . k. a+ == -—“I_I{,-'H_ )
= ] v it i !. e — |
\ & /

d’oi nous voyons que 7. .(2) peut s’exprimer a I’aide d’une fonction &
parametre positif. Dans ce qui surt nous supposerons towjours o« = ().

2. Nous allons maintenant étudier Pordre de grandeur de 7. .(2)
en nous servant de la représentation intéorale '

-f ¢
S 1 I'(s)ds
(o) f'jﬂ__ul:_z:z 9 i y =
Al A L %)
[t =11} st
En posant
s=a-1t, ;= p et
on aura, comme il est bien connu
; 1 TR Tk ; 1 g \
~ ¢ [ =5 =511 1 s ey
I'(s) O\t LR ; = (L i 2k g2k :
I led1 |
\ k.
S Al _mf |
et par la, en supposant |¢| - -5\ — =
o
v I f = 1 A
| _(_,',,r;] rI|:|.-- ..1_” 1 el | Pelyt
19ka(2) | < —= | 1 kJ e E di.
el

On peut choisir ¢ aussi grand que Pon veut; Dordre de 7. .(2)| pour

0 —>0co sera donc inférieur & toute puissance négative de p. Si, au
r i i S ke .
contraire, | ¢ 11— =) il faut supposer @ - L Nous allons re-
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prendre plus loin ’étude de ce cas, mais a présent nous chercherons une
limite supérieure plus précise de |g, |

x 1Yy
pl<5(1—%)

(z)| en admettant I’hypothese
i) Soit done
e
a=a'+n, 0<a'<l, @&'=a'+it;
O aura
gl ZLa' +t< 1414, (s’ +n)
(8’ +1) | (8" +n—1)I(s'+1)| < (t+2)...(E+=n) | T'(s’ +1)[,
d’ot
, ].',ln 1| 0(8"+1)], |
I'is" — H-] i i
T a1 T 1), 2> 1
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I'(a-+1tt)| - l

e
L

)
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(]
/9

1
\ar(at2)*7e

8 A |
en désignant par A une constante absolue. On a done finalement
formule (5) peut aussi §’écrire

=1
oy :
2 =4
i -.|'. o fa \ {5
* I'(s8)L(+—¢)sina|=—a)ds ,
1 I 5 \k / \ ke !
d. . \%) g 1 ]
vk, 2xi J z2t
GE—1x
de sorte que nous aurons
i . 1 l S '] A | |L i iy :"
( (2)] << (g)I'| il e ; g
Jl;_-__,._ o =T oa ) J \ .I' \ 7 i /| (2 {l‘lf [
Qi |
La partie de cette intégrale correspondant & ¢ < 1 est
:§ \ fa i
INa-+4+2)1"| S
o W y Hips ) d
. %
quant & [, elle sera
1
= .
S f 1 1
s \ r:{l. J a—1 — \ (1.- )_. 7 ¢
Bl A 1 2 Kk J
IN'e+2)I'(+ —e ’lj t e dt .
o ' G
e 1Y
En désignant par o la différence (l |

ST

@| on trouve ainsi
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4 - [ & - ; f
J'-.'i.r-i—‘i’:-.!‘ilr e+2Ma-d f- o
= \lt' / A .It )
7. .(2)|< 4 ,
pa " %
ft L [
(N (B
i a+2 o i
(21 (a+2)\ (: ) (' f] I
z I\.,fr oe Y ¢ R [
- rr(l E }
8
i o i { 1 T
it
I Lk 2(1 ; ) N
2 s =] i a | 1 J
{2\ Sal L/ i \ fi /
sl =] By .a ;
\ 0 1 . 1 i 1
’r{1 ) af1+--) 3(1. ) - 14
(5 4'3 L k [ 2 ":' .ll, k i A i
ou bien
1 i
'] !
i { Boonghil? | k)
"r.‘. il k,a 1 1 2
_,I'fk il x 0
en posant, pour abréger
/ 1
U)o
Py, : 1"
i ..1 s
Al
1) 1
(1 k I
. {a[ '?"J ) 1 , 2G+1) 4 s s
La fonetion : atteint pour a — — g, 0 0 | BOn mni-
gt =
L=
Bad ¥y
o 1 k
f LY E+1 L 2(Ek+1
—_’(!--;I}rr EI(' AJ*'L 3%
mum —e / e En observant que
= 1 2k
ol Ry TR
" RS que a’ (_)(u" s
. i, ! J
on aura done le résultat suivant
J &
(0) 9 . (2) Oi\emtt

: \
l 0 _':l —l:_;l q =)

3. Considérons maintenant le cas o1 d — 0. De la formule | 5) on

- £

= - I, 1 \ . : i - -

tire |g, (2) ()( ), mals nous verrons qu'on peut s’affranchir du

. e
k41

\ 0 )
terme e. A cet effet nous allons représenter notre fonction entiére par
une autre intégrale, 4 savoir

Mathematische Annalen, 98, 28
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a4+ i
.
] L (IP):.
~ II“' 3
{ 'l:] rfl'{_.J‘u' Dai e o ® 1 d”"
a—1%
{ ’,-ﬂ]
Posons icl
(s : .
t oo
] H 4 0 €
cos J =
il g’ensuit
R * S
2 == (cos ) CO8 (q : = J
= r)
I« (%) ‘- I e cos*~10|db |
Gk, 2 \= T |
b 4
)
: yoom 1Y i i Vel (O 0 ;
En Snppnsaln{: = -__,-[\l = on aura cos I,\:Jr = 8111 '.\_._! T Bfs %/ el
! L
gin < :
LT, oy k _ sine 3 P :
en tenant compte de I'inégalité > —— , valable pour 0 <y <=,
: P v
k
g (pisdi e oy o SR o
on voit bien que cos{g —)> - cosftl. Nous avons amsi
1
e = _(cos @) Kk
+
- ’ R(& e %k
/el () 6 i cos”~ 1 0 db
YRoa\Ts o
T & )
L1}
AT
ka
1 1 : 1

b

£y

: . - a 1 ¢ 2
Sur la fonetfion arithmétique — \,.Td“‘] (n) (x—n)”.

2=
n<ao

Reprenons la formule de transformation (A) et appliquons-la au calcul
de l'intégrale

1 |‘ eTf Li(2)dz

ke *
2
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oi x est réel et > 1, @ >0 et p un entier positif choisi suffisamment

grand, En substituant pour la fonction [, (z) son développement

1
T
i (T
n(z)= 23 (n)e p
fl 1

il faut montrer avant tout que
f-':

5

- - I I
T k
\. ;"s '"(n)e = dz = ()

1
L n=g+

== J=o

lim B, = lim _]] . J
|

en mettant, pour ::.hrégm'

Yy=|am) Eigaes - y=1(),..5 1.
1
e = {u
. - -4 Py T okl s 5 =
Considérons, d’une maniére générale, la somme > 8™ (n)&" ,o000 < &1,
n=g+1
Pour n >1 on a
i il 1
-I.le—1_l'£‘ e h k ] & ‘-_-'lr—li"l"
oy =iy = | L
n %)
5 %) ¢ %
et, en posant T = 3 8% (»),
=1 gt
1 |_ 1 _]
5] H-I—: (1) =1 k asl T L_,Jk f {'- .‘._.'.'E---l."" = k- T
) e )& T L S n—1
n=g+1 : n=g+1"
1
o &
= T /71 e
< (1 ) P
n=q
Or, on trouve sans peine
a Ay ,
T =n*tlogn+0(nk)<n’, (n=>q
ity e o] .
pourvu que £ soit > —-, et par la
| 1
ST b xR oopk
> 8% (n)E" (1 —&) ¥n"E"
n=g-+41 n=q
D’autre part®)
5 On a en effet pour ¢ >0, 1>4>0: (1 f_l"-' <14+4E, (14 IJ',E L1+ (1=4)¢,
EET AR ; At
1St LFa) ot b, (14-6)2>1
! A ¥ o ]
(14+¢)
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1 1
1 1 ! —
I j | ¥ k - b
| q L | q - ff Irlr 1 T = T
: yAl= < TAT== : =
k14 E(g+1)
q/ N
lir][ll'.
1 1 : !
‘o - "-_ -ﬁ: r
T foaenk fonk T ry B gl o=
Ml et = gl &2 bl bl
— — q ‘
pgid =
> |
J".
:
i 1
i i |
gler ¥ (1 f2)gkary
: — q
y=1
Nous avons de plus pour 4 =0
1 P 1 1
 : - .4 -
T k * k i ) I 3 A
N e=2» J(’_ £ di l_, Max(fte—*+ |
—_— ,5"' / e i
r=1 o o
L}
r I = - PR R i?'{
| 1 i s k { ok =
Moye—# | I fe At - | =
e e A e a)'.-l
yp=1 © s
L1}
1
log —
! K = : btient ainsi®)
i in posant A= on obtient amsil”)
| 1
{ k I"r]l 1)
1
1""-
. 1 _l-
| ] 7, 2h—=13
f N i B\ L kgt i s ]
‘ — i » k 1 _..‘.ll
| r=l (log —
! ¢ o . oo T e 1y
'% parce que 2k —3 =>4k — 1 pour k£ >2, et enfin (1 —&< log <)
| \ (=

(feci posé, nous pouvons écrire”)

! %) Je suppose ici log— < 1. Il n'y a pas la d’inconvénient, comme naus verrons
tout de euaite.
1
14— i
] 3 e
(2= » (060} I
= a ket
. ; : T 2l : (2=t
“) On voit que £ =¢ ae >, pour peu qu'on prenne > ;
£ B
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14— S L
q 1 L 1 “(cos @) F
1 J e® % (ans 0 v 14 k I \‘, T ek l adf
| ‘h"f.-' 1 = 1 e [t n)e cos® 0
[ll it Pt & ]rl g2 I
1
T -_'...]- I : 14 II
._;' ] q cos f) 4 :
& £ —0 3
e*2 (0 (k,a)q kti=8 [ g el (cos ) " F dhf
0
1 k f 2 A
) II’E!-”; i - ~ & k+1 (—T.« i 2ES ) : .
, D et PO Sl Rz &
En supposant — << ff << iy il suffit de prendre p = (k--1)(2 s

: 1 : s S .
pour que le.\'pusrmi de 8016 pusl!'lf, mous cette h_\'l'ml']u_-..-sw on aura done
f}' o

HF---}U pour g —oco, ce qul revient a dire que la formule (B ), obtenue
par intégration terme & terme, est exacte. Or, la série indefinie figurant

\ d . ¥ . ~ & i ot
en (B) est absolument et uniformément convergente pour p = 2. En eflet,

X

‘\;IJ;I (1)

pol T 1 ; ]
la série \‘, = converge absolument pour R(s) > p et nous avons
2= i ]
n=1
i 1t 1 +I"_"J'! 1) xd k. . ] n
q 1 L(2a) *e 2k Vpgp)=0| kp+l];
&, p k ) e g 0 Te(k+1)

il suffit done que p soit > 1. En vertu de Iéquation (2.) la différentiation
ne produit dans la formule (B) autre changement que de remplacer p par

p— 1. Légalité (B) reste donc valable pour p

Le cas ou p=1 semble difficilee. On peut montrer quen Tem-

placant S (%) par sa valeur moyenne log :: on obtient une série absolu-
nH“ fe
ment convergente, mais on ne parvient pas i une démonstration de con-
n 1 1
vergence en employant la formule 3 S¥(»)=n*logn -} O(n*) et la
v=1
sommation partielle.

(Eingegangen am 9. 10, 1925.)
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