Uber die Entwicklung einer Funktion einer komplexen
Veriinderlichen nach Polynomen.

Von

J. L. Walsh in Miinchen ).

In dem vorliegenden Artikel soll in der Hauptsache ein Beweis des
folgenden Satzes entwickelt werden:

Satz . Ist die komplexe Funktion F(z) der komplexen Verdnder-
lichen z =& - iy stetig auf einer Jordanschen Kurve C, die den Punki
z =0 einschliefit, so lifit sich F(z) in eine auf C gleichmdfig konver-
gierende Reithe won Polynomen in z und 1/z entwickeln.

Dieser Satz ist eine Verallgemeinerung des klassischen Satzes von
Weilerstrall, dall jede stetige periodische Funktion von @(fl) von Periode 27
sich

or
L=}

leichmifig entwickeln lifit in eine Reihe von trigonometrischen
Polynomen:

D (0) = _"T >Ma;,cosnfl 4 b, sinnf).

{=0 n=0

Satz I i1st mit dem Satze von Weierstrall identisch, wenn die Kurve
der Einheitskreis i1st, denn die Relationen

. zn g—n zh | »—n
s1n R H’ _ . COR N H —_—
21 9
z' =cosnb-L¢sinn@, 2z "=cosnl —isinnb

gelten dann auf €. Jedes trigonometrische Polynom ist ein Polynom
von z und 1/z, und umgekehrt.

Satz I findet sich schon bewiesen fiir den Fall, daB die Kurve (' eine
analytische Kurve ist®),

1y National Research Fellow.
?) Walsh, Transactions of the American Mathematical Society 26 (1924), 8. 168,
Fubnote.
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Satz I ist dem folgenden neulich bewiesenen Satz®) dhnlich, welchen
wir im Beweis gebrauchen:

Satz 1I. Ist die Funktion F(z) im Inneren einer Jordanschen
Kurve C analytisch und im entsprechenden abgeschlossenen Bereiche stetig,
so lafit sich F(z) in eine im abgeschlossenen Bereiche gleichmdfliig kon-
vergierende Reithe von Polynomen in z entwickeln.

Satz II wird durch einen Satz von Courant iiber konforme Abbil-
dung') gewonnen, dessen Benutzung mir Prof. Carathéodory geraten hat.
Zum Beweise von Satz [ benutzen wir den folgenden Hilfssatz:

Satz III. Hs sei B ein ringformiger Bereich, der durch zwei
Jordansche Kurven C, und C,, die keinen gemeinsamen Punkt besitzen,
begrenzt wird, und es sei die Funktion F(z) im Inneren von B analytisch,
tm entsprechenden abgeschlossenen Bereiche stetig. Wenn der Nullpunki
im Inneren von C, und C, liegt, so lifit sich F(z) gleichmdfig im ab-
geschlossenen Bereiche B nach Polynomen von z und 1z entwickeln. Wenn
Cy tm Inneren von O, liegt, so ist diese Entwicklung die Summe einer
auf und innerhalb C, gleichmdfiig konvergierenden Reihe von Polynomen
von z und einer auf und auferhalb C, gleichmdfig konvergierenden Reihe
von Polynomen wvon 1/z.

Es seien K, und K, zwei 1m Bereiche B liegende analytische Jordan-
sche Kurven, so dafl jede die Kurve C, einschlieft, und es liege K, im
Inneren von K,. Die Funktionen

1 ((F(t)dt , 1 ((F(2)dt
(1) F(2)=s— - F (2)=: [ ( i
2xi) t—z 2 2mxi ] t—z
K, K.
wo die Integrale im positiven Sinne in bezng auf den durch K, und K,

begrenzten Bereich erstreckt sind, verhalten sich im Inneren von K, bzw.
im Aufleren von K, analytisch. Wenn z zwischen K, und K, liegt, so
gilt die Gleichung

(2) F(z) = F, (z) + F,(z).
Die Integrale (1) sind von der besonderen Wahl der Kurven K, und K,

% Walsh, Mathematische Annalen 96 (1926), S. 430—436,

(Bemerkung bei der Korrektur.) Ich habe erst neulich {am 23. Juli 1926)
durch eine freundliche miindliche Mitteilung von Herrn Marcel Riesz erfahren, dal
dieser Satz durch die von Carleman benutzten Methoden sich beweisen ldDBt.
Carleman hat einen #hnlichen aber weniger allgemeinen Satz bewiesen. Vgl. ,Uber
die Approximation analytischer Funktionen®, Arkiv fér Matematik, Astronomi och
Fysik 17 (1922—-23),

Herr Riesz hat diese Tatsache vor drei Jahren bemerkt, ohne sie zu publizieren.

) Gottinger Nachrichten 1914, 8. 101—109, Satz IV.
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unabhiingig; wir lassen diese Kurven die Kurven €, bzw. €, annihern,
Die Funktion F,(z) ist im ganzen Inneren von K, regulir-ana-
lytisch. Wenn 2z zwischen K, und K, liegt, aber sich einem Punkt von C,
niahert, so nahern sich F(z) und F,(z) — und deshalb auch F,(z) —
stetigen Grenzwerten. Die Funktion F,(z) betrigt sich ebenso, wenn z
gegen einen Punkt von (), geht. D. h. die Funktionen F,(z) und F,(z)
sind im Inneren von C, analytisch, im entsprechenden abgeschlossenen Be-
reiche stetig, bzw. im AuBeren von €, (inklusive des Punktes oc) analy-
tisch, im entsprechenden abgeschlossenen Bereiche stetig, wenn passende
Definitionen dieser Funktionen auf den Kurven gegeben werden. Die
Gleichung (2) gilt fiir alle im abgeschlossenen Bereiche B liegenden Punkte.

Die Funktion F,(z) liBt sich nach Satz IT auf und im Inneren von C,
nach Polynomen von z gleichmilig entwickeln. Man sieht durch die Trans-
formation z = 1/2’, dal} die Funktion F, (#z) sich auf und im Aufleren von 2k,
nach Polynomen von 2z’ gleichmifig entwickeln lifit. Die gliedweise Summe
dieser beiden Entwicklungen befriedigt die Behauptungen unseres Satzes.

Jetzt konnen wir den Satz I leicht beweisen: es sei u — f

‘(z) eine
Funktion, die das Innere von C auf das Innere des Einheitskreises I' in
der %-Ebene abbildet, so dal f(0)=0 ist, und es sei z —= ¢ (u) die Um-
kehrfunktion von f(z). Die Funktion F[¢q(w)] ist auf I" definiert und
stetig und lilit sich dort nach Polynomen von # und 1/ nach dem
Weierstralischen Satze gleichmifBig entwickeln. D. h. wir haben auf ¢
die gleichmifiige Entwicklung

3 N a0 i T 3,
(3) Blzy= > =% e, [f(2]]"

=0 n=—1i
Die Funktion f(z) liBt sich nach Satz IT auf ¢ durch Polynome von z
gleichmiBig approximieren. Die Funktion 1/f(z) ist im Inneren von ('
iiberall regulir-analytisch, aufler im einzelnen Punkte z — 0. Nach Satz ITI
liBt sich 1/f(z) auf ¢ durch Polynome von z und 1/z gleichmifig ap-

proximieren®). Der Satz I folgt nun mit Hilfe der Gleichung (3)

8) Ich verdanke Prof. Hartogs die Idee der folgenden Bemerkung.

Satz IIT ist an und fiir sich wvielleicht nicht ohne Interesse. Man kann aber
beweisen, daB die Funktion 1ff(z) sich auf €' nach Polynomen von z und 1/z gleich-
milig approximieren liflt; daher folgt Satz I ohne Gebrauch won Satz III. Die
Funktion f(z) hat namlich eine einfache Nullstelle in z=10, und die Funktion
1/f(z) dort einen einfachen Pol:

f'l_[E:.‘ = : +1i(2),
wo f, (z) im Inneren von (' analytisch ist und im entsprechenden abgeschlossenen
Bereich stetig. Die Gleichung gilt im abgeschlossenen Bereich. In diesem abgeschlos-
senen Bereich liBt sich f,(z) durch Polynome von z gleichmillig approximieren,
also 1/f(z) durch Polynome von z und 1/z.
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Einige weitere Tatsachen sind noch bemerkenswert.

1°. Satz I kann auch folgendermalien ausgesprochen werden:

Ist die Funktion F(z) auf der Jordanschen Kurve C stetig, so lift
sich F(z) tn eine auf C gleichmdfig konvergierende Reihe von rationalen
Funktionen von z entwickeln.

Die Entwicklung, die im Satze I betrachtet wird, ist schon eine Ent-
wicklung nach rationalen Funktionen, und behilt diese Bigenschaft nach
einer ganzen oder gebrochenen linearen Transformation der Ebene. Wir
brauchen also, um die Aquivalenz dieser Sitze nachzuweigen, nur das Um-
gelcehrte zu betrachten.

Wenn eine Funktion #(z) nach rationalen Funktionen entwickelbar
ist, so haben hoichstens endlichviele dieser Funktionen Pole auf €. Jede
rationale Funktion, die kemen Pol auf ¢ hat, laBt sich auf € nach
Satz 111 durch Polynome in z und 1/z gleichmifiig approximieren, wenn
die Lage der Kurve €' die verlangte ist. Die Funktion F(z) lifit sich
also auf € nach Polynomen von z und 1/z entwickeln,

Die jetzige Formulierung des Satzes I ist aber auch giiltig, wenn die
Kurve €' den Nullpunkt nicht einschlieft, und auch wenn die Kurve €
sich ins Unendliche erstreckt.

2°. Ist die Funktion f(z) auf einer Jordanschen Kurve O stetig, so
st eine notwendige und hinreichende Bedingung dafiir, dafi eine beliebige
auf C stetige Funktion F(z) in eine auf C gleichmiflig konvergierende
Reihe wvon Polynomen wvon f(z) und 1[f(z) entwickelbar sei, dafi die
Transformation w = f(z) die Kurve C ein-eindeuttg auf eine den Punlkt
u =0 emschlieflende Jordansche Kurve in der w- Ebene abbilde.

Die Bedingung ist notwendig. Zuerst bilden die Punkte u = f(z)
eine Jordansche Kurve K, weil die Abbildung % = f(z) ein-eindeutig ist.
Die Transformation » = f(z) ist ndmlich ebenso wie f(z) selbst eindeutig.
Die Umkehrfunktion z = @ (%) ist gleichfalls eindeutig. In der Tat, wire

flz,)=1F(2:s)s 2,42 auf O,

o i
. - -,

12 %
go wire die Funktion F(z)= z nicht entwickelbar, denn die Reihen fiir
z—=z, und z =z, wiren dieselben, mit F(z,) = F(z,).

Liegt zweitens der Punkt # — 0 auf K, so ist 1/f(z) in einem Punkt
unendlich und es konnen nur endlich viele Glieder der Entwicklung von
F(z) negative Potenzen von f(z) enthalten; also ist jede Funktion F|(z)
nur nach Polynomen von f(z) gleichmiflig entwickelbar. D. h. jede auf K
stetige Funktion F[¢(u)] wire nach Polynomen von u gleichmiiBig ent-
wickelbar. Liegt anderseits » = 0 aullerhalb K, so ist 1 /2 auf und inner-
halb K regulir-analytisch und dort nach Polynomen von u gleichmiiBlig ent.-
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wickelbar; infolgedessen ist ebenfalls jede auf K stetige Funktion F

o ()]
nach Polynomen von u gleichmiiig entwickelbar. Hier haben wir einen
Widerspruch, weil die Funktion F[¢ (u)] = = _1?: , Wo u, innerhalb K liegt,
stetig ist und doch nicht nach Polynomen von % gleichmi Big entwickelbar®).

Die Bedingung ist hinreichend. Die beliebige stetige Funktion
F(z)= F[@(u)] ist auf K nach Polynomen von % und 1/u gleichmifBig
entwickelbar, d. h. nach Polynomen von f(z) und 1/f(z).

Es ist nach dieser Erorterung klar, dall es keine auf O stetige Funk-
tion f(z) gibt, derartig, dal jede auf (' stetige Funktion F(z) nach Poly-
nomen nur von f(z) entwickelbar ist.

Fiir die Giiltigkeit der Bemerkung 2° braucht nicht die Kurve €
endlich zu sein.

3° Ks sei B ein Bereich, der durch zwei Jordansche Kurven (!, und
C, begrenzt ist, und moge C, auBerhalb der Kurve C, liegen. Es exi-
stiert dann keine Funktion f(z), die im Inneren von B analytisch, im
entsprechenden abgeschlossenen Bereiche stetig ist, so dafl} eine beliebige,
im Inneren von B analytische, im entsprechenden abgeschlossenen Bereiche
stetige Funktion F(z) nach Polynomen von f(z) gleichmiBig entwickel-
bar ist. Kine notwendige und hinreichende Bedingung dafiir, daB jede
solche Funktion #(z) nach Polynomen von f(z) und 1/f(z) gleichmiiBlig
entwickelbar sei, 1s5, dall durch die Transformation u = f(z) der Bereich B
einem Bereiche B’ entspreche, welcher durch zwei Jordansche Kurven ohne
gemeinsamen Punkt begrenzt ist, und daB jede dieser Kurven den Null-
punkt einschliefe.

%) Eine solche Entwicklung wiirde eine im ganzen Inneren von C analytische
Funktion darstellen, was wegen des folgenden Satzes unmiglich ist:

Stimmen die Werte von zwei in einem einfach zusammenhingenden Bereiche B
definierfen monogenen analytischen Funktionen auf dem Rande von B iiberein, und
sind die Funktionen in der in B liegenden Umgebung des Randes von B reguliyr,
in der entsprechenden abgeschlossenen Umgebung stetig, dann sind die Funktionen
identisch.

jin Beweis dieses Satzes findet sich skizziert bei Walsh, Math. Annalen loc. cit.
Es ist auch nicht notwendig fiir die Giiltigkeit dieses Satzes bzw. seines dort ge-
gebenen Beweises, dall die Werte der fraglichen Funktionen auf dem ganzen Rande

von B iibereinstimmen.

Wir haben in der Tat durch die dort gegebene Skizze den folgenden Satz:

Hs sei die Funktion F (2) auf dem Rande eines beschrinkten Bereiches B requlir-
analytisch. Hine notwendige und hinreichende Bedingung dafiir, daf F(z) auf dem
Rande von B (bzw. im ganzen abgeschlossenen Bereich B) nach Polynomen von z
gleichmdibig entwickelbar sei, besteht darin, dab F(z) in jedem Punkt requlir-analy-
tisch sei, der sich nicht mit dem Punkt o durch einen Streckenzug, der keinen Punkt
des Randes von B enthdlt, verbinden labt.

Dieser Satz gilt auch, wenn der Bereich B mehrfach zusammenhingend ist.

Mathematische Annalen. 96, 29
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Der Beweis ist einfach und wird dem Leser iiberlassen.

4°. Man kann ein weitergehendes Resultat als den Satz I herleiten,
wenn die Funktion F(z) auf C eine Bedingung von Lipschitz befriedigt
und wenn die Kurve € im Sinne von Osgood?) regulir ist.

Die Funktion F(z) liBt sich nimlich als die Summe
(4) F(z2)=F,(z)+ F,(z)
schreiben, wo F,(z) im Inneren von (' analytisch ist und im entsprechen-
den abgeschlossenen Bereich stetig, und wo F, (z) im Aufleren von €' ana-
lytisch ist und im entsprechenden abgeschlossenen Bereich stetig®).

Entwickelt man die Funktionen F,(z) und F,(z), so bekommt man
nach (4) die Entwicklung

I e

(5) Flz)=> Sa. 2"+ 5 Ya,z"

— e in L in
i=1 n=0 i=1 n=0

wo die Reihen auf und im Inneren von €, bzw. auf und im AuBleren
von C gleichmiBig konvergieren. Die Entwicklung (5)ist natiirlich nicht
moglich fiir alle auf € bloB stetigen Funktionen, wenn auch C regulir ist.

5°. Es sei der Bereich B durch die Jordanschen Kurven Cy, C, ..., C,
begrenzt, wo B innerhalb C, und auferkald C,, C,, ..., C, liegt, und
wo die Kurve O, keinen gemeinsamen Punkt mit der Kurve
C; (i,7=0,1,....,n, i +7j) hat. Es seien z,,2,,...,2, beliebige Punkite
inmerhalb C,, C,, . .., C, bzw. Ist die Funktion F(z) innerhalb B ana-
Iytisch und im entsprechenden abgeschlossenen Bereiche stetig, so ist sie

in demselben abgeschlossenen Bereiche die Summe von (n - 1) Funktionen:

F(z)=F,(z2)+ F,(2)+ F,(2)+ ... + F,(2),

{1 38
wo F,(z) im Inneren von C, reguldr und im entsprechenden abgeschlossenen
1,2,...,n, tm Aufleren von C,

Bereiche stetig ist und wo F,(z), k=
reguldr und im entsprechenden abgeschlossenen Bereiche stetig ist. Die
Funktion F(z) ist also im abgeschlossenen Bereiche B als die Summe
von. (n - 1) Reihen entwickelbar:

@ i 0 i

T ! . - 2 et ot LA—m
F {".l _\ l Qym 2™ .l .l Aim (2 — %, Jll
=0 m=0 =0 m=0
= . n S : 0] ;
i v T — 1 1 Yk -
2] [2 _l _:'. Qi [‘3 = zg) SIS B l i Tim (Z =X 21'1) L,
=0 m=0 i=0 m=0

Jede dieser Reihen konvergiert im abgeschlossenen Bereiche B gleichmdfig;
die erste konvergiert auf und im Inneren wvon C, gleichmdifig, die

7y Funktionentheorie I (Leipzig 1912), 8. 51.
#) Plemelj, Monatshefte fiir Math. und Phys. 19 (1909), S. 205—210.
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(k--1)-te, b=1,2,...,n, konvergiert auf und im Auferen von C,
gletchmafig.

Der Beweis dieses Satzes ist fast genau derselbe wie der Beweis des
Satzes III.

6°. Jede Funktion F(z), die auf einem Jordanschen Kurvenstiick €’
stetg ist, laft sich auf O nach Polynomen von z gleichmdfig entwickeln.

Man kann eine Jordansche Kurve (! konstruieren, von welcher das
Stiick @' ein Bogen ist?). Wir nehmen an, dafl der Nullpunkt inner-
halb C liegt. Die Funktion F(z) libt sich auf O fortsetzen, so dal die
erweiterte Funktion F(z) auf der ganzen Kurve C stetig ist. Nach Satz I
liBt sich die Funktion F(z) auf C' nach Polynomen von z und 1/z gleich-
miflig entwickeln.

Die Funktion 1/z ldBt sich auf €'’ nach Polynomen von z gleich-
millig approximieren. In der Tat, sei K ein Jordansches Kurvenstiick,
welches den Nullpunkt mit dem Punkt co verbindet, und welches keinen
Punkt von €’ enthiilt'®). Die in solecher Weise aufgeschnittene Ebene ist
ein einfach zusammenhéngender Bereich B, in dessen Inneren die Funktion 1/z
regulir-analytisch ist, und dessen Inneres den Punkt oo nicht enthilf.
Nach dem wohlbekannten Satze von Runge ist also die Funktion 1/z im
Inneren von B nach Polynomen von z entwickelbar und die Reihe kon-
vergiert gleichmiflig in jedem ganz im Inneren von B liegenden abge-
schlossenen Bereich, daher auf €.

Da F(z) auf C" nach Polynomen von z und 1/z gleichmiifiig ent-
wickelbar ist, und da die Funktion 1/z sich auf ©" durch Polynome von z
gleichmiflig approximieren lilt, so ist F(z) auf (" nach Polynomen von z
gleichmillig entwickelbar.

Die Bemerkung 6° ist eine direkte Verallgemeinerung des klassischen
WeierstraBschen Satzes, daB jede in einem abgeschlossenen Intervall
a < x < b stetige Funktion F () sich in diesem Intervall nach Polynomen
in z gleichmifig entwickeln laf3t.

Diese Bemerkung 6° hat der Verfasser erst nach einer Unterredung
mit Professor Hartogs gemacht. Professor Hartogs hatte schon diese Be-
merkung fiir ein analytisches Kurvenstiick O gebraucht, um weitere An-
wendungen auf Entwicklungen nach Polynomen zu machen. Die allge-
meinere Bemerkung 6° ist ebenfalls weiterer Anwendungen fihig'!).

" Vgl. von Kerékjarté, Topologie I, S. 69 (Berlin 1923).

10) Ein einfacher Bogen zerlegt die Ebene nicht. won Kerékjirto, L e. 8. 67,

1) Hartogs und Rosenthal, eine Arbeit, die in den Mathem. Annalen erscheint.

(Bemerkung bei der Korrektur.) Noch eine weitere Anwendung ist fol-
gende: Ist die Funktion F(z) auf einer beschrinklen abzdhlbaren Punktmenge M, die

(Fortsetzung auf der niichsten Seite.)
29%
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Fiir die urspriingliche Bemerkung 6° muf die Kurve C' ganz im

Endlichen liegen, aber fiir die folgende Bemerkung — die sehr leicht zu
beweisen ist — kann die Kurve ¢’ sich ins Unendliche erstrecken.

Bs sei die Funktion f(z) auf einem Jordanschen Kurvenstiick ¢’
stetig. Bine notwendige und hinreichende Bedingung dafiir, dafi jede auf a’
stetige Funktion mach Polynomen von f(z ) gleichmdfig entwickelbar sei,
besteht darin, daf f(z,)==f(z,) sei, wenn z, ==2, st und 2z, und z,
auf C' liegen.

Diese Bedingung ist namlich die, dall die Transformation u = f(z)
das Kurvenstiick ¢’ eineindeutig auf ein beschrinktes Jordansches Kurven-
stiick abbildet.

Wenn die Funktion f(z) reell ist, so ist also notwendig und hin-
reichend, daB f(z) monoton im engeren Sinne sei.

Sind die Punkte der Kurve ¢'' als eine eindeutige stetige Funktion

z(t) des reellen Parameters ¢ gegeben, wo z['f. j:iz z(t,) ist, wenn ¢, = f_
ist, so heiBt monoton ¢m engeren Sinne, daB 1, < 1, stets f[z(t,)] < f[z(%,)]
ergibt, oder daf ¢, < t, stets f[z(t,)] > [z (%, JJ ergibt. Wenn die Kurve Of
ein Intervall der 1u=!lvn Axe ist, so ist diese Bedingung, daB f(z) streng
monoton sei'®).

Es gibt also keine stetige reelle oder komplexe Funktion f(z) von
Periode p, derartig, daB eine beliebige stetige Funktion F(z) der reellen
Veriinderlichen z von Periode p nach Polynomen von f(z) gleichmifig
approximierbar ist. Nach Bemerkung 2° gibt es auch keine reelle stetige
Funktion f(z) von Periode p, so daB eine beliebige stetige Funktion F(z)
der teellen Veriinderlichen z von Periode p nach Polynomen von j(‘,_]
und 1/f(z) gleichmiBig entwickelbar ist. Eine notwendige und hinreichende
Bedingung fiir eine solche komplexe Funktion f(z) ist natiirlich in Be-
merkung 2° enthalten.

7°. Wenn man eine stetige Funktion einer reellen Veriinderlichen

durch Polynome von f(z) gleichmiifig approximieren will, so ist es keines-

nur endlich viele Hiufungspunkte besitzt, stetig, dann ist F(z) auf M nach Polynomen
in z qfruhmuﬂlq entwickelbar. Man konstruiert in der Tat ein Jordansches Kurven-
stiick ¢ , welches die Menge M emh.n]t und man erweitert die Definition der Funk-
tion F(z), so daB sie iiberall auf ¢' definiert und stetig ist. Die Funktion F(z) ist
auf ¢ nach Polynomen gleichmiBig entwickelbar, also auch auf M. Diese Aussage
wurde von Herrn Szegh und mir zusammen formuliert.

1) Eine solche Transformation u = f (2) wird oft von Lebesgue, S. Bernstein, Jackson,
de la Vallée-Poussin und anderen in der Theorie der Approximation durch Poly-
nome einer reellen Veriinderlichen gebraucht, um Resultate iiber rationale Poly-
nome bei der Anniherung durch trigonometrische Polynome anzuwenden, und
umgekehrt. Vgl. de la Vallée-Poussin, Approximation des fonctions d'une wvariable

réelle (Paris 1919).
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wegs notwendig, daB f(z) selbst stetig sei’®). Wir beweisen in der Tat
das folgende fiir reelle Funktionen:

Es sei die reelle Funktion f(x) definiert auf der beschrdankten Punkt-
menge C der reellen Achse. Eine notwendige und hinreichende Bedingung
dafiir, dafl eine willkiirliche auf C tm engeren Sinne stetige Funktion F( x)
nach Polynomen wvon f(x) gleichmdfiig entwickelbar sei, besteht darin,
dafy f(x) eine beschrdnkte Funktion sei, deren Umbkehrfunktion eindeutig
und im engeren Sinne stetiq isl.

Die Funktion g(z) heilit im engeren Sinne stetig, wenn limz, =z,
b ]

nur dann in sich schlieBt, dal limg(z, ) existiert, wenn g(z ) definiert
e ]

ist, und daB diese Grenze gleich g(z,) ist, wenn auch g(z,) definiert ist.

Diese Bedingungen sind notwendig. Die Funktion f(a) mull beschrinkt
sein, sonst ist keine beschriinkte Funktion F(a) gleichmiBig entwickelbar,
auller einer Konstanten. Die Umkehrfunktion @ = ¢ (u) von # — f(2)
muf} eine eindeutige Funktion von % sein. Sonst hitten wir

Haad=fla ] & 1.

In diesem Falle wire die Funktion F(z)=x nicht gleichmilliig ent-
wickelbar, weil die Reihen fiir # =2, und x — 2, dieselben wiiren, mit

Die Funktion ¢ (%) mull im engeren Sinne stetig sein, sonst hitten wir

lim w, = ug,
n—» o

lim %, = ug,
fi—» o

lim @ (%,) = @,

i@

lim g (u4) = 6 + o,

=

wo die Werte u, alle gleich #, sein diirfen, Wir hiitten auch anderseits
fiir F(x)= a die Reihen

s ’ x %
(6) F(z)= 23 X¢,[f(z)]", ¢, konstant,
i=0 n=0
¢ D i . e \n
4 l-.z"i:) =2 2 Cinlg s 'F'LT"-I;) =) 2 Cig '{”.E.' .
i=0 n=0 i=0 n=0

) Die Funktion f(z) kann ja in jedem Punkt unstetig sein. Es sei zum Bei-
spiel das Intervall 0 < x =< 1; wir setzen

fey={,!

&

Y. x rational,
2,  irrational.

Man kann jede fiir 0 < » < 1 stetige Funktion durch Polynome von f(z) gleichmiiBig
approximieren.
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Die entsprechenden Gleichungen fiir die Grenzwerte:

= y n ' ni & T
Y, — T 1 ¥ ” ) - 1 1
W= 2 It pi=23 ey,
i=0 n=0 i=0 n=0

enthalten also den Widerspruch ¢, = ¢q.

Die Bedingung ist hinreichend. Die Funktion F[q(u)] ist vielleicht
nicht auf einer abgeschlossenen Punktmenge definiert, aber lillt sich er-
weitern, so dall sie auf einer abgeschlossenen Punktmenge definiert und
stetig ist und zwar so, daf sie fiir alle Werte von u definiert und stetig
ist. Wenn M so gewihlt ist, dall |f(x)| < M ist, so ist F[p(u)]

fiir — M < w < M nach Polynomen von u gleichmifiig entwickelbar:
| :
) (i) W hnl ay b
Fle(u)]l=2 Jc,u
1=0 n=0

ist, welches gleichwertig mit (6) ist. Hiermit ist unser Beweis vollendet,

Dieser Satz gilt auch fiir eine unbeschrinkte Punktmenge €', wenn
in der Definition der Stetigkeit im engeren Sinne auch der Wert oo als
Grenzwert fiir abhiingige und unabhingige Veriinderliche zuldssig ist, und
wenn wir nur beschrinkte Funktionen .F[\:&:} entwickeln.

8°. Man kann auch analytische Funktionen einer komplexen Ver-
inderlichen durch Polynome einer wunstetigen Funktion gleichmiBig ap-
proximieren. Wir geben nur ein sehr einfaches Beispiel; die Erorterung
liBt sich leicht verallgemeinern und der Leser wird dann einen allgemeinen
Satz formulieren konnen.

In der z(= 2 -+ iy)-Ebene sei w— f, (z) die Funktion, die das Innere

des Halbkreises y¥ > 0, |z| < 1 auf das Innere des Kreises C,: |u| <2
abbildet und sei u = f, (z) die Funktion, die das Innere des Halbkreises
9y <0,|z| <1 anf das Innere einer beliebigen Jordanschen Kurve C,

bzw.

abbildet, die im Kreise |# — 3| <1 liegt. Die Funktionen f, (2)
fy(z) sind in diesen abgeschlossenen Halbkreisen stetig, wenn passende
Definitionen der Funktionen auf den Réndern gegeben werden. Hs sei O
eine beliebige geschlossene Jordansche Kurve, die im Kreise | — 57| = 1
liegt, und €, ein beliebiges Jordansches Kurvenstiick: u = (t), 0 <1 < 1
[wobei w(t,) = w(1,) ist, wenn {, 4, ist], das im Inneren des Kreises
lu—9+6¢]=3 liegt. Es seit u=f;(z) die Funktion, die das Innere
des Kreises C': |z|= 1 auf das Innere von C; abbildet; die Funktion f;(z)

ist im abgeschlossenen Bereich |z < 1 stetig.
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Wir betrachten jetzt die Funktion:

f2) oy =0,lzl<13,
izl g0, |zli<%,

w(z), 0<a<]l, l
(2) fi(z2), —1Za<0, x rational, y=0,
I\ f(z), —1<x<0, a irrational, J

f:(2), |z]l=1, 2*=1,
1492, 2z=0,
1776, =z=1,

die im ganzen abgeschlossenen Bereich C: |z| < 1 definiert ist. Wir be-
haupten: Ist F(z) ¢m Inneren wvon C analytisch, i entsprechenden ab-
geschlossenen Bereich stetig, so lifit sich F(z) nach Polynomen von f(z)
im abgeschlossenen Bereich gleichmdfiig entwickeln.

Es sei z= ¢ (u) die Umkehrfunktion von % — f(z). Die Funktion
Flg(u)] ist, wenn die Definition passend erweitert wird, im Inneren von
C,, C,, C, analytisch, im entsprechenden abgeschlossenen Bereich stetig.
Nach Bemerkung 6° laBt sich F[@ ()] auf C, durch Polynome von u
gleichmiifig approximieren. Wir setzen noch

M
1A\

1,
15

. F(0), |u— 1492|
F w1 :*I s
(=1 r(1), |u— 1776

(1A

Die in solcher Weise erweiterte Funktion F[¢(u)] ist also nach Poly-
nomen von u gleichmiBig entwickelbar'*), und es bleibt nur % durch f(z)
zu ersetzen, um die Behauptung zu erweisen.

Eine solche Funktion f(z), die die Eigenschaft hat, dall jede Funktion
F(z), die fir |2 S
stetig ist, sich nach Polynomen von f(z) gleichmiBig entwickeln Ilifit,

< 1 analytisch und im abgeschlossenen Bereich C': |z| £ 1

braucht aber in keinem Punkt stetig zu sein. Die Funktion
S [ 2 a und g rational,
S | £, (2), in jedem anderen Punkte,
wo f, (z) die obige Bedeutung hat, besitzt die besagte Eigenschaft.

9°. Wir fiigen noch einen Satz iiber den Grad der Approximation
hinzu:

Es sei die Funktion F(z) auf einer Jordanschen Kurve C definiert.
Eine notwendige und hinreichende Bedingung dafir, dafi Polynome n-ten

Wy Walsh, Math. Annalen, loe. cit.
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Grades V, (z) existieren, n= 0,1, 2, ..., derartig, dafi die Ungleichheit
\ e B

(7)) F(z)—V (z)] < ;

L () J [\ ) [ \ ‘ll 1{“

B, R > 1, konstant und von n,z unabhingig,

=

fiir samtliche z auf C befriedigt sei, besteht darin, daf eine auf und im
Inneren von C reguldr-analytische Funktion F(z) exvistiere, die auf ('
mit der gegebenen Funktion F(z) dibereinstimmi.

Wenn die Ungleichheit (7) fiir simtliche z auf € befriedigt ist, so
existiert natiirlich eine im Inneren von C' regulire, im entsprechenden
abgeschlossenen Bereiche stetige Funktion f(z), die auf € mit der ge-
gebenen Funktion F(z) iibereinstimmt, so daB (7) fiir alle z im ab-
geschlossenen Bereiche befriedigt ist; die Funktion F(z) ist bloB die
Grenzfunktion der Folge V (z).

Das Wesentliche dieses Satzes findet sich schon bei Szegt!®), ob-
gleich nicht ausdriicklich betont, aber nur fiir den Fall, daB die Kurve ('
analytisch ist.

Wir geben den Beweis dieses Satzes, wenn die Kurve €' der Einheits-
kreis ist. Hinerseits ist, wenn die Funktion F(z) auf und im Inneren
von C regulir-analytisch ist, F'(z) regulir-analytisch in einem mit C kon-
zentrischen, aber groBeren Kreis, und die Abschnitte V, (z) der Taylor-
schen Entwicklung um den Nullpunkt von F(z) befriedigen die Be-
dingung (7). Anderseits bekommt man fiir die Taylorschen Koeffizienten ¢,
von F(z), wenn F(z) auf ¢ gegeben ist, so dal (7) befriedigt ist,

&

1 el 1 e = Say
G = [ J .FI:\Z:] ikt W D i f [.F[Z} - Ilﬂ—i '.'\2__:'] z=h1dz 5
(8) le

Aus (8) folgt unmittelbar, daB die Taylorsche Entwicklung der vorher
beschriebenen Funktion f(z) in einem Kreis vom Radius o (1 < o < R)
gleichmiifiig konvergiert. Die Funktion F(z) ist daher auf €' regulir-

analytisch.

1% Math. Zeitschr. 9 (1921), S. 218—270, inshesondere S. 263—267: der Beweis
dafiir, daB die besagte Bedingung hinreichend ist, stammt im wesentlichen von
Fejér her.

Dieses Resultat wurde, wenn €' eine Ellipse ist, von S. Bernstein schon friiher
bewiesen: Mémoires Acad. Roy. de Belgique, CL des Sec. (2) 4 (1912), Siitze 24, 61.

Fiir den Kreis vgl. auch de la Vallée-Poussin, loc. ¢it. Ch. VIII, IX.

(Bemerkung bei der Korrektur.) Siehe auch eine Arbeit von Walsh,
Miinchner Berichte, 1926.
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Dieser soeben gegebene Beweis stammt im wesentlichen von Szegd;
er gilt fast unverindert fiir irgendeine analytische Jordansche Kurve C,
wenn man nicht mehr die Taylorsche Entwicklung, sondern die Entwick-
lung nach den zur Kurve C' gehiorenden Polynomen P, (z) (von Szegd)
gebraucht.

Der Satz erstreckt sich aber bis zur allgemeinsten Jordanschen Kurve €.
Die besagte Bedingung ist hinreichend. Die Funktion F(z) ist auf und
im Inneren von C regulir-analytisch, darum in einem gréfleren abgeschlos-
senen Bereiche regulir-analytisch, der aus einer aullerhalb C liegenden
analytischen Jordanschen Kurve €| und ihrem Inneren besteht. Eine
Folge von Polynomen existiert mit der Eigenschaft (7) fiir jedes 2z auf
und im Inneren von O,, infolgedessen fiir jedes z auf und im Inneren
von (.

Die Bedingung ist notwendig. KEs gibt nach einem Satz von
Carathéodory **) auflerhalb bzw. innerhalb €' liegende analytische Jordan-
sche Kurven €, und C,, so dall das AuBlere von €, bzw. C, auf das
Auflere des Kreises |u|=p bzw. |u|=1 (1 < p < R) abgebildet wird
durch eine und dieselbe Transformation u = ¢ (2), wobei @ (occ) = oo ist.
Die Entwicklung der schon definierten Funktion f(z) nach den zu C, ge-
hérenden Polynomen P (z) von Szegdé konvergiert gleichmiifiig im abge-
schlossenen Bereiche, welcher aus der Kurve €, und ihrem Inneren be-
steht, wegen der zu (8) entsprechenden Abschitzung. Der Satz ist also
vollstindig bewiesen.

Der Satz von Carathéodory und folglich auch unser Satz (mit dem
obigen Beweis) gilt fiir allgemeinere Bereichgrenzen als Jordansche Kurven.

Wir greifen den folgenden Satz heraus:

Es sei die Punktmenge C die volle Grenze eines beschrankten (ev. mehr-
fach zusammenhdngenden) Bereiches B, und es sei die Funktion F(z)
auf C definiert. Eine nolwendige wund hinreichende Bedingung dafiir,
dafi Polynome mn-ten Grades V, (z) existieren, n=0,1,2,..., derartig,
dafi die Ungleichheit (7) fir samtliche z auf C befriedigt sei, besteht
darin, dafi eine tm abgeschlossenen Inneren von C reguldr-analytische
Funktion F(z) existiere, die auf O mit der gegebenen Funktion F(z)
iibereinstimmt. Hier heifit das abgeschlossene Innere von C die Punkt-
menge C aller Punkte, deren keiner sich mit dem Punkt oo durch einen
Streckenzug verbinden ldfit, der keinen Punkt wvon C enthdilt. Diese
Punktmenge C ist also abgeschlossen; jeder Punkt von C selbst gehort
dazu.

18) Math. Annalen 72 (1912), 8. 107—144, Kap. II1,
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Die Bedingung ist hinreichend. Die Funktion F(z) ist auf und inner-
halb einer Jordanschen Kurve analytisch, welche jeden Punkt des abge-
schlossenen Inneren von (' enthilt'?). Polynome existieren also, welche
die Eigenschaft (7) fiir alle zu €' gehorenden Punkte z besitzgn.

Die Bedingung ist auch notwendig. Die zu C komplementire Menge
(in bezug auf die ganze Ebene) ist ein Bereich, dessen Grenze zur Punkt-
menge (' gehort. Der Satz von Carathéodory und seine Anwendung gelten
also wie vorher, wenn B einfach zusammenhingend ist. Wenn der Be-
reich B nicht einfach zusammenhiingend ist, so ist noch eine kurze Kr-
orterung notig. Die Punktmenge B', die aus den Punkten von B und
den Punkten des Inneren jedes ganz in B liegenden Polygons besteht,
ist ein einfach zusammenhingender Bereich, von welchem jeder Grenz-
punkt auch ein Grenzpunkt von B ist. Das abgeschlossene Innere der
Grenze von B’ fillt mit dem abgeschlossenen Inneren C der Grenze von B
zusammen und enthilt natiirlich jeden Punkt der Bereiche B und B'.
Die Grenzfunktion f(z) der Folge V, (z) ist auf der ganzen Punktmenge C
definiert, und die Ungleichheit (7) gilt fiir f(z) statt F(z) fiir jeden
Punkt z von €. Wir gebrauchen den Bereich B’ statt B in der An-
wendung des Satzes von Carathéodory.

19) Vgl. Walsh, Math. Annalen, loc. cit.,, Bemerkung 3,

( Eingegangen am 26. 1. 1926.)
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