Zur Begriindung der intuitionistischen Mathematik. IIL
Von

L. E. J. Brouwer in Amsterdam.

Wohlordnung.

§ 1. Die wohlgeordneten Spezies sind geordnete Spezies, welche auf
Grund der folgenden Festsetzungen definiert sind:

1. Ein beliebiges Element einer wohlgeordneten Spezies ist entweder
ein als , Vollelement zu bezeichnendes Element ersier Art, oder ein als
.. Nullelement** zu bezeichnendes Element zweiter Art.

2. Eine Spezies mit einem einzigen Elemente wird, nachdem man
dieses Element entweder mit dem Priidikate eines Vollelementes oder mit
dem Pridikate eines Nullelementes versehen hat, zu einer wohlgeordneten
Spezies, und wird als solche insbesondere als Urspezies bezeichnet.

3. Aus bekannten wohlgeordneten Spezies werden weitere wohlgeordnete
Spezies hergeleitet durch die erste erzeugende Operation, welche i der
Addition einer nicht verschwindenden endlichen Anzahl, und durch die
zweite erzeugende Operation, welche in der Addition einer Fundamental-
reihe von bekannten wohlgeordneten Spezies besteht.

Jede wohlgeordnete Spezies, welche bei der Herstellung der wohl-
geordneten Spezies F nach dem vorigen Absatz eine Rolle gespielt hat,
heiBt eine konstruktive Unterspezies von F. Diejenigen konstruktiven Unter-
spezies, welche bei der letzten erzengenden Operation von F eine Rolle ge-
spielt haben, heiBen konstruktive Unterspezies erster Ordnung von F und wer-
den durch einen Index » voneinander unterschieden, also mit F,, F,, ..., F,
bzw. mit F , F,, F,, ... bezeichnet. Die konstruktiven Unterspezies erster
Ordnung eines F, heilen konstruktive Unterspezies zweiter Ordnung von
F und werden mit F,1, Fe, ..., Fym bzw. mit F,y, F,a, F,y, ... be-
zeichnet. Die konstruktiven Unterspezies erster Ordnung eines F, _,,
heifien konstruktive Unterspezies (n - 1)-ter Ordnung von F und werden mit
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bezeichnet (F selbst gilt als konstruktive Unterspezies nullter Ordnung
von F). Jede bei der Herstellung von F benutzte Urspezies erscheint
in dieser Weise als konstruktive Unterspezies endlicher Ordnung von F
(obgleich es natiirlich méglich ist, daB diese Ordnung fiir passend gewiihlte
Urspezies von F unbeschriinkt wichst). Um dies einzusehen, braucht man
nur die enduktive Methode anzuwenden, d. h. zu bemerken, dal die betreffende

Bigenschaft fiir Urspezies erfiillt ist, daB, wenn & — & +é&+ ...+ & auf
|

Grund der ersten erzeugenden Operation und & — & -+ & ... Sk
auf Grund der ersten erzeugenden Operation ist (m =>2), die betreffende
Eigenschaft, wenn sie fiir &, &,,..., & sowie fiir & gilt, ebenfalls fiir &
besteht, und schlieBlich, daB, wenn & — &+ & + & -+ ... auf Grund der
zweiten erzeugenden Operation ist, die betreffende Eigenschaft, wenn sie
fiir jedes &, gilt, ebenfalls fiir & besteht.

Mittels der induktiven Methode ersieht man, daB fiir eine belicbige
wohlgeordnete Spezies F sowohl die Spezies der Indizesreihen der Elemente
wie die Spezies der Indizesreihen der konstruktiven Unterspezies eine
abtrennbare Teilspezies der Spezies der endlichen Nummernreihen bildet;
weiter, daf} fiir eine beliebige konstruktive Unterspezies F,  , von F die
Kardinalzahl der F, ., , bekannt ist.

Wir heben hervor, dafl die Definition einer bestimmten wohlgeordneten
Spezies F' auf der Erzeugung von F beruhi (mithin insbesondere die Be-
stimmung der Indizesreihen der einzelnen Elemente in sich schlieBt), daf
also die Bestimmung der Elemente von F und der zwischen denselben

—~

bestehenden ordnenden Relationen zur Festlegung der Definition von F
im allgemeinen nicht ausreicht.

Offenbar ist jede wohlgeordnete Spezies diskret und mithin vollstindig
geordnet,

Die ordnungsgemiiie Summe einer wohlgeordneten Spezies von wohl-
geordneten Spezies liefert in auf der Hand liegénder Weise wiederum eine
wohlgeordnete Spezies, welche auch kurz als die ordnungsgeméfie Summe
der von den Summanden dargestellten wohlgeordneten Spezies bezeichnet
wird.

Zwei wohlgeordnete Urspezies F' und F'” besitzen denselben Erzeugungs-
wert oder heillen erzeugungsgleich, wenn das einzige Element, aus dem jede
von ihnen besteht, entweder fiir beide ein Vollelement oder fiir beide ein
Nullelement ist.

Zwei wohlgeordnete Spezies F' und F” heiBen erzeugungsgleich, wenn
fiir ein beliebiges » die konstruktiven Unterspezies erster Ordnung F, und
F,” entweder beide nicht existieren oder beide existieren und erzeugungs-
gleich sind. In diesem Falle sind, wie man mittels der induktiven Me-
thode ersieht, die Spezies der Indizesreihen der konstruktiven Unterspezies
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von F' und von F” identisch. Wenn umgekehrt die letztere Eigenschaft
besteht, und iiberdies jedem Vollelemente bzw. Nullelemente von F’ ein
Vollelement bzw. Nullelement der gleichen Indizesreihe von F” entspricht,
dann ergibt die induktive Methode an der Hand der Erzeugung von il
daB zu jeder konstruktiven Unterspezies von F' eine mit ihr erzeugungs-
gleiche und die gleiche Spezies der Indizesreihen der konstruktiven Unter-
spezies besitzende konstruktive Unterspezies von F" existiert, so dal ins-
besondere F' sich als mit F” erzengungsgleich herausstellt.

Zwel wohlgeordnete Spezies (oder Teilspezies von wohlgeordneten
Spezies) F' und F" besitzen denselben Ordnungswert oder heillen gleich-
wertig, und wir schreiben F’~ F"”, wenn zwischen ihnen eine solche
Abhnlichkeitskorrespondenz besteht, dall dabei immer Vollelemente mit
Vollelementien und Nullelemente mit Nullelementen korrespondieren. Wenn
F' und F” gleichwertig sind, besteht ein Gesetz, auf Grund dessen aus
der Indizesreihe eines Elementes von F' bzw. F” die Indizesreihe des kor-
respondierenden Elementes von F” bzw. F’ hergeleitet werden kann.

Zwei wohlgeordnete Spezies (oder Teilspezies von wohlgeordneten
Spezies) I’ und F” heiBlen inhaltsgleich, wenn die Spezies der Vollelemente
von F' und die Spezies der Vollelemente von F” ihnlich sind.

Es sei @ ein Element der wohlgeordneten Spezies F, das in F die
Indizes ¢, 4,, ..., ¢ besitzt. Alsdann geht in leicht ersichtlicher, eindeu-
tiger Weise aus der Erzeugung von F als wohlgeordneter Spezies die Er-
zeugung einer bestimmten, die @ in F nicht vorangehenden Elemente von
F als Elemente besitzenden und zwischen denselben die gleichen ordnen-
den Relationen wie F aufweisenden, wohlgeordneten Spezies _F' hervor,
wobel von einem beliebigen Elemente von _F der erste Index in _F
um ¢, — 1 niedriger ist als in F, von einem beliebigen, in ¥ den
ersten Index #; besitzenden Elemente von _F' der zweite Index in _F um
7o — 1 niedriger ist als in F, von einem beliebigen, in F die beiden
ersten Indizes ¢, und 7, besitzenden Elemente von _F der dritte Index
in F um ¢, — 1 niedriger ist als in F,..., von einem beliebigen, in ¥
die m —1 ersten Indizes i#,,4,,...,%,_, besitzenden Elemente von F
der m-te Index in _F um ¢, — 1 niedriger ist als in F, wihrend alle
weiteren Indizes der Elemente von _# in _F die gleichen sind wie in F.
Wir nennen die wohlgeordnete Spezies  F einen Rest der wohlgeordneten
Spezies F.

In analoger Weise geht, wenn a nicht das erste Element von F ist,
aus der Erzeugung von F als wohlgeordneter Spezies die Erzeugung einer
bestimmten, die @ in F vorangehenden Elemente von F' als Elemente
besitzenden und zwischen denselben die gleichen ordnenden Relationen wie
in F' aufweisenden, wohlgeordneten Spezies F, hervor, wobei von den Ele-
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menten von F_ alle Indizes in F, die gleichen sind wie in #. Wir nennen
die wohlgeordnete Spezies F, einen Abschnitt der wohlgeordneten Spezies F.
Wir schreiben auch F ~ F— F, und bezeichnen F als die Differenz
von F und F,. Unter den Abschnitten von F rechnen wir F selbst als

a

uneigentlichen Abschnitt mit.

Es seien @ und b zwei verschiedene Elemente der wohlgeordneten
Spezies F, und es sei a < b. Alsdann geht aus der Erzeugung von F
als wohlgeordneter Spezies die Erzeugung einer bestimmten, die ¢ in F
nicht vorangehenden, aber b in F vorangehenden Elemente von F als Ele-
mente besitzenden und zwischen denselben die gleichen ordnenden Rela-
tionen wie in F aufweisenden, wohlgeordneten Spezies  F, hervor, wobei
von den Elementen von _F, alle Indizes in _#, die gleichen sind wie in
. Wir nennen die wohlgeordnete Spezies I, einen Ausschnitt der wohl-
geordneten Spezies F. Unter den Ausschnitten von F rechnen wir die
Reste von F als uneigentliche Ausschnitte mit.

Wenn die wohlgeordneten Spezies F’' und F"” gleichwertig sind, so
korrespondieren fiir die Gleichwertigkeitskorrespondenz mit den Ausschnitten
von F' Ausschnitte von F”, insbesondere also mit den konstruktiven
Unterspezies von F'' Ausschnitte von F”.

Der Begriff eines Restes von F' ist enger als derjenige eines Endteiles
von F, d.h. einer solchen abtrennbaren Teilspezies von F, zu der alle
auf eines ihrer Elemente folgenden Elemente ebenfalls gehiren. Kbenso
ist der Begriff eines Abschnities von F enger als derjenige eines Anfangs-
teiles von F, d, h. einer solchen abtrennbaren Teilspezies von F, zu der
alle einem ihrer Elemente vorangehenden Elemente ebenfalls gehoren.
Anfangsteile und Endteile von F brauchen nicht wohlgeordnet zu sein,
gind aber, wie alle abtrennbaren Téilspezies von F, mit wohlgeordneten
Spezies inhaltsgleich.

Wenn fiir eine Fundamentalreihe a,, a,, ... von Elementen der wohl-
geordneten Spezies F fiir jedes » die Beziehung a, < a@,, gilt, so sprechen
wir von einer steigenden Fundamentalreihe von F. Wenn iiberdies a,, ein
derartiges Element von F ist, dall a, < a,, fiir jedes », wihrend zu jedem
Elemente b < a,, von F ein a, > b angegeben werden kann, so heillt a,
Grenzelement der steigenden Fundamentalreihe @,, @,,.... Wenn aber zu
jedem beliebigen Elemente & von F ein a, > b angegeben werden kann,
so heillt a,, a,, ... eine abschliefende Fundamentalreihe von F.

Eine durch eine endliche Anzahl oder durch eine abschlieffende Fun-
damentalrethe von verschiedenen Elementen von F zustande gebrachte
ordnungsgemiifle Teilung von F in eine endliche Anzahl bzw. in eine
Fundamentalreihe von Ausschnitten ,F, ,F,..., F bzw. ,F. ,F, ,F, ...
heiBt eine reguldre Zerlegung von F, und wir schreiben F A F+ F--...
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4+ Foder B4 FA...+ FF baw, K K4 H4, F-... oder
T e G e Y )
- L] ‘- . " - . o)
Sel F:, Fy, ... eine Fundamentalreihe, in welcher jedes F, entweder

in Fortfall kommt oder eine wohlgeordnete Spezies vorstellt, wobei indes

entweder eine steigende Fundamentalreihe »,,»,,»,, ... definiert ist, so
: =i . 5 . ”

daf jedes F, eine wohlgeordnete Spezies vorstellt, oder ein m bekannt

; Hilpee : : = 1 '

ist, so daB F, fiir » > m in Fortfall kommt. Wenn dann F, = F; - F,

4 ...+ F, auf Grund der ersten erzeugenden Operation, und
[ (4 ¥n ¥ o - -

F=F +F,+ F3 ... auf Grund der ersten oder auf Grund der

zweiten erzeugenden Operation, so wird die wohlgeordnete Spezies F auch
als lim ¥, bezeichnet,
5

Mittels der induktiven Methode beweisen wir leicht folgende Sitze:

1, Ein Gesetz, welches in einer wohlgeordneten Spezies F eine kon-
struktive Unterspezies F' bestimmt und jeder schon bestimmten konstruk-
tiven Unterspezies F" entweder die Hemmung des Prozesses oder eine in
F vor F" liegende konstruktive Unterspezies F" 'V zuordnet, bestimmi
sicher eine naliirliche Zahl n und eine zugehorige konstruktive Unter-
spezies B, der es die Hemmung des Prozesses zuordnet, Insbesondere gilt
diese Eigenschaft, wenn jedes F® ein Element von F ist, und hieraus
folgern wir unmittelbar die Unméglichkeit der Ahnlichkeit und insbesondere
der Gleichwertigkeit von F und einer Teilspezies eines eigentlichen Ab-
schnittes von F.

2. Eine wohlgeordnete Spezies F ist entweder endlich oder abzihlbar
unendlich, und die Spezies threr Vollelemente ist zihlbar. Mithin ist die
Spezies derjenigen Nummernreihen, welche als Indizesreihe eines Voll-
elementes von F auftreten konnen, eine Menge, so dal in dieser Weise
zu jeder wohlgeordneten Spezies eine zdihlbare vollstindig geordnete Menge
von endlichen Nummernreihen gehort, welche die Eigenschaft besitzt, daf
jedes Geselz, welches in thr eine Nummernreithe z' bestimumnt, und jeder
sehon bestimmten Nummernreihe z™) entweder die Hemmung des Prozesses
oder eine vor 2 liegende Nummernrethe z" 1 zuordnet, sicher eine natiir-
liche Zahl n und eine zugehérige Nummernrethe z™, der die Hemmung
des Prozesses zugeordnet ist, bestimmd.

1y Offenbar ist auf Grund dieser Gleichungen F nicht eindeutig durch die ,F be-
gtimmt. Weiter ist zu bemerken, daB jedes Element von ¥ in F++.04...+ ,F
bzw. in (F+4 B+ ,F-... eine um 1 héhere Anzahl Indizes besitzt als in . In
Ubereinstimmung hiermit schreiben wir insbesondere F ~ G oder G ~ F, wenn
F—@G oder G+ F, d.h, wenn G aus F hervorgeht, indem wir auf F die erste
erzeugende Operation mit nur einem einzigen Summanden anwenden, also der Indizes-
reihe eines jeden Elementes von K den Index 1 als ersten Index hinzufiigen.
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3.. In der wohlgeordneten Spezies F existiert erstens ein erstes Element,
zweitens entweder ein letztes Element oder eine abschliefende Fundamental-
reihe von Elementen. Weiter existiert entweder keine letzte konstrukiive
Unterspezies nichiverschwindender Ordnung oder eine nicht verschwindende
endliche Anzahl m won solchen, ndmlich von den Ovdnungen 1,2, ..., m
je erne.

4. In der wohlgeordneten Spezies F besitzt jedes Element e, mit Aus-
nahme des ersten, entweder ein thm unmitielbar vorangehendes Element,
oder es ist Grenzelement einer steigenden Fundamentalreithe von Elementen
von F. Schreiben wir niamlich F~ F | F, so ist dieser Satz eine un-
mittelbare Folge des auf F, angewandten Satzes 3.

5. In der wohlgeordneten Spezies F besitzt jedes Element, mit Aus-
nahme des letzten, falls ein solches existiert, ein ndchstfolgendes Element.

Wenn die wohlgeordnete Spezies F' einem wenigstens ein Vollelement
auslassenden Abschnitt der wohlgeordneten Spezies F* gleichwertig ist,
so schreiben wir F' < F' oder F' > F', und sagen, daf F’ grofier 1st
als B, und daB F’ kleiner ist als F”. Schreiben wir noch F'< F" oder
F'Z F', wenn entweder F'~ F” gilt oder ' einem Abschnitte von 16
gleichwertig ist, so gelangen wir, indem wir die Folgerung des obigen
Satzes 1 beriicksichtigen, sofort zu den folgenden Kigenschaften:

1. Die Relationen F' < F' und F’fj_: 4 schlieflen ernander aus.

9. Aus F'< F' und F' < F" sowie aus F'<F' und F' < F
folgt F' < F"

3. Aus F'~F" und F' ~F" folgt F'~ F".

4. Aus F'SF" und F'<F" folgt F' = F".

5. Die Relationen F'<F" und G'< Q" schlieflen zusammen die
Relation F' +-@Q'Z F"'+ @" aus.

6. Die Relationen F'<F" und G'=G" schliefen zusammen die

.
" r

Relation F'4+-G@'> F + G aus.

Eine wohlgeordnete Spezies, welche ausschlieflich Vollelemente ent-
hilt, nennen wir wollstdndig. Die Ordinalzahlen der vollstindigen wohl-
geordneten Spezies nennen wir Ordnungszahlen.

I

Die Spezies derjenigen Ordnungszahlen, welche kleiner sind als eine
gegebene Ordnungszahl f, besitzt (wenn sie nach der Grofie threr Elemente
geordnet und 0 mit hinzugerechnet wird) die Ordinalzahl . Zwischen den
vom ersten verschiedenen Elementen und den eigentlichen Abschnitten
einer vollstindigen wohlgeordneten Spezies V der Ordnungszahl § besteht
nimlich eine solche eineindeutige Beziehung, dafl, wenn das Element e,
nach dem Elemente e, liegt, der Abschnitt V,, gréfer als der Abschnitt
V,, ist.

i
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Wir nennen eine wohlgeordnete Spezies quasi-vollstdandig, wenn zu
einem beliebigen Nullelement e, entweder ein erstes auf e, folgendes Voll-
element angegeben werden kann oder feststeht, daB keine auf e, folgenden
Vollelemente existieren; zu einem beliebigen Vollelement e, entweder ein
erstes e, vorangehendes und durch kein Vollelement von e, getrenntes
Nullelement angegeben werden kann, oder feststeht, daB keine e, voran-
gehenden und durch kein Vollelement von e, getrennten Nullelemente
existieren; und entweder ein erstes Nullelement, auf welches nur noch
Nullelemente folgen, angegeben werden kann, oder feststeht, daB keine
Nullelemente, auf welche nur noch Nullelemente folgen, existieren.

Die Ausschnitte und Reste einer quasi-vollstindigen wohlgeordneten
Spezies sind offenbar ebenfalls quasi-vollstindig.

Die notwendige und hinreichende Bedingung fiir die Quasi-Vollstindig-
keit einer wohlgeordneten Spezies besteht darin, daB wihrend ihrer Er-
zeugung bei jeder durch eine Formel F — F, - F. 4 Fy +... aus-
gedriickten Anwendung der zweiten erzeugenden Operation die betreffende
Fundamentalreihe elementar induziert ist, d. h. entweder eine Fundamental-
rethe von unbeschrinkt wachsenden natiirlichen Zahlen m,, m,, m

g T

1

bestimmt 1st, so dafl in jedem .'E‘ﬂ:,_ ein Vollelement angegeben werden
kann, oder eine natiirliche Zahl m besteht, so daB F! fiir ¥ > m lauter
Nullelemente enthilt. Hieraus folgern wir mittels der induktiven Methode
weiter, dal} zu einem beliebigen Elemente e einer quasi-vollstindigen wohl-
geordneten Spezies, mit Ausnahme des ersten, entweder ein erstes e voran-
gehendes und durch kein Vollelement von e getrenntes Nullelement, oder
eine e als Grenzelement hesitzende steigende Fundamentalreihe von Voll-
elementen, oder aber ein e unmittelbar vorangehendes Vollelement an-
gegeben werden kann, wihrend entweder ein erstes Nullelement, auf
welches nur noch Nullelemente folgen, oder eine abschlieende Fundamental-
rethe von Vollelementen, oder aber ein letztes Element, das ein Voll-
element ist, existiert.

Mittels der induktiven Methode ersicht man leicht, daB die Spezies
der Vollelemente einer guasi-vollstiindigen wohlgeordneten Spezies F' ent-
weder elementlos ist oder ein angebbares Element besitzt, wiihrend im
letzteren Falle eindeutig eine ,F’ entsprechende’ oder ,mit F' korrespon-
dierende’, mit F’ inhaltsgleiche vollstindige wohlgeordnete Spezies F”
bestimmt ist. Sei nimlich F = F, 4 Fs --. .. auf Grund der ersten oder
auf Grund der zweiten erzeugenden Operation, und seien im Falle, daff F’
ein angebbares Vollelement besitzt, F,, F,.F__., ... diejenigen (endlich- oder
abziihlbarunendlichvielen) unter den F,, welche je ein angebbares Voll-
element und im AnschluB daran eine entsprechende vollstindige wohl-

Mathematische Annalen. 096. 30
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geordnete Spezies F:: besitzen. Alsdann ist F'=F, 1 F, 4 ... auf
Grund der ersten oder auf Grund der zweiten erzeugenden Operation.
Dagegen ist nicht jede mit einer vollstindigen inhaltsgleiche wohl-
geordneten Spezies F' auch quasi-vollstindig, und zwar schon deshalb nicht,
weil ihre konstruktiven Unterspezies nicht mit vollstiindigen wohlgeordneten
Spezies inhaltsgleich zu sein brauchen, wie aus folgendem Beispiel hervor-
in iiblicher Weise (vgl. z. B. Math. Ann, 93, 8. 255 )

geht: es werde &,

definiert und es seli F, — a, Gy 1+ Gy 1+ ... WO @ fiir » = k, ein Null-
element, sonst ein Vollelement ist; F,=0b, + b, +b, + ..., wo b, fiir
y = k, ein Vollelement, sonst ein Nullelement ist; Fy=c,+cgt+¢3-+..-,
wo ¢, fiir » >4k, ein Vollelement, sonst ein Nullelement ist;
F=F + F + F,.

Einer quasi-vollstiindigen wohlgeordneten Spezies sprechen wir die
aleiche Ordnungszahl zu, wie den vollstindigen wohlgeordneten Spezies,
mit denen sie inhaltsgleich ist. Den ausschliefilich Nullelemente enthalten-
den wohlgeordneten Spezies sprechen wir die Ordnungszahl Nwll zu. Die
ordnungsgemife Summe einer ,der ersten erzeugenden Operation unter-
zogenen* endlichen Folge von Ordnungszahlen wird mittels der ordnungs-
semifBen Summe entsprechender vollstindiger bzw. (im Falle der Ordnungs-
zahl Null) nur ein einziges Nullelement enthaltender wohlgeordneter Spezies
wiederum als Ordnungszahl definiert. (Das gleiche Resultat wird erhalten,
wenn im Falle, daB alle Summanden gleich Null sind, auch die Summe
oleich Null gesetzt wird, und im entgegengesetzten Falle nur die von
Null verschiedenen Summanden beibehalten werden).

Hine wohlgeordnete Spezies heiBt basiert, wenn ihr erstes Element
ein Vollelement ist.

ine wohlgeordnete Spezies F heillt kondensiert, wenn sie einen
(eigentlichen oder uneigentlichen) Abschnitt der Ordnungszahl 1 besitzt.
Der vom auf das erste Vollelement von F folgenden Elemente bestimmte
Rest von I heiBt Hauptrest von F und wird mit & (F) bezeichnet. Selbst-
verstindlich kann A (F) auch in Fortfall kommen.

Bei der Multiplikation von endlichvielen elementefremden wohl-
geordneten Spezies erteilen wir das Pridikat eines Vollelementes nur den-
jenigen Elementen des Produktes, welche aus lauter Vollelementen der
Faktoren bestehen; alle anderen Elemente des Produktes erhalten das
Priidikat eines Nullelementes., Mittels der induktiven Methode an der
Hand der Erzeugung des rechtsseitigen Faktors ersehen wir, dafi das Pro-
dukt zweier elementefremder wohlgeordneter Spezies in auf der Hand
liegender Weise wiederum eine wohlgeordnete Spezies liefert, welche auch
kurz als das Produkt der von den Faktoren dargestellten wohlgeordneten
Spezies bezeichnet wird. Diese Erweiterung des Produktbegriffes 148t sich
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unmittelbar auf das Produkt endlichvieler elementefremder wohlgeordneter
Spezies ausdehnen. Erzeugungsgleiche bzw., gleichwertige bzw. inhalts-
gleiche Faktoren liefern dabei erzeugungsgleiche bzw. gleichwertige bzw,
inhaltsgleiche Produkte. Das Produkt endlichvieler Ordnungszahlen wird
mittels des Produktes entsprechender vollstindiger bzw. (im Falle der
Ordnungszahl Null) nur ein einziges Nullelement enthaltender wohl-
geordneter Spezies wiederum als Ordnungszahl definiert.

Man beweist ohne Schwierigkeit, daB das Produkt zweier quasi-voll-
stindiger Faktoren wiederum quasi-vollstindig ist und inhaltsgleich mit

dem Produkte der vollstindigen bzw, nur ein einziges Nullelement ent-
haltenden wohlgeordneten Spezies, mit denen seine Faktoren inhaltsgleich
sind, so dall die Ordnungszahl des Produktes gleich dem Produkte der
Ordnungszahlen der Faktoren ist. Mithin gilt dasselbe fiir das Produkt

endlichvieler quasi-vollstiindiger Faktoren.

§ 2. Unter den Ordnungszahlen des ersten Bereichs verstehen wir
die endlichen Ordnungszahlen, mit Einschlul der Ordnungszahl Null.

Unter einer Spezies des ersten Bereichs verstehen wir eine (vollstiindige
oder quasi-vollstindige) wohlgeordnete Spezies, welche eine Ordnungszahl
des ersten Bereichs besitzt.

Offenbar ist jede Spezies des ersten Bereichs, deren Ordnungszahl von
Null verschieden ist, kondensiert.

Zwel beliebige Ordnungszahlen des ersten Bereichs sind vergleichbar,
d. h. wenn die Relationen >, =, — zwischen zweil nicht verschwindenden
Ordnungszahlen dann gelten sollen, wenn sie fiir die entsprechenden voll-
stindigen wohlgeordneten Spezies gelten, und die Ordnungszahl Null als
kleiner als die Ordnungszahl einer beliebigen vollstindigen Spezies des
ersten Bereichs gelten soll, dann sind zwei beliebige Ordnungszahlen des
ersten Bereichs entweder einander gleich oder eine von ihnen ist griBer
als die andere. Uberdies besitzen gle, wenn sie voneinander und von Null
verschieden sind, eine gleichfalls zum ersten Bereich gehirende Differenz.

Die ordnungsgemdfle Summe und das Produkt endlichvieler Ord-
nungszahlen des ersten Bereichs sind wiederum Ordnungszahlen des ersten
Bereichs.

Eine Fundamentalreihe g, , f,, ... von Ordnungszahlen des ersten Be-
reichs heillt induziert in bezug auf den ersien Bereich, wenn entweder
eine Fundamentalreihe von unbeschrinkt wachsenden natiirlichen Zahlen
My, My, My, ... bestimmt ist, so daB jedes Pm, von Null verschieden ist,
oder eine natiirliche Zahl m besteht, so daB g, fiir » > m gleich Null ist.

Wenn wir die ordnungsgemifie Summe einer ,,der zweiten erzeugenden
Operation unterzogenen in bezug auf den ersten Bereich induzierten Fun-

30*
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damentalreihe von Ordnungszahlen des ersten Bereichs mittels der ord-
nungsgemiflen Summe entsprechender vollstindiger bzw. aus nur einem
einzigen Nullelement bestehender wohlgeordneter Spezies definieren (das
gleiche — auf eine beliebige elementar induzierte Fundamentalreihe von
Ordnungszahlen erweiterbare — Resultat wird erhalten, wenn wir im Falle,
dafl alle Summanden gleich Null sind, auch die Summe gleich Null setzen
und im entgegengesetzten Falle nur die von Null verschiedenen Summan-
den beibehalten), dann erweist sich diese Summe wiederum als eine Ord-
nungszahl, und zwar ist dieselbe entweder gleich w oder gehdrt wiederum
dem ersten Bereiche an.

Wir formulieren folgende vier evidente Higenschaften:

1. Zu einer beliebigen von Null verschiedenen Ordnungszahl des ersten
Bereichs gehort sicher ein vollstindiger Erzeugungswert, der wollstdndig
induziert in bezug auf den ersten Bereich ist, d. h. dessen konstruktive
Unterwerte alle Ordnungszahlen des ersten Bereichs besitzen und fiir den
bei jeder Anwendung der zweiten erzeugenden Operation die betreffende
Fundamentalreihe von Ordnungszahlen in bezug auf den ersten Bereich
induziert ist.

2. Jeder beliebige Abschnitt einer Ordnungszahl des ersten Bereichs
gehort ebenfalls dem ersten Bereiche an, was wir kurz folgendermalien
ausdriicken:

Der erste Bereich der Ordnungszahlen st ununterbrochen.

3. Eine Fundamentalreihe «,, ¢,, ... von Ordnungszahlen des ersten
Bereichs, deren (in der im vorigen schon mehrfach angegebenen Weise de-
finierte) ordnungsgemiife Summe entweder die Ordnungszahl @ oder eine
Ordnungszahl des ersten Bereichs ist, ist induziert in bezug auf den ersten
Bereich.

4. Fin beliebiger, zu einer Ordnungszahl des ersten Bereichs gehoriger
Erzeugungswert ist vollstindig induziert in bezug auf den ersten Bereich
(um dies fiir einen quasi-vollstindigen Erzeugungswert zu zeigen, setzen
wir denselben zum entsprechenden vollstindigen Erzeugungswert in Be-

ziehung ).

Eine wohlgeordnete Spezies F heillt unbestimmit zerlegt in bezug auf
den ersten Bereich, wenn sie in solcher Weise in einen (evtl. fortfallenden)
Abschnitt F* und einen (evtl. fortfallenden) Rest F” reguliir zerlegt werden
kann, daf jeder Rest von F’ entweder aus lauter Nullelementen besteht

: i : : . : ¥ . :
oder einen mit w inhaltsgleichen Anfangsteil besitzt, und F mit emer
Spezies des ersten Bereichs inhaltsgleich ist (mithin eine endliche Ord-

nungszahl besitzt).
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Eine wohlgeordnete Spezies F heilit scharf zerlegt in bezug auf den
ersten Bereich, wenn sie in. solcher Weise in einen (evtl. fortfallenden)
Abschnitt F* und einen (evtl. fortfallenden) Rest 7 reguliiv zerlegt wer-
den kann, daB jeder Rest von F' entweder aus lauter Nullelementen be-
steht oder die Ordnungszahl w oder einen Abschnitt der Ordnungszahl w be-
sitzt und F” eine Ordnungszahl des ersten Bereichs besitzt (hierbei
kénnen wir, ohne der wohlgeordneten Spezies F eine weitere Einschrinkung
aufzuerlegen, iiberdies fordern, daB F’ entweder in Fortfall kommt oder
wenigstens ein Vollelement enthilt ).

Eine quasi-vollstindige wohlgeordnete Spezies F' ist, wie man unter
Verwendung des S. 457, Z. 13 bis 21 erwihnten Satzes mittels der induk-
tiven Methode einsieht, unbestimmt zerlegt in bezug auf den ersten Bereich,
dagegen nicht notwendig scharf zerlegt in bezug auf den ersten Bereich,
wie aus folgendem Beispiel hervorgeht: Es bestehe F, fiir» = k, aus einer
Fundamentalreihe von Vollelementen, sonst aus einem einzigen Vollelement,
und es sei F=F, + F,+F,+....

Ebensowenig ist eine in bezug auf den ersten Bereich scharf zerlegte

wohlgeordnete Spezies F' notwendig quasi-vollstindig, sogar nicht mit einer
vollstindigen inhaltsgleich, wie folgendes Beispiel zeigt: Es bestehe @, fiir
-+ 1 und

» < k, aus einer Fundamentalreihe von Vollelementen, fiir » =k,

fir ¥ = k, |- 2 aus einem einzigen Vollelement, fiix » > k, -|- 2 aus einem
einzigen Nullelement, es sei ¢ = G, + G, }- G, -}-..., es bestehe H aus
einer Fundamentalreihe von Vollelementen, und es sel F= G -+ H (aus
diesem Beispiel geht gleichzeitig hervor, dall die konstruktiven Unter-
spezies einer in bezug auf den ersten Bereich scharf zerlegten wohlgeord-
neten Spezies in bezug auf den ersten Bereich nicht einmal unbestimmt
zerlegt zu sein brauchen).

Eine mit einer vollstindigen inhaltsgleiche wohlgeordnete Spezies F
ist nicht notwendig unbestimmt zerlegt in bezug auf den ersten Bereich,
wie man aus folgendem Beispiel ersieht: Es bestehe F fiir » <k +1
aus einem Vollelement, sonst aus einem Nullelement, FY” (p > 1) fiir
v =k, -+ p aus einem Vollelement, sonst aus einem Nullelement, es sei
O (5 =1,2,8 .. )=F '+ F9 L F 4 . undessei F=F + F'+
e (vom Reste F' 4+ F” 4+ ... von F liBt sich hier weder
behaupten, dall er aus lauter Nullelementen bestehe, noch dall er einen
mit e inhaltsgleichen Anfangsteil besitze).

Wir fiigen noch ein Beispiel einer wohlgeordneten Spezies F' hinzu,
welche einerseits mit einer vollstindigen inhaltsgleich, aber nicht quasi-
vollstindig, andererseits in bezug auf den ersten Bereich unbestimmt, aber
nicht scharf zerlegt ist: Es bestehe F) (< k,) fiir » — u aus einem
Vollelement, sonst aus einem Nullelement, F," (u=k,) fir » >k, aus
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einem Vollelement, sonst aus einem Nullelement, #. (gt > k,) aus einem
Nullelement, es sei F*) = F{" -+ F¥'+ F{ 4 ... und essei F= F 4 F +
e ekt

Eine wohlgeordnete Spezies F heilt wvollstandig induziert in bezug
auf den ersten Bereich, wenn wihrend ihrer Erzeugung bei jeder durch
eine Formel F,= F, + F, -+ F,- ... ausgedriickten Anwendung der
zweiten erzeugenden Operation, wo jedes F, nach der Formel F, < F,'.—,l-- yo
in bezug auf den ersten Bereich scharf zerlegt ist, die betreffende Funda-
mentalreihe F,, F,, F,, ... ¢n bezug auf den ersten Bereich induziert ist,
d. h. erstens entweder eine unbeschrinkt wachsende Fundamentalreihe
¥iy¥ay Vg, 0+« existiert, so daB jedes }",.:l Vollelemente besitzt, oder ein
solches 7 angegeben werden kann, dafl F. fiir » > m aus lauter Null-
elementen besteht bzw. fortfillt, zweitens im letzteren Falle die Funda-
mentalreihe der Ordnungszahlen von F, _fr'T_:!, }"‘fg ... (wobei wir einem fort-
fallenden F die Ordnungszahl Null zusprechen) in bezug auf den ersten
Bereich induziert ist. Demzufolge ist dann jedesmal auch F|
auf den ersten Bereich scharf zerlegt.

Sei F; i, ...i, ein Element der in bezug auf den ersten Bereich vollstindig

in bezug

induzierten wohlgeordneten Spezies F. Der Reihe nach ergibt sich, dal dieses
Element in F; ; . N Fy g gy esesin Fy g, in Fy und in F je einen

Abschnitt und einen Rest bestimmt, die in bezug auf den ersten Bereich

L T

gleichfalls vollstindig induziert sind. Mithin haben wir den Satz, dall jeder
Ausschnitt sowie jeder Rest einer in bezug auf den ersten Bereich voll-
stindig induzierten wohlgeordneten Spezies F gleichfalls in bezug auf den
ersten Bereich vollstindig induziert ist.

Eine in bezug auf den ersten Bereich vollstindig induzierte wohl-
geordnete Spezies F ist offenbar erstens quasi-vollstindig, zweitens scharf
zerlegt in bezug auf den ersten Bereich®). Schreiben wir, der scharfen Zer-
legharkeit von Fin bezug auf den ersten Bereich entsprechend, FF~ F' - F”,
so besitzt die wohlgeordnete Spezies F', wenn sie nicht fortfillt, entweder
einen Rest der Ordnungszahl w, oder alle nichtverschwindenden Ordnungs-
zahlen von Resten von F’ sind grofler als .?)

*) Dagegen ist sogar eine sowohl vollstindige wie in bezug auf den ersten Be-
reich scharf zerlegte wohlgeordnete Spezies nicht notwendig vollstindig induziert in
bezug anf den ersten Bereich, wie folgendes Beispiel zeigt: Es bestehe F, fir v =k
aus einer Fundamentalreihe von Vollelementen, fiir » =k, aus einem einzigen Voll-
element, und es sei F=F, 4 F, + F;

%) Die Aussage, dall eine in bezug auf den ersten Bereich vollstindig induzierte
wohlgeordnete Spezies F' in bezug auf den ersten Bereich scharf zerlegt ist, bleibt
auch dann richtig, wenn die Bedingungen fiir die scharfe Zerlegung dahin verschiirft
werden, daBl im entsprechenden F' kein Nullelement, auf welches nur Nullelemente
folgen, enthalten sein darf,
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Sei F eine in bezug auf den ersten Bereich vollstindig induzierte
wohlgeordnete Spezies, welche mift der ordnungsgemillen Summe einer
Fundamentalreihe F,, F,, ... von in bezug auf den ersten Bereich scharf
zerlegten wohlgeordneten Spezies gleichwertig ist. Wir wollen beweisen,
dall die Fundamentalreihe F|, F,,... in bezug auf den ersten Bereich in-
duziert ist und bemerken dazu zunichst, dal fiir die wohlgeordnete
Spezies F, eben weil sie in bezug auf den ersten Bereich vollstindig indu-
ziert ist, eine der drei folgenden Figenschaften bestehen mull: Entweder
F besitzt einen Rest mit einer Ordnungszahl des ersten Bereichs (die auch
Null sein kann), oder von einem gewissen Rest von F besitzt jeder Rest
die Ordnungszahl w, oder aber jeder Rest von F besitzt eine Ordnungs-
zahl = w. Diese drei Fille behandeln wir der Reihe nach.

Erster Fall. F besitzt einen Rest F° mit einer Ordnungszahl des
ersten Bereichs. Fiir ein bestimmtes m besitzt dann F_ einen derartigen
Rest F_,, dall die ordnungsgemifle Summe der Fundamentalreihe
F.,F . F .. .. mit F° gleichwertig ist, so dal jedes Glied der
letzteren Fundamentalreihe eine Ordnungszahl des ersten Bereichs besitzt
und die Fundamentalreihe dieser Ordnungszahlen (eben weil ihre ordnungs-
gemife Summe eine Ordnungszahl des ersten Bereichs ist) in bezug auf
den ersten Bereich induziert ist. Dann aber gilt dasselbe fiir die Funda-
mentalreihe der Ordnungszahlen von F, .., F .., ... bzw. fiir die Fun-
damentalreihe der Ordnungszahlen von F,:: 1 F;:i;h ..., mithin auch fiir
die Fundamentalreihe der wohlgeordneten Spezies F_ . ., F .., ..., mit-
hin auch fiir die Fundamentalreihe der wohlgeordneten Spezies I, F,, F,, ... .

Zweiter Fall. Vom Reste F° von F besitzt jeder Rest die Ordnungs-
zahl w. Fiir ein bestimmtes m besitzt dann F, einen derartigen Rest F, ,,
dal die ordnungsgemiifle Summe der Fundamentalrethe ¥ ., F_. ,F . ., ...
mit F? gleichwertig ist, so daB jedes Glied der letzteren Fundamentalreihe
eine Ordnungszahl des ersten Bereichs besitzt und die Fundamentalreihe
dieser Ordnungszahlen (eben weil ihre ordnungsgemifle Summe gleich

18t) in bezug auf den ersten Bereich induziert ist. Dann aber gilt das-

selbe fiir die Fundamentalreihe der Ordnungszahlen von ¥, ., F . ., ... baw.
e . ‘ ot el ] i e
fiir die Fundamentalreihe der Ordnungszahlen von Fy, 1y, Fyp0, ..., mithin
auch fiir die Fundamentalreihe der wohlgeordneten Spezies ¥, F_ .., :.

0
mithin auch fiir die Fundamentalreihe der wohlgeordneten Spezies F,, F,,
o

Dritter Fall. Jeder Rest won F besitzt eine Ordnungszahl > w. Zu
jedem m gibt es dann ein derartiges »,_, daB fiir einen bestimmten (eigent-
lichen oder uneigentlichen) Abschnitt F,, von F,, die ordnungsgemiBe

o 1 | | 1 A ! g ) L e
Summe F,, + F,.q-+ ...+ F, ;- F,) die Ordnungszahl w besitzt, so
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. - 4 ¢ _# ¥ [
dall wenigstens eine der wohlgeordneten Spezies F,,, F, .., ..., B e

existiert und Vollelemente besitzt. Das heiBt aber, daB es zu jedem m

. o #Y g 3 . . - .
ein derartiges g, = m gibt, dall F, existiert und Vollelemente besitzt, so

daB die Fundamentalreihe der wohlgeordneten Spezies F,, F,, F,, ... in
bezug auf den ersten Bereich induziert ist.

Kombinieren wir den hiermit bewiesenen Satz mit der Eigenschaft,
dafi jeder Ausschnitt sowie jeder Rest einer in bezug auf den ersten Bereich
vollstiindig induzierten wohlgeordneten Spezies gleichfalls in bezug auf den
ersten Bereich vollstindig induziert ist, so ergibt sich, daf jede mit einer
in bezug auf den ersten Bereich vollstindig induzierten wohlgeordneten
Spezies F gleichwertige wohlgeordnete Spezies ¢ ebenfalls in bezug auf
den ersten Bereich vollstindig induziert ist (und zwar mittels der induk-
tiven Methode an der Hand der Erzeugung von @). Auf Grund dieser
Eigenschaft bezeichnen wir eine Ordnungszahl als in bezug auf den ersten
Bereich vollstandig induziert, wenn jeder zu ihr gehorige vollstindige Er-
zeugungswert in bezug auf den ersten Bereich vollstindig induziert ist.

Dann aber ist auch jeder zu ihr gehorige quasi-vollstindige Erzeugungs-
wert in bezug auf den ersten Bereich wollstindig induziert. Sei niimlich
f ein solcher quasi-vollstindiger Erzeugungswert, daB der entsprechende
vollstiindige Erzeugungswert « in bezug auf den ersten Bereich vollstindig
induziert ist. Jeder durch eine Formel o, ~ ¢’ - ;" ausgedriickten scharfen
Zerlegung in bezug auf den ersten Bereich eines konstruktiven Unter-

gedriickte scharfe Zerlegung in bezug auf den ersten Bereich des ent-
sprechenden konstruktiven Unterwertes f, von f (welche leicht eindeutig
festgelegt werden kann, z. B. durch die Forderung, dal}, wenn ﬁ,’ nicht
fortfillt, jeder Rest von g, Vollelemente aufweisen soll ). Auf Grund dieser
scharfen Zerlegungen seiner konstruktiven Unterwerte aber stellt sich f an
der Hand seiner mit « parallelen Erzeugung unmittelbar als in bezug auf
den ersten Bereich vollstindig induziert heraus.

§ 3. Sei « ein basierter Erzengungswert, § ein quasi-vollstindiger Er-
zeugungswert. Alsdann wird die Pofenz «f, in welcher « das Argument,
B der Exponent heilt, auf Grund der folgenden Festsetzungen definiert:

Wenn f einer Null-Urspezies entspricht, so ist «/— 1, d. h. gleich
dem Erzeugungswerte einer Voll- Urspezies.

Wenn g einer Voll-Urspezies entspricht, so ist «f — «.

Wenn f—p, +p,+...4p,, auf Grund der ersten erzeugenden Operation,

80 18t «f — ahr - ghi-f(afe) | abitPa f(ahs) 4 .. L gbitBateetBucs (P

~ ;".l"'l . l-'f.'": . (L Pa L {_--"'m ;

——
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"
Wenn g = 3 g, auf Grund der zweiten erzeugenden Operation, so ist
v=1

wf = af 4 ah.h(af) + afritfa p(afs) + ... = lim gPrtfet ... 45,
tile . !

bt Y4 By g1t F B )t HLE 1 F e fo,)

. (4
~ lim ¢ o Lo
.

WO 0, 0,, ... eine beliehige Fundamentalreihe von unbeschriinkt wachsenden
natiirlichen Zahlen vorstellt.

Aus diesen Festsetzungen folgt, dal «/ wiederum ein basierter Er-
zeugungswert ist. Ist weiter ﬁo der mit f§ korrespondierende vollstindige
bzw. einer Null-Urspezies entsprechende FErzeugungswert, so ist, wie sich
mittels der induktiven Methode an der Hand der Erzeugung von g heraus-
stellt, ¢/’ — of,

Hingichtlich des Pnt.nnzhegriﬁeﬂ gelten zunichst folgende Sitze:

7 e fres it s esglo s nf
1. Wenn f~ B4+ B4 ...+ B, so ist af ~ e .af . .. e

~ O Wtaf+ .ot mf L
2. Wenn g~ 3 .0 (in diesem Falle existiert wegen der Quasivoll-

1'=l

stindigkeit von § entweder eine steigende Fundamentalreihe »,, »,, ..., so0
dal , § fiir jedes o Vollelemente enthaltenden wohlgeordneten Spezies
entspricht, oder ein m, so daB ,f fiir » > m immer ausschlieBlich
Nullelemente enthaltenden wohlgeordneten Spezies entspricht), so ist

f AP taft oo — limgftafttaf,
%

Beide Sitze sind offenbar erfiillt, wenn f den Erzeugungswert einer
Urspezies darstellt. Bei ihrem (ja gleichzeitig fiir die Ausschnitte und
Reste von f giiltizgen) Beweise diirfen wir mithin ihre Giiltigkeit fiir die
konstruktiven Unterwerte erster Ordnung von §#, sowie fiir deren Aus-
schnitte und Reste voraussetzen.

Sei also erstens f=p, -+ f,+ ...+ p, auf Grund der ersten er-

zeugenden Operation und sei f~ ,f- .+ ...+  f. Wir kénnen es nun

so einrichten, daf}

a2y

vt 7 (oo AN A 8 a(F) ¢ c
Brruprasts pitr— A= B (=12, 0 1 =05 Tr1 = 1)

_f_a'ffr’.“]-i-l] i :"J’.II.J

W=p = ey A ¢
(r=1,2,...,m; hy=0; hy > h,—1 1 baw. By —1—=17).

gl fiy)
bzw. +—g'"

o

fr ) 3 y
md o W T T L o i

Alsdann ist «f ~ hi-afs . . afn~qf' b, | of

Sei zweitens ff = f, + f, -+ ... -+ B, auf Grund der ersten erzeugen-
den Operation und sei §~ - ,f+4 ,f--.... Wir konnen es nun so
einrichten, daf

(7, _1+1)

1 plre_q+8) l,,I'r,,i. o Le 0: 7 R
TP + A (3=1.,2, .., —1; ro=0; Tyi1 > 1)
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0. nfr 41} alr, {2) I 0 iy —q+1)  plhy_ g+ 2) a ()
‘”” ~ fi fn-1 S Ly A e + S — P =1 - .;’ »—1 I IR = J”‘ ¥
| (h,) ¢ ¢ F. Zo e A 5
bzw, «— " (»=1,2,3,...; ho=0; b, >h,_1 -1 bzw. =h,_ ;-1 j
‘:'ll_]e;[]:-l];" i;.;]' r{_-"ll'i Bat cuitBn-1 ~ (P . .{,_-.l'l'” ap- - “'."'Ir" 1) ~ {dll"' o AL 1y AR :I‘
P . g(rn—1+1) 4 (=1t p) 3 1 - : ey e )
e fn ~o 1im e/ A WL gl o gt et b Ao lim @ f e B -
It g
Lglrm=at1) o L glrg—1q+ s - LR LU L alr) . - ST A L8
et Ry ~ hm gf"+8"+ - B~ lim @if ol et
T »

Sel drittens = 3 f, auf Grund der zweiten erzeugenden Operation

v=]
und sei B~ - A4 ... - _fA. Wir kénnen es nun so einrichten, daB
f 17 T 9 | ml ’
S| e | 3y g2 (7Y : d ;
Prre P : I_'E-unr‘ . acl """ﬁLIJ':_rTI:—}'.-'-': ro=0; rp1>=r);
(hy—q+1) 1 o, v PR L i 2 .
W= =1 w1 bazw. «—p (»=1,2,....m—1; hy=0;
A sl . o (s 1) (g — 3 +2
e 3 SR R WO £ P R S I S S e - gim-e ;
Alsdann ist ef = limefi+Ff:t.-+F ~ (wie oben unter ersiens be-
;
wiesen wurde)
lill'l. l'-_"’.J.I R S _“-Irj-:'l,.» Ii]'ll ({."'I [ SN F pls) ~ {(-’li' o ;. =-I.-f"'r"-u-' l:'_
o L
m gfm-at ) gt T) B B Lgmf
T
- . o= -~ - .
Sei viertens f= 3 f, auf Grund der zweiten erzeugenden Operation
=1
und sei S~ ,f+ ,f-+ 4 + ... . Wir kionnen es nun so einrichten, dafl
. (Pp—1+1) | plru_q1+2) 1 oplred ¢ L A o
‘fJJ,.-"\.-«l.'Ifr’ 1 = ll"}r' 1 :—r; L ] I._.J, e ey ':‘*|',=“. '?,.5_1,,-'-' :Fp_J,
£ +1) (§/ ] Al . ‘
e — ,*i’"’"'—" e SRR & [3'3"" bzw. -«— Jrﬁ‘h"J (r=152,.8, .i.; Bo—=03

by, > hy—1 -+ 1 bzw. = k. _4 B
Alsdann ist ¢f = lim e¢fr+fet---+0 ~ (wie oben unter erstens be-
5
wiesen wurde)
. ’ £ . Gy (
lim B +8"+ o + B0 o lim @B+ B e w81
¥ i

o m g B e A (a1t D) g plie))

= Jim gttt
T

Nachdem hiermit die Sitze 1 und 2 hergeleitet sind, sind wir in der
Lage, das nachstehende Theorem auszusprechen:

Wenn f§ und ﬁ" gleichwertig sind, dann sind auch «f und «?° gleich-
wertig.

Diese Eigenschaft ergibt sich leicht mittels der induktiven Methode
an der Hand der Erzeugung von f. Nehmen wir nimlich an, daB sie fiir
jeden konstruktiven Unterwert f, von B bewiesen ist, und sei B, ein
mit j, ;,__rleir:h\\'ert.iger Ausschnitt bzw, Rest von ,rio, so daB also ¢ und «’>
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fiir jedes » gleichwertig sind. Ist nun §= g, + B, ... - g, auf Grund
der ersten erzeugenden Operation, dann ist (nach dem obigen Satz 1)
P+

auf Grund der zweiten erzeugenden Operation, dann ist (nach dem obigen

i al 3 0 , 0 o o 3 it T . 0 2 T T
of ~abroafe | cofmoeo gbroghs, | ogbfnee @f . Undist p= .I"‘}J =l

. a0 . sl ol .0 - Ly ! K .
Satz 2) «f ~ lim gfrtBfettFy ~lim ghithat -+ — gf,
. !

Sind A und g° nur inhaltsgleich, so sind die mit # und g° korre-
spondierenden vollstindigen bzw. einer Null-Urspezies entsprechenden Er-
zeugungswerte ¢ und 9° gleichwertig, so daB wir haben: ¢f° — ¢?° ~ve?— al,
d. h. wenn B und p° inhaltsgleich sind, dann sind o und «f’ gleichwertig.

Noch einfacher ergibt sich (wiederum mittels der induktiven Methode
an der Hand der Erzeugung von f) folgende Eigenschaft:

Wenn « und «, inhaltsgleich (bzw. gleichwertig) sind, dann sind auch
af und af inhaltsgleich (bzw. gleichwertiyg).

Mittels der induktiven Methode beweisen wir noch den Satz:
(¢)" ~ e,

Es sei nimlich y =y, 4y, -+ ... 47, auf Grund der ersten er-
zeugenden Operation, und es seien die Formeln (¢ )™ ~ "' (y=1,2,...,m)
bewiesen. Alsdann ist

¥ E 7 By ¥, f 72 & ] g 5 ¥
om0 PTG (P () ()

a
i

\ b S g
~(e”) = (e")
Es sel weiter y =y, -}y -+ 7, + ... auf Grund der zweiten erzeugenden

Operation, und es seien die Formeln (¢” )" ~ "™ (v =1, 2, 3, ...), mit-
I- L \ ' /

i 7
8

= Yy

T

- s — ., 3y = - - &

hin auch die Formeln (e”)=! ~«*=' (n=1,2,...) bewiesen. Als-
dann ist

=] £ n n
fy P b : Z By ) BE vy ol e Yy
e == =Ilme=t =Ilme=r ~lim(a")"=1
n " L
¥
n = Ty Ris
s (B} =t ()

Im Kalle, dafl der basierte Erzeugungswert ¢ ebenfalls quasi-vollstindig
ist, ersehen wir unter Anwendung der Eigenschaft, dali das Produkt zweier
quasi-vollstindiger Erzeugungswerte wiederum quasi-vollstindig ist, sowie
des S. 457, Zeilen 13 bis 21 erwiithnten Satzes, mittels der induktiven Methode
an der Hand der Erzeugung von 4, dal auch «f quasi-vollstindig ist.

Wenn dann «, bzw. §, ein mit « bzw. § inhaltsgleicher vollstindiger bzw.
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zu Null-Urspezies gehoriger Erzeugungswert ist, haben wir nach dem Obigen,
dall ¢f mit efs inhaltsgleich ist, was wir auch wie folgt ausdriicken kiénnen:

Ist & ein basierter quasi-vollstindiger Hrzeugungswert der Ordnungs-
zahl a und p ein quasi-vollstindiger Erzeugungswert der Ordnungszahl b,
dann ist «f ein basierter quasi-vollstandiger Erzeugungswert der Ord-
nungszahl a®.

§ 4. Unter den Ordnungszahlen des zweiten Bereichs vom Grade Null
verstehen wir die Ordnungszahlen des ersten Bereichs. Unter den Ord-
nungszahlen des zweiten Bereichs vom Grade p (p eine nicht verschwin-
dende natiirliche Zahl) verstehen wir die Ordnungszahlen

t.”wh“'l .E. H}?"-"ﬂ“ = iuia _ 3 Pn.p

n?

wo 7 und die a, nichtverschwindende natiirliche Zahlen sind und die p,
natiirliche Zahlen (unter denen auch (0 vorkommen kann, in welchem Fall
w® =1 ist), deren grifite gleich p ist. Offenbar diirfen wir annehmen,
daB p,.1>9 (»=1,2,...,8—1).

Unter einer Spezies des zwerten Bereichs vom Grade p verstehen wir
eine (vollstindige oder quasi-vollstiindige) wohlgeordnete Spezies, welche
eine Ordnungszahl des zweiten Bereichs vom Grade p besitzt?).

Offenbar ist jede Spezies des zweiten Bereichs, deren Ordnungszahl
von Null verschieden ist, kondensiert.

Wie man leicht einsieht, sind zwei beliebige Ordnungszahlen des
zweiten Bereichs vergleichbar und besitzen, wenn sie voneinander und
von Null verschieden sind, eine gleichfalls zum zweiten Bereich gehorende
Differenz.

Die ordnungsgemdfie Summe endlichvieler Ordnungszahlen des zweiten
Bereichs ist wiederum eine Ordnungszahl des zweiten Bereichs.

Aus der Formel

(0P a, + 0Py ... F0Pra)o=wPa 0=’ (0 o)== e’

1) Eine wohlgeordnete Spezies der Ordnungszahl w®.a, + @®2.q,4 ... L wPi.q
kimnen wir erzeugen durch Addition einer — vollstiindigen oder quasi-vollstéindigen
wohlgeordneten Spezies der Ordnungszahl w?!'.q, (welche wir ihrerseits herstellen
kinnen durch Multiplikation von p, 4+ 1 elementefremden — vollstiindigen oder quasi-
vollstiindigen — wohlgeordneten Spezies, von denen die ersten p; die Ordnungszahl w
und die letzte die Ordnungszahl a, besitzt), einer — vollstindigen oder quasi-voll-
stiindigen wohlgeordneten Spezies der Ordnungszahl w®.q,, ..., und einer — voll-
stiindigen oder quasi-vollstindigen — wohlgeordneten Spezies der Ordnungszahl
w?".q . Diese Erzeugungsweise von Spezies des zweiten Bereichs ist indes keines-
wegs die einzige, wie man schon fir die Ordnungszahl @*® durch einfache Beispiele
belegen kann,
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geht hervor, dafi die Multiplikation einer Ordnungszahl des zweiten Be-
reichs mit einem rechtsseitigen Multiplikator @, mithin auch mit einem
rechtsseitigen Multiplikator @w®, mithin auch mit einem beliebigen, eine
Ordnungszahl des zweiten Bereichs darstellenden rechtsseitigen Multiplikator,
wiederum eine Ordnungszahl des zweiten Bereichs ist. Hieraus folgt, dald
allgemein das Produki endlichvieler Ordnungszahlen des zweiten Bereichs
wiederum eine Ordnungszahl des zweiten Bereichs ist.

Eine Fundamentalreihe g,,f,,... von i'}rt.inungr_‘-z:ﬂiiml des zweilten
Bereichs heilt induziert in bezug auf den zweiten Bereich, wenn eine
solche steigende Fundamentalreihe »,,,, ... existiert, dall die Grade von
Buys Brys - o . entweder bestindig wachsen oder einander gleich sind, wihrend
fiir m zwischen » und » ., der Grad von g kleiner ist alg der Grad
von f, .., und, falls die 8, vom Grade Null sind, die Fundamentalreihe
Br.s Brii1s Bryses ... In bezug auf den ersten Bereich induziert ist.

Wenn wir die ordnungsgemiiie Summe einer in bezug anf den zweiten
Bereich induzierten Fundamentalreihe von Ordnungszahlen des zweiten Be-
reichs mittels der ordnungsgemiflen Summe entsprechender vollstindiger
bzw. aus nur einem einzigen Nullelement bestehender wohlgeordneter Spezies
definieren, dann erweist sich diese Summe wiederum als eine Ordnungs-
zahl, und zwar ist dieselbe entweder gleich w® oder gehort wiederum
dem zweiten Bereich an.

Wir formulieren jetzt eine Reihe von sechs Eigenschaften:

1. Zu einer beliebigen von Null verschiedenen Ordnungszahl des zweiten
Bereichs gehort sicher ein vollstindiger Erzeugungswert, der wollstandig
induziert in bezug auf den zweiten Bereich ist, d. h. dessen komnstruktive
Unterwerte alle Ordnungszahlen des zweiten Bereichs besitzen, und fiir
den bei jeder Anwendung der zweiten erzeugenden Operation die betref-
fende Fundamentalreihe von Ordnungszahlen in bezug auf den zweiten Be-
reich induziert ist.

2. Eine beliebige von Null verschiedene Ordnungszahl des zweiten
Bereichs, deren letzter Kxponent von Null verschieden ist, ist gleich der
ordnungsgemiiien Summe einer in bezug auf den zweifen Bereich indu-
zierten Fundamentalreihe von nichtverschwindenden Ordnungszahlen des
zweiten Bereichs.

3. Jeder Abschnitt (also auch jeder Rest und jeder Ausschnitt) einer
Ordnungszahl des zweiten Bereichs ist wiederum eine Ordnungszahl des
zweiten Bereichs (so daB der zweite, ebenso wie der erste Bereich der
Ordnungszahlen ununterbrochen ist).

Diese Eigenschaft braucht nur fiir eine beliebige von Null verschie-
dene Ordnungszahl des zweiten Bereichs § bewiesen zu werden. Sie ergibt




470 L. E. J. Brouwer.

sich mittels der induktiven Methode an der Hand der Erzeugung eines (auf
Grund der Eigenschaft 1 existierenden) zu f gehorigen vollstindigen und
in bezug auf den zweiten Bereich vollstindig induzierten Erzengungswertes.

4. Eine Fundamentalreihe e, ¢,, ... von Ordnungszahlen des zweiten
Bereichs, deren (in der im vorigen schon mehrfach angegebenen Weise de-
finierte ) ordnungsgemifie Summe entweder eine Ordnungszahl des zweiten
Bereichs oder die Ordnungszahl w® ist, ist induziert in bezug auf den

zwelten Bereich,

Im ersten Falle diirfen wir, weil die ordnungsgemifle Summe von
Cyy Gy, » .« . VOraussetzungsgemil quasi-vollstindigen wohlgeordneten Spezies
entspricht, und mithin feststeht, entweder daB nur endlichviele, oder daf}
abzihlbarunendlichviele nichtverschwindende «, existieren, annehmen, daf
das letztere der Fall ist. Weiter diirfen wir den Beweis beschrinken
auf den Fall « = w?, wo p—=g -1 und g nicht verschwindet, mithin
it = Ii!ln w7 (n eine unbeschrinkt wachsende natiirliche Zahl). Alsdann

=
kann, dall w?7-( Eit ]::l =0 - (A e = oy, _:; -y ; ein kleinstes 0x s

gibt es ein kleinstes g,, zu dem ein solches » 0 bestimmt werden

L=

zu dem ein solches », > », bestimmt werden kann, dafB} @ (v, 4 1) >, -}
gt .o+, = w7 vy,; ein kleinstes p,, zu dem ein solches vy >,
bestimmt werden kann, daB w?.(v», -1)> . - g ..o t0, = wiv,:
3 1 2 ga= 3

usw. Die Exponenten der Anfangsglieder von « t,,, - .. miissen alle gleich

I
q sein, wihrend fiir m zwischen o, und o, ., die Exponenten von o,
kleiner als ¢ sind. Mithin ist die Fundamentalreihe ¢, «,, «,, ... indu-
ziert in bezug auf den zweiten Bereich.

lm zweiten Falle ist die Ordnungszahl ¢, - ¢, + @, -} ... gleich der

Ordnungszahl o -} w®* | @® ... und gibt es ein kleinstes o

=13

zu dem

ein solches », = 0 bestimmt werden kann, daB o=+l o, + e, -

,, = w™; ein kleinstes p,, zu dem ein solches ¥, > », bestimmt werden
kann, dall et > e 4 a,-f-... |- e,, = @”; ein kleinstes 0y, zu dem
ein solches », > », bestimmt werden kann, daB 7+l — o +ea, ...
+ ¢y = w*; usw. Die Grade von @, , «, . ... miissen bestindig wachsen,

withrend fiir m zwischen o, und o, , der Grad von e, kleiner ist als

’
der Grad von «,,, . Mithin ist die Fundamentalreihe 0y, Uy, G, » .. indu-
ziert in bezug auf den zweiten Bereich.

5. Wenn f,, f,, f;, ... eine Fundamentalreihe von Ordnungszahlen ist,
welche mit der in bezug auf den zweiten Bereich induzierten Fundamental-
reihe «,, ,, ... von Ordnungszahlen des zweiten Bereichs additiv-zusammen-
gehorig ist (d. h. daB zu jedem » ein solches u gefunden werden kann,
dal B, + B+ ...} B. > €y -~ €y ... - «,, und zu jedem o ein solches o,
dall o, + ey +...F e, > B, + B, ...+ fis), so gehirt auch jedes 8, zum
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zweiten Bereich und ist die Fundamentalreihe B Bas Bys - .. In bezug auf
den zweiten Bereich induziert.

Diese Higenschaft ist eine unmittelbare Folge der Eigenschaften 3
und 4.

6. Ein beliebiger zu einer Ordnungszahl des zweiten Bereichs gehoriger
Erzeugungswert ist vollstindig induziert in bezug auf den zweiten Bereich.

Fiir einen vollstindigen Erzeugungswert folgt diese Higenschaft un-
mittelbar aus den Eigenschaften 3 und 4. Um sie fiir einen quasi-voll-
stindigen Erzeugungswert (dessen Ordnungszahl wir als nichtverschwin-
dend voraussetzen diirfen) herzuleiten, geniigh es, denselben zum ent-

sprechenden vollstindigen Erzeugungswert in Beziehung zu setzen,

Eine wohlgeordnete Spezies F heiBt unbestimmt zerlegt in bezug auf
den zweiten Bereich, wenn sie in solcher Weise in einen (evtl. fortfallen-
den) Abschnitt F' und einen (evtl. fortfallenden) Rest F” regulir zerlegt
werden kann, dal jeder Rest von F' entweder aus lauter Nullelementen
besteht oder einen mit w® inhaltsgleichen Anfangsteil besitzt, und F~ mit
einer Spezies des zweiten Bereichs inhaltsgleich ist (ohne deshalb not-
wendigerweise eine Ordnungszahl des zweiten Bereichs besitzen zu miissen ).

Eine in bezug auf den zweiten Bereich unbestimmt zerlegte wohlge-

ordnete Spezies F' braucht — schon im Falle, daB F” mit F identisch
und mit der Ordnungszahl o inhaltsgleich ist — nicht notwendig unbe-

stimmt zerlegt in bezug auf den ersten Bereich zu sein, wie aus folgen-
dem Beispiel hervorgeht: Es sei F, fiir » < k, und @, fiir » =k, eine
Voll-Urspezies; F, fiir » >k, und @, fiir » < %, eine Null-Urspezies;
F=(F+F+4...)+(G,+ G +...)

Ebensowenig ist eine in bezug auf den ersten Bereich unbestimmt
zerlegte wohlgeordnete Spezies @ notwendigerweise unbestimmt zerlegt in
bezug auf den zweiten Bereich, wie folgendes Beispiel zeigt: Es sei @,
eine vollstindige wohlgeordnete Spezies, welche fiir » < &, die Ordnungs-
zahl ”, fiir » > k, die Ordnungszahl w™ besitzt, und es sei @ = @, -} @,
+ G ...

Eine wohlgeordnete Spezies F' heilit scharf zerlegt in bezug auf den
zweiten Bereich, wenn sie in solcher Weise in einen (evtl. fortfallenden)
Abschnitt F' und einen (evtl. fortfallenden) Rest F” reguliir zerlegt werden
kann, daB jeder Rest von F entweder aus lauter Nullelementen besteht,
oder die Ordnungszahl w® oder einen Abschnitt der Ordnungszahl m® be-
sitzt, und F” eine Ordnungszahl des zweiten Bereichs besitzt (hierbei

konnen wir, ohne der wohlgeordneten Spezies F eine weitere Einschriinkung
aufzuerlegen, fiberdies fordern, daB F’ entweder in Fortfall kommt, oder
wenigstens ein Vollelement enthiilt).
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Eine in bezug auf den zweiten Bereich scharf zerlegte wohlgeordnete
Spezies ist ebenfalls scharf zerlegt in bezug auf den ersten Bereich. Nach
dem obigen Beispiel G =G, + G, -+ G, -+ ..., wo @, eine vollstindige
wohlgeordnete Spezies der Ordnungszahl @ bzw. w® vorstellt, ist aber
eine in bezug auf den ersten Bereich scharf zerlegte wohlgeordnete Spezies
nicht notwendig scharf zerlegt in bezug auf den zweiten Bereich.

Von einer in bezug auf den zweiten Bereich scharf zerlegten wohl-
geordneten Spezies ist nicht notwendig auch jede konstruktive Unterspezies
in bezug auf den zweiten Bereich scharf zerlegt, wie wir aus folgendem
Beispiel ersehen: Es besitze G, fiir » < &, die Ordnungszahl w®, fir » > k,
die Ordnungszahl w; H, fiir jedes » die Ordnungszahl @”; und es sei
G=G,+G,+..;H=H + H,+...; F= G - H. Alsdann ist F scharf
zerlegb in bezug auf den zweiten Bereich; die konstruktive Unterspezies
G von F dagegen ist weder scharf, noch unbestimmt zerlegt in bezug auf
den zweiten Bereich.

Eine wohlgeordnete Spezies F' heillt wollstdndig induziert in bezug
auf den zweiten Bereich, wenn wiihrend ihrer Erzeugung bei jeder durch
eine Formel ¥, = F, -- F, - F, . .. ausgedriickten Anwendung der zweiten
erzeugenden Operation, wo jedes F, nach der Formel i~ TRk F in
bezug auf den zweiten Bereich scharf zerlegt ist, die betreffende Funda-
mentalreithe F,, F,, F,,... in bezug auf den zweiten Bereich induziert ist,
d. h. erstens entweder eine unbeschrinkt wachsende Fundamentalreihe
V13 Vay Vg, - .. existiert, so daB jedes F,!.Ic Vollelemente besitzt, oder ein solches
m angegeben werden kann, daf} F, fiir » = m aus lauter Nullelementen
besteht bzw. fortfillt, zweitens im letzteren Falle die Fundamentalreihe
der Ordnungszahlen wvon Fl”, I"-:, F;:, ... (wobei wir einem fortfallenden
F. die Ordnungszahl Null zusprechen) in bezug auf den zweiten Bereich
induziert ist. Demzufolge ist dann jedesmal auch F, in bezug auf den
zweiten Bereich scharf zerlegt.

Sei Fy; . .; ein Element dexr in bezug auf den zweiten Bereich voll-
stindig induzierten wohlgeordneten Spezies F'. Der Reihe nach ergibt sich,

i ., in Ky 4, 1n F; und

dal} dieses Element in F;; ;. ., I Foo o ., ..
in F je einen Abschnitt und einen Rest bestimmt, die in bezug auf den
zweiten Bereich gleichfalls vollstindig induziert sind. Mithin haben wir
den Satz, dal jeder Ausschnitt sowie jeder Rest einer in bezug auf den
zweiten Bereich vollstindig induzierten wohlgeordneten Spezies F gleich-
falls in bezug auf den zweiten Bereich vollstindig induziert ist.

Eine in bezug auf den zweiten Bereich vollstindig induzierte wohl-
geordnete Spezies F ist offenbar scharf zerlegt in bezug auf den zweiten
Bereich, weiter quasi-vollstindig und, wie wir mittels der induktiven Me-
thode ersehen, auch in bezug auf den ersten Bereich vollstindig induziert.

T ——
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Schreiben wir, der scharfen Zerlegbarkeit von F in bezug auf den zweiten
Bereich entsprechend, F ~ F' -+ F”, so hesitzt die wohlgeordnete Spezies F’,
wenn sie nicht fortfillt, entweder einen Rest der Ordnungszahl w®, oder
alle nichtverschwindenden Ordnungszahlen von Resten von F’ sind gréfer

als w*.

Sei F' eine in bezug auf den zweiten Bereich vollstindig induzierte
wohlgeordnete Spezies, welche mit der ordnungsgemifien Summe einer

Fundamentalreihe F,, F,, ... von in bezug auf den zweiten Bereich scharf
zerlegten wohlgeordneten Spezies gleichwertig ist. Wir wollen beweisen,
daB die Fundamentalreihe F,, F,,... in bezug auf den zweiten Bereich

induziert ist, und bemerken dazu zunichst, daB fiir die wohlgeordnete
Spezies F, eben weil sie in bezug auf den zweiten Bereich vollstindig
induziert ist, eine der drei folgenden Eigenschaften bestehen muB: ent-
weder F' besitzt einen Rest mit einer Ordnungszahl des zweiten Bereichs
(die auch Null sein kann), oder von einem gewissen Reste von F' besitzt
jeder Rest die Ordnungszahl @®, oder aber jeder Rest von F besitzt eine
Ordnungszahl > w®. Diese drei Fille behandeln wir der Reihe nach.

Erster Fall. F besitzt einen Rest F' mit einer Ordnungszahl des
zwerten Bereichs. Fiir ein bestimmtes m besitzt dann F, einen derartigen
Rest F, ., daB die ordnungsgemiBe Summe der Fundamentalreihe

ol Bty R 4 S e gleichwertig ist, so daBl jedes Glied der
letzteren Fundamentalreihe eine Ordnungszahl des zweiten Bereichs besitat,
und die Fundamentalreihe dieser Ordnungszahlen (eben weil ihre ordnungs-
gemille Summe eine Ordnungszahl des zweiten Bereichs ist) in bezug auf
den zweiten Bereich induziert ist. Dann aber gilt dasselbe fiir die Fun-
damentalreihe der Ordnungszahlen von Fj.i, Fis, ... bzw. fiir die

" ..'ﬂ‘

Fundamentalreihe der Ordnungszahlen von F, .y, Fpio, ..., mithin auch
fir die Fundamentalreihe der wohlgeordneten Spezies Fj .1, Foias ...
mithin auch fiir die Fundamentalreihe der wohlgeordneten Spezies
O s

Zweiter Fall. Vom Reste F° von F besitzt jeder Rest die Ordnungs-
2ahl o . Fiir ein bestimmtes m besitzt dann F,, einen derartigen Rest ¥, .,
daB die ordnungsgemiifie Summe der Fundamentalreihe Foo, Foiq, Foios ...
mit F° gleichwertig ist, so daB jedes Glied der letzteren Fundamental-
rethe eine Ordnungszahl des zweiten Bereichs besitzt und die Fundamental-
reihe dieser Ordnungszahlen (eben weil ihre ordnungsgemiifie Summe
gleich w® ist) in bezug auf den zweiten Bereich induziert ist. Dann aber gilt
dasselbe fiir die Fundamentalreihe der Ordnungszahlen von F, .y, F.9, ...
bzw. fiir die Fundamentalreihe der Ordnungszahlen von 7GR F:.!, ey
mithin auch fiir die Fundamentalreihe der wohlgeordneten Spezies
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Foiy, Fuio, ..., mithin auch fiir die Fundamentalreihe der wohlgeord-
neten Spezies F,, F,, F,, ....

Dritter Fall. Jeder Rest von F besitzt eine Ordnungszahl = w®.
Zu jedem sm gibt es dann ein derartiges »,, dall fiir einen bestimmten
‘eigentlichen oder uneigentlichen) Abschmtt e

¥

von F, die ordnungs-

" - i (i) .
gemifle Summe F, -+ Fuuo+...+ F -+ F, die Ordnungszahl o

| ¥m—1

besitzt, so dal wenigstens eine der wohlgeordneten Spezies ST i
‘L""..-.—l-' !,2 existiert und Vollelemente besitzt. Das heillt aber, dal}
es zu jedem m ein derartiges o, == m gibt, dal F, existiert und Voll-
elemente hesitzt, so daBl die Fundamentalreihe der wohlgeordneten Spezies
F,F, F,,... in bezug auf den zweiten Bereich induziert ist.

Kombinieren wir den hiermit bewiesenen Satz mit der Eigenschaft,
daB jeder Ausschnitt sowie jeder Rest einer in bezug auf den zweiten
Bereich vollstindig induzierten wohlgeordneten Spezies gleichfalls in bezug
auf den zweiten Bereich vollstiindig induziert ist, so ergibt sich, dafl jede
mit einer in bezug auf den zweiten Bereich vollstindig induzierten wohl-
geordneten Spezies F gleichwertige wohlgeordnete Spezies G ebenfalls in
bezug auf den zweiten Bereich vollstindig induziert ist (und zwar mittels
der induktiven Methode an der Hand der Erzeugung von ). Auf Grund
dieser Eigenschaft bezeichnen wir eine Ordnungszahl als in bezug auf den
zweiten Bereich vollstindig induziert, wenn jeder zu thr gehorige wvoll-
standige Erzeugungswert in bezug auf den zweiten Bereich wvollstindig
induziert isi.

Dann aber ist auch jeder zu thr gehorige quasi-vollstindige Er-
zeuqungswert in bezug auf den zweiten Bereich vollstindig induziert.
Sei namlich f ein solcher quasi-vollstindiger Erzeugungswert, dal} der
entsprechende vollstindige Erzeugungswert « in bezug auf den zweiten
Bereich vollstindig induziert ist. Jeder durch eine Formel e, ~ a; - ¢!
ausgedriickten scharfen Zerlegung in bezug anf den zweiten Bereich eines
konstruktiven Unterwertes ¢, von « entspricht dann eine durch eine Formel
f. ~ B! p. ausgedriickte scharfe Zerlegung in bezug auf den zweiten
Bereich des entsprechenden konstruktiven Unterwertes f, von f (welche
leicht eindeutig festgelegt werden kann, z. B. durch die Forderung, dall,
wenn [, nicht fortfillt, jeder Rest von B! Vollelemente aufweisen soll).
Auf Grund dieser scharfen Zerlegungen seiner konstruktiven Unterwerte
aber stellt sich § an der Hand seiner mit ¢ parallelen Erzeugung un-
mittelbar als in bezug auf den zweiten Bereich vollstindig induziert heraus.

§ 5. Unter den Ordnungszahlen des dritten Bereichs vom Range Null
verstehen wir die Ordnungszahlen des zweiten Bereichs. Unter den Ord-
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nungszahlen des dritlen Bereichs vom Range 1 verstehen wir die Ordnungs-
zahlen

4

il
(1) Rt ¢ £

; ot ia

wo 7 und die a, nichtverschwindende natiirliche Zahlen sind und die
p, Ordnungszahlen des zweiten Bereichs, deren Maximalgrad nicht ver-
schwindet. Unter den Ordnungszahlen des dritten Bereichs vom Range
p -+ 1 verstehen wir die Ordnungszahlen

H (] n
wP a4+ ...+ o™ a

e
wo n und die @, nichtverschwindende natiirliche Zahlen sind und die
p, Ordnungszahlen des dritten Bereichs vom Maximalrange p.

Unter einer Spezies des dritten Bereichs vom Range p verstehen wir
eine (vollstindige oder quasi-vollstindige) wohlgeordnete Spezies, welche
eine Ordnungszahl des dritten Bereichs vom Range p besitzt.

Offenbar ist jede Spezies des dritten Bereichs, deren Ordnungszahl
von Null verschieden ist. kondensiert.

Es gelten folgende zwei Eigenschaften:

1. Je zwer Ordnungszahlen des dritten Bereichs sind wvergleichbar und
besitzen, wenn ste voneinander und von Null verschieden sind, eine gleich-
falls zum dritlen Bereich gehorende Differenz.

2. Bei der Ordnungszahl w™-a, |- ... |+ o™ a, darf man annelmen,
dafy jedes p, < p, isl.

Diese Sitze begriinden wir, indem wir den ersten fiir Zahlen, deren
Rang < p ist, mithin den zweiten fiir Zahlen, deren Rang < p ist, als
bewiesen annehmen, und hieraus die Giiltigkeit des ersten fiir Zahlen,
deren Rang < p ist, folgern. Hierzu bemerken wir zuniichst, dal} wir

fiir zwei Zahlen ¢ und o, deren Rang < p ist, aus o < ¢ die Formel
w? = w? - m? folgern diirfen, und nennen sodann fiir eine Zahl des
dritten Bereichs w"-a, 4 ...} w"-a,_ den Exponenten p, das (2h —1)-te

Bestimmungselement und den Koeffizienten a;, das 2h-te Bestimmungs-
element. Unter diesen Voraussetzungen wird von zwei Zahlen, deren
Rang < p ist, diejenige als die griofiere erkannt, von der das erste Be-
stimmungselement, das nicht fiir beide Zahlen gleich ist, das grifiere ist,
wihrend als Differenz der beiden Zahlen wiederum eine Zahl des Ranges
< p auftritt.

Die ordnungsgemifie Summe endlichvieler Ordnungszahlen des dritten
Bereichs ist wiederum eine Ordnungszahl des dritten Bereichs.

n
Es seien Y w".a, und w?, wo weder @, noch p verschwindet, zwei
Y= L
Zahlen des dritten Bereichs. Indem wir p=1- ¢, mithin w? = w w?
a1
o
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setzen, ersehen wir, daB @? sich mittels der beiden erzeugenden Opera-
tionen aus Urzahlen o herstellen 1iBt. An der Hand dzeser Konstruktion
von o? konnen wir nun die Formel

n
1 D P
p fuf‘-rf, [~? wli.m?
= |
=1 o

mittels der induktiven Methode beweisen, und zwar auf Grund der Tat-

sachen, dall
nE 4
Mg, = o™ -w;
r=1

daB fiir = B, -+ B+ ...+ B, auf Grund der ersten erzeugenden Opera-

tion, aus

"

ot
P i P £ 1]
. l1 w’™.q, i 'PI| - [,;Phpl; _\_1 wh -{[”i ',I'i'._\ — mjl..ll-,_::
b= : st 3
3 1S :
Mol . = %1 i
! 2 @7 | B, =wh-p
|'::l -
fu]gt
N 2 1
Mo'ra | f=w?f;
==k J

i
und daf fiir = 3 B, auf Grund der zweiten erzeugenden Operation, aus

=1

” :
MwP.a,|-f,=or.-, fir jedes u

Lye=]
folgt
I_ n P -
Mo a, | f=woP-f.
r=1 =
n ; i
= . i
Es seien nun > @’”-a, und N o%-b, + byi1, Wo @y, by und
=1 n=1

die g, nicht verschwinden, zwei Zahlen des dritten Bereichs. Alsdann ist
das Prodult

n = m

Py | [ ]
Mo r-a, - _31 . b_u + b1
y=1 k=1 =
gleich
m - N ; 1 - N ; -
Y 5 i i |
3| Yo’ a 0% b+ |3 o™ a b,
n=1tr=1 G ya=1
i ; n
1 Pty f 3 ‘o Py
Mw s b_,e -+ w?-(a, bpir) -+ S
=1 =10

Mithin ist das Produkt von zwei, also auch allgemein von endlich-
vielen Ordnungszahlen des dritien Bereichs wiederum eine Ordnungszahl
des dritten Bereichs.
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- n
Insbesondere ist, wenn p, nicht verschwindet, | 3 w".a,| eine Zahl
r=1 -
2 - : e it i oAl
des dritten Bereichs mit dem ersten Glied w?®.a,; | Y w".a,| eine
L2 |
4 X ” y n ; = M
Zahl des dritten Bereichs mit dem ersten Glied w?*.a,; | ¥ 0w’ .a,| ,
Ly=1

wo m eine beliebige nichtverschwindende natiirliche Zahl vorstellt, eine
Zahl des dritten Bereichs mit dem ersten Glied w?:m.q,. Mithin ist

1 (] o' ¥ i w
Py ] |
Saa,| = 3 | DNaolag| = 3 or« '@, = @i,
y=1 =1 “r=1 u=l1

Auf Grund dieser Eigenschaft kénnen wir, wenn w?, wo p nicht ver-
schwindet, eine Zahl des dritten Bereichs ist, an der Hand einer Kon-
struktion von w? mittels der beiden erzeugenden Operationen aus Upr-
zahlen @, die Formel

n o
I
\,T Fr}r"'(fi_ —— 14
I'_1

ol

mittels der induktiven Methode herleiten, und zwar unter Benutzung der
Tatsachen, dall fiir § = p, |- §, ... |, auf Grund der ersten erzeugen-
den Operation, aus

r % : - - B 4 "2
] 1 ' PR o
St rea ' =it [k gl Pia;
eepre="1] . =1 =
n -
i m o
TaYils _l.'r mr”'{{,. = 1"y
=1
folot
n f ]
_\1 {F)'I"-Q‘I_ = e,
g | -

und daff fir §f—1Ilim §, auf Grund der zweiten erzeugenden Operation, aus
L -

L - B
NMNoP.a, | =™ fir jedes u
y=] 1
folgt
n o - f -8 ; lim p,. 48
Soa,| =lim| Yo®aq | =lime?t=n* "= opn,
r=1 - it r=1 - i
it
Set nun ¥ w".b, 4 b,.;, wo die g, und b, ., nicht verschwinden,
fi=1

eine weitere Zahl des dritten Bereichs, so ist

Tt

Lt LB
1t : 1 ’l ; w -“"!‘_u 'r’u.u_s 1 n b3 . @ b 1 b :
1 L | = . | 35 i c ) T+
Mw’.a, Sw- a, DT
| pe=1 y—1
m
. i
e X o 'H'f’_u- - # bimi1
u=1 N Py ] e
iy v 2y, :
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welcher Ausdruck als Produkt zweier Zahlen des dritten Bereichs wiederum
eine Zahl des dritten Bereichs ist.

Mithin ist eine Potenz, deren Argument und Exponent Zahlen des
dritten Bereichs sind, wiederum eine Zahl des dritten Bereichs.

Eine Fundamentalreihe g, f,,... von Ordnungszahlen des dritten
Bereichs vom Range Null heilt induziert in bezug auf den dritten Bereich,
wenn sie induziert in bezug auf den zweiten Bereich ist. Kine Fundamental-

reihe ¢,, ..., ¢,, fs fys ... von Ordnungszahlen des dritten Bereichs, bei
welcher f,, f,,... alle vom Range Null sind, heiBt snduziert in bezug
auf den dritten Bereich, wenn die Fundamentalreihe f,, 5,. ... induziert

in bezug auf den dritten Bereich ist.

Eine Fundamentalreihe f,, f,,... von Ordnungszahlen des driften
Bereichs, bei welcher eine solche steigende Fundamentalreihe » ,%,, ...
existiert, daB f,, f...... alle vom Range p (= 0) sind, wihrend fiir m
zwischen» undy, ., der Rangvon g, kleiner als p ist, heildt énduziert in bezug
auf den dritten Bereich, wenn erstens eine solche steigende Fundamental-

: o : - r ’
reihe o,,0,,... existiert, dall die Exponenten f,, f,,, ... der Anfangs-
glieder von B, . f.,, ... entweder bestindig wachsen oder einander gleich

sind, wihrend fiir m zwischen o und g, ., die Exponenten von f, kleiner

: o y = 2 : E _ 5
sind als f sweitens im ersteren Falle bei der Fundamentalreihe
r

B4 ?

o Sifr i ._’J' . yier o ," : 1
Bi s Baseees WO Py =p, und jedes fai1= fo,., — Pen €ine steigende
- 5 . AT, = .
Fundamentalreihe o.. o.. ... auftritt, so daB pg., fis, ... alle vom Range
12 2 1 ‘f 2 ? ]
- . an . ) N -
h (< p) sind, wihrend fiir m zwischen 6, und o, ., der Rang von f, kleiner
i . : . L ; % .
als % ist, und die Fundamentalreihe ff;, fla, ... in bezug auf den dritten

Bereich induziert ist.
Wir wollen jetzt beweisen, dafl die (in iiblicher Weise definierte)
ordnungsgemiiBe Summe einer in bezug auf den dritten Bereich induzierten

Fundamentalreihe f,, f,, ... von Ordnungszahlen des dritten Bereichs,
bei welcher eine solche steigende Fundamentalreihe »,,%,,... existiert,
daB f,,, fi,., ... alle vom Range p sind, wihrend fiir »m zwischen », und », . |

der Rang von f, kleiner als p ist, wiederum eine Ordnungszahl des dritten
Bereichs ist. Weil der Satz offenbar fiir p — 0 erfiillt ist, so diirfen wir
beim Beweise des Satzes fiir den Rang p die Giiltigkeit des Satzes fiir
Ringe < p voraussetzen. Uberdies diirfen wir bei der Beweisfilhrung an-
nehmen, daB o, = 1 ist und uns auf den ersten Fall des vorigen Ab-
satzes beschriinken, weil fiir den letzten Fall der Satz ohne weiteres

einleuchtet. Fiir eine derartige im ersten Falle befindliche Funda-
mentalreihe £, f,, ... aber haben wir unter der Voraussetzung o, =
i 4 N Iim...":“ y ;
lim ¥ f, im g, =limop'r=n" = = Wo S auf Grund
n 3 1

m =1
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der Giiltigkeit des Satzes fiir Riinge < p eine Zahl des dritten Bereichs
vorstellt, so dall sich auch f, als eine Zahl des dritten Bereichs ergibt.

Eine Fundamentalreihe f,, f,,... von Ordnungszahlen des dritten
Bereichs heilit induziert in bezug auf den dritten Bereich, wenn erstens
eme solche steigende Fundamentalreihe »,, »,, ... existiert, daff die Ringe
von  f,, fh., ... entweder bestindig wachsen oder einander gleich sind,
wihrend fiir m zwischen », und », ,, der Rang von g, kleiner ist als der
Rang von f,, . zweitens im letzteren Falle die Fundamentalreihe £, f,, ...
in bezug auf den dritten Bereich induziert ist.

o
Schreiben wir w” =m,, 0" = w,, O — Ay vy =8

, 80 ist
n 1

die (in iiblicher Weise definierte) ordnungsgemifie Summe einer in bezug

auf den dritten Bereich induzierten Fundamentalreihe von Ordnungszahlen

des dritten Bereichs entweder gleich der Ordnungszahl ¢ oder wiederum

eine Ordnungszahl des dritten Bereichs.

Wir leiten jetzt eine Reihe von sechs Eigenschaften her:

1. Zu einer beliebigen von Null verschiedenen Ordnungszahl des dritten
Bereichs gehort sicher ein vollstindiger Erzeugungswert, der wollstindig
induziert in bezug auf den dritten Bereich ist, d.h. dessen konstruktive
Unterwerte alle Ordnungszahlen des dritten Bereichs besitzen, und fiir den
bei jeder Anwendung der zweiten erzeugenden Operation die betreffende
Fundamentalreihe von Ordnungszahlen in bezug auf den dritten Bereich
induziert ist.

Fiir eine Ordnungszahl vom Range Null ist die Eigenschaft evident.
Beim Beweise fiir eine Ordnungszahl vom Range p diirfen wir also voraus-
setzen, dall die Giiltigkeit der KEigenschaft fiir Ordnungszahlen von
Ringen < p schon feststeht. Weiter diirfen wir den Beweis beschrinken
auf eme Ordnungszahl der Form ", wo & eine Ordnungszahl des dritten
Bereichs vom Range ¢ < p (fiir welche also die Giiltigkeit unserer Higen-
schaft schon feststeht) vorstellt. Wir beweisen nunmehr nach der induk-
tiven Methode, dall derjenige zu w" gehirige Erzeugungswert, der einem
unserer Eigenschaft geniigenden zu & gehorigen Erzeugungswert entspricht,
ebenfalls unserer Eigenschaft geniigt.

Sei T—17, 7, ...4 1, eine bei der Erzeugung des betreffenden
zu k gehérigen Erzeugungswertes auftretende Anwendung der ersten er-
zeugenden Operation. Alsdann gilt unsere Eigenschaft, wenn sie fiir

W, ', ..., o™, sowie fiir h(wn), h(0%), ..., h(o™) gilt, ebenfalls fiir
o+ o" k(@)= wo"tn, sowie fir h(on)+omh(om)=h(onts); ..
mithin auch fiir @nt a1 L guttmap (™) =m", sowie fiir
h(wnte tim) L gpTat.-tima. fy {_'w Tm ) — J ( W),

Sei 7 =1, 417,417, ... eine bei der Erzeugung des betreffenden
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zu k gehorigen Erzeugungswertes auftretende Anwendung der zweiten er-

zeugenden Operation. Alsdann gilt unsere Eigenschaft, wenn sie fiir

jedes @™, sowie fiir jedes k(w™) gilt, nach dem vorhergehenden ebenfalls

fiir jedes @™ ™" "™ und somit (weil die Fundamentalreihe 7,,7,, ...,

also auch die Fundamentalreihe w®, @@t mutatn, . bzw, die Fundamen-

talreihe @, w1k (w™), @+ %=-h(w™),... in bezug auf den dritten Bereich

mduziert ist) auch fiir |i|1_n @Ttretetn = gt gowile fiir lim A (@ntat---tr)
h [ ). f

Also gilt unsere Eigenschaft fiir w".

2. Eine beliebige von Null verschiedene Ordnungszahl des dritten
Bereichs, deren letzter Exponent von Null verschieden ist, ist gleich der
ordnungsgemifien Summe einer in bezug auf den dritten Bereich indu-
zierten Fundamentalreihe von nichtverschwindenden Ordnungszahlen des
dritten Bereichs,

Diese Higenschaft ergibt sich unmittelbar mittels der induktiven
Methode unter Benutzung der Eigenschaft 1.

3. Jeder Abschnitt (also auch jeder Rest und jeder Ausschnitt) einer
Ordnungszahl des dritten Bereichs ist wiederum eine Ordnungszahl des
dritten Bereichs (so dall der dritte ebenso wie der erste und der zweite
Bereich der Ordnungszahlen ununterbrochen ist ).

Die Eigenschaft braucht nur fiir eine beliebige von Null verschiedene
Ordnungszahl des dritten Bereichs § bewiegen zu werden. Sie ergibt sich
mittels der induktiven Methode an der Hand der Erzeugung eines (auf
Grund von Eigenschaft 1 existierenden) zu § gehdrigen vollstindigen und
in bezug auf den dritten Bereich vollstindig induzierten Erzeugungswertes.

4. Eine Fundamentalreihe «,, «,,... von Ordnungszahlen des dritten
Bereichs, deren (in iiblicher Weise definierte) ordnungsgemille Summe
entweder eine Ordnungszahl des dritten Bereichs oder die Ordnungszahl
ist, ist induziert in bezug auf den dritten Bereich.

Im ersten Falle diirfen wir, weil die ordnungsgemifie Summe von
ys Gy, ... VOraussetzungsgemill quasi-vollstindigen wohlgeordneten Spezies
entspricht und mithin feststeht, entweder dall nur eine endliche Anzahl,
oder dall eine Fundamentalreihe von nichtverschwindenden e, existiert,
annehmen, daB das letztere der Fall ist. Auch diirfen wir annehmen, daB
@, -+ ¢, -+ ... eine Ordnungszahl des dritten Bereichs ¢« vom Range & ist,
wihrend die Giiltigkeit der zu beweisenden KEigenschaft fiir Ringe der
ordnungsgemiilen Summe < k& schon feststeht. Weiter diirfen wir den
Beweis beschrinken auf den Fall ¢ = w?, wo p eine Ordnungszahl des
dritten Bereichs vorstellt, deren Rang < & ist.

Nehmen wir als ersten Unterfall an, dafl der letzte Exponent von p
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verschwindet, mithin p=g¢ -1 (wo ¢ ebenfalls eine Ordnungszahl des
dritten Bereichs, deren Rang < k ist, vorstellt) und ¢ — iiFljn wi-n (n eine
unbeschriinkt wachsende natiirliche Zahl). Alsdann gibt es ein kleinstes o, ,
zu dem ein solches », > 0 bestimmt werden kann, daBf w?-(», - 1) >

¢, oy + ... + 0, = @,v; ein kleinstes 0., zu dem ein solches Yy > ¥

= 1
bestimmt werden kann, daB w?-(», +-1) > e, + s+ ... @, = w-v,;

ein kleinstes g,, zu dem ein solches », > », bestimmt werden kann, daf

g a

w?(yvg+1) >, 4+ ... ¢, = w?»; usw. Die Exponenten der

Anfangsglieder von ¢, , «,,, ... miissen alle gleich ¢ sein, wihrend fiir m
zwischen o, und p, ., die Exponenten von ¢, kleiner als ¢ sind. Mithin
ist die Fundamentalreihe ¢, , «,, @,, ... induziert in bezug auf den dritten
Bereich.

Bleibt als zweiter Unterfall, daB der letzte Exponent von g nicht
verschwindet. Alsdann ist (nach Eigenschaft 2) p = limp,, wo jedes p,
eine Ordnungszahl des dritten Bereichs vorstellt, und p, P, = p, fiir jedes ».

Mithin ist auch die Ordnungszahl ¢ — w? gleich der Ordnungszahl lim o und

gibt es ein kleinstes g,, zu dem ein solches », > 0 bestimmt werden kann,

| Py, .
"

i : : . :
da o™t > fo, - ... -, = o ein kleinstes g,, 2u dem ein

, bestimmt werden kann, dal @P=+1 > o; + o,

- ¢y, = @' ; ein kleinstes g;, zu dem ein solches », > », bestimmt werden

kann, daB w®s*+! >« 4« - ... e, = o' usw. Bezeichnen wir den

gsolches », = »

Fixponenten des Anfangsgliedes von ¢, mit e/, so miissen e),el, ... eine
bestindig wachsende Fundamentalreihe bilden, wihrend fiir m zwischen

0,und g, ., die Exponenten von «, kleiner als «,/,  , sind. Weiter ist die
"
2+

f

Ordnungszahl lim «; = p. Schreiben wir also ¢, = ¢, und &) — e/ —a!

nEl "

fiir jedes =1, so ist (eben weil die zu beweisende Eigenschaft fiir
Ringe der ordnungsgemiflen Summe < k schon feststeht) die Funda-

4

mentalreihe ¢, , ¢,., ... in bezug auf den dritten Bereich induziert. Mit-
[} F
hin sind auch zuniichst die Fundamentalreihe o2, w®: . ..., sodann die

3 ) [ . % Y .
Fundamentalreihe w®, w™, ... und schlieBlich die Fundamentalreihe

Gy, €y, ... In bezug auf den dritten Bereich induziert.

Im zweiten Falle ist die Ordnungszahl o, +o, | ... gleich der
Ordnungszahl @ @, +-w, ... und gibt es ein kleinstes o,,
1'5 2
a» Zu dem ein solches », > », bestimmt werden
|

kann, dafl w, 41 >+ ... - ¢, = w, ; ein kleinstes o

S S

zu dem

(14

ein solches » >0 bestimmt werden kann, daB w, ., >«
+ @,, = w,,; ein kleinstes o

T & zu dem ein
solches », > #, bestimmt werden kann, daB w,,; 1 > ¢ a4 ... 4+, = o, ;
usw. Die Ringe von ¢, , ¢,, ... miissen bestindig wachsen, wihrend fiir m

zwischen o, und p, ., der Rang von e, kleiner ist als der Rang von «

2m+1*
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Mithin ist die Fundamentalreihe «,, «,, ¢,, ... induziert in bezug auf den
dritten Bereich.

5. Wenn £, f,, ... eine Fundamentalreihe von Ordnungszahlen ist,
welche mit der in bezug auf den dritten Bereich induzierten Fundamental-
rethe @, , ¢, . ... won Ordnungszahlen des dritten Bereichs addzite-
zusammengehorig ist, so gehort auch jedes f, zum dritten Bereich und
st die Fundamentalreihe f,, f,,... in bezug auf den dritten Bereich
mduziert.

Diese Figenschaft ist eine unmittelbare Folge der Eigenschaften 3 und 4.

6. Ein beliebiger zu einer Ordnungszahl des dritten Bereichs gehiriger
Erzengungswert ist vollstindig induziert in bezug auf den dritten Bereich.

Fiir einen vollstindigen Erzengungswert folgt diese Eigenschaft un-
mittelbar aus den Figenschaften 3 und 4. Um sie fiir einen quasi-voll-
stindigen Erzeugungswert (dessen Ordnungszahl wir als nichtverschwindend
voraussetzen diirfen) herzuleiten, geniigt es, denselben zum entsprechenden
vollstindigen Erzeugungswert in Beziehung zu setzen,

Eine wohlgeordnete Spezies F heilit unbestimmt zerlegt in bezug auf
den dritten Bereich, wenn sie in solcher Weise in einen (evtl. fortfallenden |
Abschnitt F* und einen (evtl. fortfallenden) Rest F'' regulir zerlegt
werden kann, dall jeder Rest von F' entweder aus lauter Nullelementen
besteht oder einen mit ¢ inhaltsgleichen Anfangsteil besitzt und F*° mit
einer Spezies des dritten Bereichs inhaltsgleich ist (ohne deshalb not-
wendigerweise eine Ordnungszahl des driften Bereichs besitzen zu miissen).

Eine in bezug auf den dritten Bereich unbestimmt zerlegte wohl-
geordnete Spezies F braucht — schon im Falle, dali F'" mit F identisch
und mit der Ordnungszahl @, inhaltsgleich ist — nicht notwendig un-
bestimmt zerlegt in bezug auf den zweiten Bereich zu sein, wie aus
folgendem Beispiel hervorgeht: Es sei F, fiir » < k, und @, fiir » > k,
eine vollstindige wohlgeordnete Spezies der Ordnungszahl o”; es bestehe
F, fir » >k, und G, fiir » < &, ans einem einzigen Nullelement; und es
gel F'=(F Fot-Fy o) (G + G+ Gy ...0).

1 2

Fbensowenig ist eine in bezug auf den zweiten Bereich unbestimmt
zerlegte wohlgeordnete Spezies ¢ notwendigerweise unbestimmt zerlegt in
bezug auf den dritten Bereich, wie folgendes Beispiel zeigt: Es sei @, eine
vollstindige wohlgeordnete Spezies, welche fiir » < &, die Ordnungszahl w,,

fiir » > k, die Ordnungszahl @, besitzt,und essel G =G, G, G, | ...
Eine wohlgeordnete Spezies F heilit scharf zerlegt in bezug auf den
dritten Bereich, wenn sie in solcher Weise in einen (evtl. fortfallenden )

Abschnitt F' und einen (evtl. fortfallenden) Rest F'' regulir zerlegt
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werden kann, daB jeder Rest von F' entweder aus lauter Nullelementen
besteht oder die Ordnungszahl ¢ oder einen Abschnitt der Ordnungszahl &
besitzt, und F” eine Ordnungszahl des dritten Bereichs besitzt (hierbei
konnen wir, ohne der wohlgeordneten Spezies F' eine weitere Einschrinkung
aufzuerlegen, iiberdies fordern, dald F' entweder in Fortfall kommt oder
wenigstens ein Vollelement enthilt ).

Eine in bezug auf den dritten Bereich scharf zerlegte wohlgeordnete
Spezies ist ebenfalls scharf zerlegt in bezug auf den zweiten (mithin auch
in bezug auf den ersten) Bereich. Nach dem obigen Beispiel ¢ = @, - G,

G, -~ ..., wo @, eine vollstindige wohlgeordnete Spezies der Ordnungs-
zahl w, bzw. wy, vorstellt, ist aber eine in bezug auf den zweiten Bereich
scharf zerlegte wohlgeordnete Spezies nicht notwendig scharf zerlegf in
bezug auf den dritten Bereich.

Eine wohlgeordnete Spezies F' heilit wollstindig induziert in bezug
auf den dritten Bereich, wenn wihrend ihrer Erzeugung bei jeder durch
eme Formel F,= F, 4 F,- ... ausgedriickten Anwendung der zweiten
erzeugenden Operation, wo jedes F, nach der Formel F,~ ff’: | F:.‘ in
bezug auf den dritten Bereich scharf zerlegt ist, die betreffende Funda-
mentalreithe F,, F,, ... in bezug auf den dritten Bereich induziert ist,
d.h. erstens entweder eine unbeschriinkt wachsende Fundamentalrethey ,»,, ...
existiert, so dall jedes Jff',fu Vollelemente besitzt, oder ein solches m an-
gegeben werden kann, daf F, fiir » > m aus lauter Nullelementen besteht
bzw. fortfillt, zwertens im letzteren Falle die Fundamentalreihe der Ordnungs-
zahlen von Fy , Fy, ... (wobei wir einem fortfallenden F. die Ordnungs-
zahl Null zusprechen) in bezug auf den dritten Bereich induziert ist. Dem-
zufolge ist damn jedesmal auch F, in bezug auf den dritten Bereich scharf

zerlegt,

Sei F;; ;. ein Element der in bezug auf den dritten Bereich voll-
stindig induzierten wohlgeordneten Spezies F. Der Reihe nach ergibt sich,
daB dieses Element in Ky ;. ., in Froo oo ooeowy in Fyy, in Fy und
in F je einen Abschnitt und einen Rest bestimmt, die in bezug auf den
dritten Bereich gleichfalls vollstindig induziert sind. Mithin haben wir den
Satz, dal jeder Ausschnitt sowie jeder Rest einer in bezug auf den dritten
Bereich wvollstindig induzierten wohlgeordneten Spezies F gleichfalls in
bezug auf den dritten Bereich vollstindig induziert ist.

Eine in bezug auf den dritten Bereich vollstindig induzierte wohl-
geordnete Spezies F ist offenbar scharf zerlegt in bezug auf den dritten
Bereich, weiter quasi-vollstindig und, wie wir mittels der induktiven
Methode ersehen, auch in bezug auf den zweiten (mithin ebenfalls in be-
zug auf den ersten ) Bereich vollstindig induziert. Schreiben wir, der scharfen
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Zerlegbarkeit von F in bezug auf den dritten Bereich entsprechend,
F~ F - F", so besitzt die wohlgeordnete Spezies F’, wenn sie nicht
fortfillt, entweder einen Rest der Ordnungszahl &, oder alle nichtver-
schwindenden Ordnungszahlen von Resten von F' sind grofier als e.

Sei F eine in bezug auf den dritten Bereich vollstéindig induzierte
wohlgeordnete Spezies, welche mit der ordnungsgemifien Summe einer
Fundamentalreihe ¥ . F,, ... von in bezug auf den dritten Bereich scharf
zerlegten wohlgeordneten Spezies gleichwertig ist. Wir wollen beweisen,
dall die Fundamentalreihe F,, F,, ... in bezug auf den dritten Bereich
induziert ist, und bemerken dazu zunichst, dal fiir die wohlgeordnete
Spezies F, eben weil sie in bezug auf den dritten Bereich vollstindig
induziert ist, eine der drei folgenden Figenschaften bestehen mul}:
entweder F besitzt einen Rest mit einer Ordnungszahl des dritten Bereichs
(die anch Null sein kann), oder von einem gewissen Reste von F' besitzt
jeder Rest die Ordnungszahl ¢, oder aber jeder Rest von F besitzt eine
Ordnungszahl > &. Diese drei Fillle behandeln wir der Reihe nach.

Erster Fall. F besitzt einen Rest F° mit einer Ordnungszahl des
dritten Bereichs. Fiir ein bestimmtes m besitzt dann F einen der-
artigen Rest F ., daB die ordnungsgemifle Summe der Fundamentalreihe
e L TR S s i F’ gleichwertig ist, so daB jedes Glied der
letzteren Fundamentalreihe eine Ordnungszahl des dritten Bereichs besitzt,
und die Fundamentalreihe dieser Ordnungszahlen (eben weil ihre ordnungs-
gemiiffe Summe eine Ordnungszahl des dritten Bereichs ist) in bezug auf

den dritten Bereich induziert ist. Dann aber gilt dasselbe fiir die Funda-

mentalreihe der Ordnungszahlen von F, . , F .., ... bzw, fiir die Funda-
: " r e o .
mentalreihe der Ordnungszahlen von Fp., F e, ..., mithin auch fiir die

Fundamentalreihe der wohlgeordneten Spezies F .., F .., ..., mithin

m m

auch fiir die Fundamentalreihe der wohlgeordneten Spezies F,, F,, F,, ... .

Zweiter Fall. Vom Reste F° von F besitzt jeder Rest die Ordnungs-

zahl ¢. Fir ein bestimmtes m besitzt dann F einen derartigen Rest F, ,,
dall die ordnungsgemifie Summe der Fundamentalreihe ¥ ., F ., F ., ...
mit F° gleichwertig ist, so daB jedes Glied der letzteren Fundamental-
reihe eine Ordnungszahl des dritten Bereichs besitzt und die Fundamental-
reihe dieser Ordnungszahlen (eben weil ihre ordnungsgemiifie Summe gleich &
ist) in bezug auf den dritten Bereich induziert ist. Dann aber gilt dasselbe

fiir die Fundamentalreihe der Ordnungszahlen von ¥ B oy s w, D2 AT

m-+12 m+2
"

- . " - . .
die Fundamentalreithe der Ordnungszahlen von F,.,, Fyie, ..., mithin
auch fiir die Fundamentalreihe der wohlgeordneten Spezies F_ . ., F,

m

mithin auch fiir die Fundamentalreihe der wohlgeordneten Slmzius:

BleBysmli b,

Gy w v Eg
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Dritter Fall. Jeder Rest von F besitzt eine Ordnungszahl > e. Zu
jedem m gibt es dann ein derartiges »,, dal fiir einen bestimmten (eigent-
lichen oder uneigentlichen) Abschnitt F,, von F, die ordnungsgemile

=5 I - 1 l (]
Summe F, - F vort Fypper -+ F,

! m+1 ¥im

die Ordnungszahl ¢ besitzt, so
dall wenigstens eine der wohlgeordneten Spezies 7 A NP RENE G F,’.,J.
existiert und Vollelemente besitzt. Das heilit aber, daB es zu jedem m
ein derartiges o, = m gibt, dab ﬁ"; existiert und Vollelemente besitat,
so daf die Fundamentalreihe der wohlgeordneten Spezies F,, F,, F,, ... in

bezug auf den dritten Bereich induziert ist.

Kombinieren wir den hiermit bewiesenen Satz mit der Eigenschaft,
dafl jeder Ausschnitt sowie jeder Rest einer in bezug auf den dritten Be-
reich vollstindig induzierten wohlgeordneten Spezies gleichfalls in bezug
auf den dritten Bereich vollstindig induziert ist, so ergibt sich, dal} jede
mit einer in bezug auf den dritten Bereich vollstindig induzierten wohl-
geordneten Spezies F gleichwertige wohlgeordnete Spezies @ ebenfalls in
bezug auf den dritten Bereich vollstindig induziert ist (und zwar mittels
der induktiven Methode an der Hand der Erzeugung von (). Auf Grund
dieser Eigenschaft bezeichnen wir eine Ordnungszahl als in bezug auf den
dritten Bereich vollstindig induziert, wenn jeder zu thr gehorige vollstandige
Erzeugungswert in bezug auf den dritten Bereich wollstandig induziert ist.

Dann aber ist auch jeder zu ihr gehorige quasi-vollstandige FEr-
zeugungswert in bezug auf den dritten Bereich wvollstindig induziert. Sei
nimlich § ein solcher quasi-vollstindiger Erzeugungswert, dall der ent-
sprechende vollstindige Erzeugungswert e in bezug auf den dritten Bereich
vollstindig induziert ist. Jeder durch eine Formel ¢, ~ @/ -+« ausge-
driickten scharfen Zerlegung in bezug auf den dritten Bereich eines kon-
struktiven Unterwertes «, von « entspricht dann eine durch eine Formel
B~ fB. - B. ausgedriickte scharfe Zerlegung in bezug auf den dritten Be-
reich des entsprechenden konstruktiven Unterwertes £, von § (welche leicht

® . & i
eindeutig festgelegt werden kann, z B. durch die Forderung, dafi, wenn §,

nicht fortfillt, jeder Rest von . Vollelemente aufweisen soll). Auf Grund
dieser scharfen Zerlegungen seiner konstruktiven Unterwerte aber stellt
sich § an der Hand seiner mit ¢ parallelen Erzeugung unmittelbar als in
bezug auf den dritten Bereich vollstindig induziert heraus.

§ 6. Im vorigen haben wir gesehen, wie zur endlichen Bezeichnung
von Ordnungszahlen zweierlei Elementarsymbole benutzt werden, namlich
Zahlsymbole, welche je eine bestimmte Ordnungszahl, und Verkniipfungs-
symbole, welche je ein aus gewissen geordneten endlichen Mengen von
vorgegebenen Ordnungszahlen jedesmal eine Ordnungszahl erzeugendes Ge-
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setz reprisentieren. Zur Bezeichnung der Ordnungszahlen des ersten Be-
reichs geniigten dabei das Zahlsymbol 1 und das Verkniipfungssymbol der
Addition; zur Bezeichnung der Ordnungszahlen des zweiten Bereichs kam
das Zahlsymbol @ und das Verkniipfungssymbol der Multiplikation hinzu,
withrend die weitere Hinzunahme des Verkniipfungssymbols der Potenzie-
rung die Bezeichnung der Ordnungszahlen des dritten Bereichs erlaubfe.
Indem wir auf den Aufbau systematischer Theorien von Bereichen von
Ordnungszahlen, welche iiber den dritten Bereich hinausgehen, verzichten,
beschriinken wir uns darauf, ein Beispiel eines Verkniipfungssymbols an-
zugeben, das, in Vereinigung mit den Zahlsymbolen 1 und @ und den
Verkniipfungssymbolen der Addition, Multiplikation und Potenzierung, die
Bezeichnung von Ordnungszahlen erlaubt, welche nicht nur grofer sind
als die Ordnungszahlen des dritten Bereichs, sondern auch grifler als die

o
Ordnungszahlen &, ¢, = &%, &, = &9, g, =%, ..., pl=ha)
n=1

s sei « ein beliebiger basierter quasi-vollstindiger Erzeugungswert,
# ein beliebiger quasi-vollstiindiger Erzeugungswert. Alsdann definieren
wir den symbolischen Ausdruck {«, #} mittels der induktiven Methode an
der Hand der Erzeugung von g durch folgende Festsetzungen:

Wenn f einer aus einem einzigen Nullelemente bestehenden Spezies
entspricht, so ist {«, f} = «.
Wenn f einer aus einem einzigen Vollelemente bestehenden Spezies

[tfﬂ i } —

"

entspricht, so 1st

Wenn fi = 8, + f, + ... + f,, auf Grund der ersten erzeugenden Ope-
ration und der symbolische Ausdruck {«,f,; fir » =1,2,...,m fiir jeden
basierten quasi-vollstindigen Erzeugungswert « als basierter quasi-voll-
stiindiger Erzengungswert definiert ist, wihrend iiberdies ein beliebiger basierter

quasi-vollstindiger Erzeugungswert « fiir » = 1,2, ..., m einen Abschnitt

von {«,f,} darstellt, so ist {¢ B} ={e.f, )+ [{{wf}. .} — 1% 5, 1]
LR (R RN BN il ol BN R g Lok e ; 1 g 1
:_lll”-'l-lh!' Palis Pyy — WPy T Palgl e ee L (BT Pai s oo T Pon—1)92 Pms
— {e, (B, + o+ - .+ Bu_y)}], s0 daB auch {e, f} fiir jeden basierten quasi-

vollstindigen Erzeugungswert ¢ als basierter quasi-vollstindiger Erzeugungs-
wert definiert ‘ist, wihrend iiberdies ein beliebiger basierter quasi-vollstin-
diger Erzeugungswert ¢ einen Abschnitt von {«, )} darstellt.
£
Wenn = 3 f, auf Grund der zweiten erzeugenden Operation und
=1
{«f,) fiir jeden basierten quasi-vollstiindigen Erzeugungswert « und jedes
v als basierter quasi-vollstindiger Erzeugungswert definiert ist, wiihrend
iiberdies ein beliebiger basierter quasi-vollstindiger Erzeugungswert o fiir
jedes » einen Abschnitt von {e p,} darstellt, so ist {e f}

¢
o e e T ey g o SR T ey e e B S i e e B R I
L& UPL T Padd 1% Pyl T L%\ Py PaTP3ly L& Py ' '.l]
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— lim{ e (f,+...+f.)}, so daBl auch {e, p} fiir jeden basierten quasi-
1—'0I1ﬁ't-5indigv_.1l Erzengungswert « als basierter quasi-vollstindiger Erzengungs-
wert definiert ist, wihrend iiberdies ein beliebiger basierter quasi-voll-
stindiger Erzeugungswert ¢ einen Abschnitt von {e, ] darstellt.

Auf Grund dieser Definition beweist man, in derselben Weise wie die
analoge Eigenschaft der Potenz «f, dal} die Gleichwertigkeit bzw. Inhalts-

)

» 3 SO : : ;
oleichheit von f und §° einerseits und von ¢ und «” andererseits, die

R : . 5 . : ; 0 50
Gleichwertigkeit bzw. Inhaltsgleichheit von {e,f} und {«,f

} nach sich
zieht. Der symbolische Ausdruck {e, g} ist mithin nicht nur fiir einen
beliebigen basierten quasi-vollstindigen Erzeugungswert ¢ und einen be-
liebigen quasi-vollstindigen Erzeugungswert f als basierter quasi-vollstin-
diger Erzeugungswert, sondern auch fiir eine beliebige nichtverschwin-
dende Ordnungszahl ¢ und eine beliebige Ordnungszahl f als nichtver-
schwindende Ordnungszahl definiert.

Wie weit man indessen zur Bezeichnung von Ordnungszahlen mit der
Einfithrung neuer Zahlsymbole und Verkniipfungssymbole auch fortfihrt,
so lifit sich dabei doch die Spezies der eingefithrten Symbole in jedem
Stadium als endlich betrachten, weil jede Definition einer Fundamental-
reihe von Symbolen 7,,7,, ... auf die Definition eines einzigen, auf ein
beliebiges Element von A, mithin auf eine beliebige endliche Gruppe von
Symbolen 1 beziiglichen Symboles 7 hinauskommt. Wenn wir nun nur
solche Verkniipfungssymbole zulassen, welche je aus einer beliebig vorge-
gebenen endlichen geordneten Menge von Ordnungszahlen entweder eine
Ordnungszahl erzeugen oder unmoglich eine Ordnungszahl erzeugen konnen,
so bilden in jedem Stadium der Symboleinfithrung diejenigen Zusammen-
setzungen der schon eingefiihrten Elementarsymbole, welche Ordnungs-
zahlen reprisentieren, eine zihlbare (und selbstverstindlich auch abzihl-
bar unendliche) Spezies, von der iibrigens mehrere Elemente dieselbe Ord-
nungszahl reprisentieren kénnen.

Hieraus folgern wir die Unmoglichkeit, ein System ¢ von Zahlsymbolen
und Verkniipfungssymbolen der angegebenen Art einzufiithren, das die Dar-
stellung aller Ordnungszahlen erlaubt. Nehmen wir nimlich einen Augen-
blick die Existenz eines diese Eigenschaft besitzenden Systems o an, zihlen
wir diejenigen durch o gelieferten endlichen Zusammensetzungen von Ele-
mentarsymbolen, welche nichtverschwindende Ordnungszahlen repriisentieren,
als eine Fundamentalreihe ab und sei , die dabei der natiirlichen Zahl »
entsprechende Ordnungszahl. Alsdann kann die Ordnungszahl f§,, _\, Py

r=]
keinem g, gleich sein, womit wir zu einem Widerspruch gelangt sind.

In analoger Weise zeigt man, daBl die Spezies O der Ordnungszahlen

nicht aufzahlbar ist. Andererseits kann man jeder endlichen Ordnungszahl
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die entsprechende Nummer der Folge £ und jeder unendlichen Ordnungs-
zahl die Nummer 1 zuordnen. Bezeichnen wir also die Kardinalzahl von
O mit o, so haben wir nebst der Beziehung o Za die Unmoglichkeit der
Beziehung a Z 0, mithin die Beziehung o0 >a. d. h. O ist von grifierem Ge-
wicht als A.

(Eingegangen am 28, 11. 1925.)

Berichtigung

zu dem Aufsatz von L. E. J, Brouwer: _Zur Begriindung der intuitionistischen
Mathematik. II* in Band 95, S. 453 —472,
8,470, Z. 4 v. u. statt ,2(z,—1)* lies ,22,—1% (der Fehler ist nach der

Druckfertigerklirung infolge eines Versehens der Geschiftsfiihrung entstanden).
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