Simpliziale Approximationen in der allgemeinen
il "
Topologie.
Von

Paul Alexandroff in Moskau,

In dieser Arbeit will ich zeigen, da kompakte metrisierbare topo-
logische Riéume sich auf eine bestimmte Weise durch aus endlich-vielen
Simplexen zusammengesetzte Gebilde (n-dimensionale Komplexe) approxi-
mieren lassen; daB, umgekehrt, jeder auf diese Weise approximierte Raum
kompakt und metrisierbar ist; daB dabei ein n-dimensionaler Ranm?) sich
durch (im klassischen Sinne) n-dimensionale Komplexe approximieren laft,
und n-dimensionale Komplexe hiichstens n-dimensionale Riume Approxi-
mieren,

Die Kenntnis der Grundbegriffe der Dimensionstheorie®) wird im fol-
genden vorausgesetzt.

I. 7n-dimensionale Komplexe,

I. Wir verstehen unter einem hdchstens n-dimensionalen Komplexe ein
(abstrakt gegebenes) endliches System von héchstens n - dimensionalen
Simplexen, von denen je zwei entweder zueinander fremd sind, oder einen

') 5. zur Orientierung in der allgemeinen Dimensionstheorie (auBer der 1913 im
Journ. f. Math. 142 erschienenen kurzen Brouwerschen Note, welche dieses Unter-
suchungsgebiet zuerst erdfinet hat):

Paul Urysohn, Les multiplicités Cantoriennes, Comptes Rendus de I'Ac. des
Sc. de Paris 175 (septembre 1922); Mémoire sur les multiplicités Cantoriennes, Fund.
Math. 7 und 8, sowie den Auszug aus der letzteren Arbeit, die demniichst in den
Math. Annalen erscheint;

Karl Menger, Uber die Dimension von Punktmengen, Monatshefte f. Math, u,
Phys. 88 u. 34.

?) Siehe die FulBnote %), Im folgenden werden insbesondere die Urysohnschen
Arbeiten zitiert. Vor allem ist das Kapitel V des Urysohnschen ,Mémoire ...% fiir
das Folgende von grundlegender Bedeutung.

[&F

Mathematische Annalen. 96, 9
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aus einer gemeinsamen Seite®) der beiden Simplexe bestehenden Durch-
schnitt besitzen. Falls dabei der eine Simplex - und der andere g-dimen-
sional ist (p < ¢), so kann der g-dimensionale Simplex den p-dimensionalen
als eine seiner Seiten enthalten.

Ein hichstens n-dimensionaler Komplex heillt n-dimensional, wenn
unter seinen Simplexen wenigstens ein n-dimensionaler vorkommt,

Wir werden immer zu den den Komplex bildenden Simplexen auch
alle ihre Seiten zihlen, so daB, wenn ein Komplex
(1) B—=L8 S
vorliegt (wobei 8,, S,, ..., S; die den Komplex § bildenden Simplexe sind),
sich unter den S,,8.,...,8; auch alle Seiten dieser Simplexe befinden.
Diese Eigenschaft eines Komplexes diirfte als seine Vollstandigkeit be-

zeichnet werden und wird im folgenden stets vorausgesetzt.

2, Es soll von Anfang an folgende Bemerkung gemacht werden. In

der Topologie, ebenso wie in der elementaren Geometrie, ist ein n-dimen-
sionaler Simplex immer durch seine n -+ 1 Eckpunkte vollstindig bestimmt,
so dall zwei dieselben Eckpunkte besitzende Simplexe untereinander iden-
tisch sind.

Daraus folgt, dall der topologische Simplex mnichts anderes als das
System seiner n -1 Eckpunkte tsi, also eigentlich eine endliche Menge
von Elementen (eines bestimmten Elementenvorrates), die ,Eckpunkte
heifen. Die Dimension des Simplexes ist einfach die um eine Einheit
verminderte Kardinalzahl dieser Menge; die Seiten des Simplexes sind
Teilmengen derselben endlichen Menge.

Wir konnen also folgende Definition aufstellen:

Es sei eine unendliche Menge W gegeben, deren Elemente Eckpunkte
heillen sollen, und von der weiter nichts vorausgesetzt wird.

Eine aus n -1 verschiedenen Elementen der Menge W bestehende
Menge &S heilt ein n-dimensionaler Simplex (n=0,1,2,...); die
echten Teilmengen der Menge S (die also r-dimensionale Simplexe sind,
0 <r<mn-—1) heilen (die r-dimensionalen) Seiten des Simplexes S.
Der Simplex S selbst kann auch als seine uneigentliche (n-dimensionale )
Seite betrachtet werden.

Der Simplex S heilit grofler als T, falls T eine Seite von § ist.

Zwei Simplexe heiflen benachbart, falls sie (als endliche Mengen be-
trachtet) einen nichtleeren Durchschnitt haben. Dieser Durchschnitt ist
dann stets eine gemeinsame Seite der beiden Simplexe.

Eine endliche Menge von hdchstens n-dimensionalen Simplexen, unter
g :

%) Dabei ist unter einer (-dimensionalen Seite ein Eckpunkt zu verstehen.
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denen wenigstens ein n-dimensionaler vorkommt, heiBlt ein n-dimensionaler
Komplex; diese Simplexe selbst und ihre Seiten heillen Elemente des
Komplexes?t).

IT. Ein einleitendes elementares Beispiel.

3. Es sei R eine Kreislinie. Wir teilen R in 2™"" (gleiche) Bégen
und nennen §. den, aus diesen Bigen (und ihren Endpunkten) gebildeten,
geometrisch vorliegenden, eindimensionalen Komplex. Jeder Punkt zc R
ist entweder nur in einem Bogen aus § enthalten, oder es ist a2 der
gemeinsame Endpunkt zweier Bigen.

: . e = o :
Indem wir durch §,, den zu ®,, dualen Komplex®) bezeichnen, ent-
spricht jedem Punkte z= R entweder ein einziges - dimensionales Element

von & , oder zwei zu einem und demselben 1-dimensionalen Elemente

m?

gehérende (-dimensionale Elemente, und dann dieses 1-dimensionale Ele-
ment selbst.

Jedem Punkte < R entspricht jedenfalls ein einziges Maximalelement
von &, (d. h.ein in keinem grofleren, dem Punkte x entsprechenden Ele-
mente enthaltenes Element), und dann entsprechen dem Punkte z auch
alle (hochstens 2) Seiten dieses Maximalelementes.

Da dies fiir jedes m gilt, so enspricht jedem Punkte wc R eindeutiy

eine Kelle
T Cf A
15’-*3.“ o Bl s

IJ" - Wiy,

wobei S .. das einzige, dem Punkte x entsprechende Maximalelement aus
f _ist.

m
4. Nun miissen wir genauer einsehen, was eigentlich eine Kette ist.
Verschiedene Komplexe § (m =1, 2, 3,...) werden untereinander

dadurch verbunden, dal} gewisse Systeme von Simplexen, die zu verschie-

denen §, gehoren, wenigstens einem Punkte zc R gleichzeitig entsprechen

(dabei jedoch nicht notwendig als Maximalelemente). Falls wir durch

Sp.i, irgendein Element des Komplexes &  und durch S, ; das be-

‘) Es sei an dieser Stelle bemerkt, dal die ganze kombinatorische Topologie
sich auf diesen Boden iibertragen lifit. Der Ansatz dazu igt in meiner Arbeit . Zur
Begriindung der n-dimensionalen mengentheoretischen Topologie (Math, Ann, 94, S, 296)
gegeben.

Ieh michte noch besonders betonen, dafi dieser Standpunkt iiberhaupt erst da-
durch ermoglicht ist, dall Brouwer zum ersten Male die Mannigfaltipkeitstopologie
auf den Begriff des Simplexes gestiitzt hatte (Math, Ann. 70, 71, 72).

%) Der aus §, dadurch entsteht, da man jedes 0- dimensionale Element von
durch ein 1-dimensionales ersetzt und umgekehrt.

9%

O ¥
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-

trefiende Element von §,, bezeichnen, nennen wir ein System von (0- oder
| -dimensionalen) Elementen
[ :.;” ) I."Sl-i'n 5 ;S._.I;'__,, alany '*S-'-'f.iu.j

ausgezeichnet, falls alle diese Elemente gleichzeitig einem Punkte xc R
entsprechen ( d. h. einfach, falls der Durchsehnitt aller Simplexe Hfi,, aS'.:_.'P;e-__,,
5::,,-“_, nicht leer ist).

Eine Folge von der Gestalt

L) 7 Y 7
'ID" ‘\-’1_1'.-: *“‘1!,."._.- veey *t‘m-a',_-.- Slets

|
soll dann ausgezeichnet heilen, wenn jeder ihrer Abschnitte [S; ;,8:4....5

S

m.i, ] ausgezeichnet ist.

[ine Kette ist dann nichts anderes als eine ausgezeichnete Folge, die
ihre Eigenschaft, ausgezeichnet zu sein, verliert, wenn man irgendeins ihrer
Elemente durch ein grofleres (also ein (-dimensionales Element durch ein
eindimensionales) ersetzt.

Wir haben gesehen, dall zu jedem Punkfe zc R eine einzige Kette
(4,) gehort, und dann ist = der einzige, in allen Simplexen H,:,;m ent-
haltene Punkt.

Aber auch umgekehrt bestimmt vermige letzterer Vorschrift jede
Kette einen einzigen (zu allen Sy : gehbrenden) Punkt zc R.

Zwel Ketten, (4,) und

i T 1 o
{99) B151s Bagas oo os Omy s o+ o

T

von S verschieden

)
MY

sind verschieden, falls wenigstens fiir ein m S, ;,
ist. Dann sind aber auch die entsprechenden Punkte & und y verschieden,
und folglich sind von einem bestimmten m an die beiden Simplexe S, ;,
und 8, ;, nicht nur verschieden, sondern auch zueinander fremd.

Zwei verschiedene Ketten (4,) und (5,) kinnen also nicht unendlich

viele benachbarte Elemente S und 8, ;. enthalten, d. h. die Bedingung 4°

W tm
des § 7 ist erfiillt.

Offenbar sind auch die Bedingungen 1°, 2° 3° des § 6 erfiillt.

5. Wir betrachten jetzt folgendes, die Kreislinie als topologischen
Raum definierendes Umgebungssystem.

Falls & ein gemeinsamer Endpunkt zweier Bégen des Komplexes §,,
ist, so erkliren wir als die m-te Umgebung U, (x) des Punktes 2 die
Menge aller Punkte der beiden in z anstoflenden Bégen von ®, mit Aus-
nahme der beiden von x verschiedenen Endpunkte dieser Bogen.

Falls aber # nur zu einem Bogen des Komplexes [ gehirt, so soll
U, (x) aus allen inneren Punkten dieses Bogens bestehen.

Auf diese (iibrigens einzig denkbare) Weise wird fiir jeden Punkt

-

und jedes m eine (-'m{.r'i bestimmt.
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) :
Ks sel nun

1 1 1

b!.i,s Oa fuy = =y bm.r‘ma .

die dem Punkte x entsprechende Kette und # irgendein anderer Punkt
der Kreislinie 2. Wenn man durch

L &l ¥
bl._r',,: b‘.’-,:'-_.w s way !&-’m. T3 ==

die dem Punkte y entsprechende Kette bezeichnet, sieht man sofort ein,
dal y dann und nur dann zu U, (2) gehort, wenn S, ;, S, . s Smin
bzw. in Sy, S5 --s Smi, enthalten sind.

Es gilt also folgende Regel:

Die m-te Umgebung des Punktes 2 besteht aus denjenigen Punkten,
deren entsprechende Ketten als ihre ersten m- Elemente (echte oder unechte)
Teilelemente der betreffenden Elemente der zu z gehérigen Kette haben.

Auf diese Weise wird unsere Kreislinie wirklich durch die Folge (2,)
als topologischer Raum definiert. Die ..topologische Approximation* der
Kreiglinie durch die Komplexe (2,) erhilt dadurch einen ganz prizisen
und mit unsrer Anschauung vollkommen iibereinstimmenden Sinn. Wir
wollen nun zeigen, dall dieser Sinn auch fiir beliebige kompakte metrisier-
bare Rdume derselbe bleibt.

III. Der allgemeine Begriff der topologisehen Approximation.
* 6. Definition I. KEine abziihlbare Folge von Komplexen
(2) S, }'tl:]: Ll vy -“\nr = {Hm.l 3 Sm.-_“. s0 ey -‘t"rm. .v'.,.,}

wird zu einem Spekirum, sobald ein Gesetz gegeben ist, welches gewisse,
zu verschiedenen R, gehorige Elemente zu ausgezeichneten Systemen, die
auch Gruppen heillen sollen, derart zuordnet, dall dabei folgende Be-
dingungen zur Geltung gebracht werden:

1°, Jede Gruppe®) hat die Gestalt

oy |- 1 : ) T R I
(=) _’5‘].1.' J’?‘.:_[,_,, L ﬁm_rm |-

2°. Jeder Abschnitt etner Gruppe (3) (d. h. jedes System [S, ;. ..., il
wo m' < m ist) ist wiederum eine Gruppe, und umgekehrt ist jedes Ele-
ment S,,:. wenigstens in einer Gruppe, und jede Gruppe als Abschnilt

in einer anderen Gruppe enthalten.

T

3°. Jedes ausgezeichnete System bleibt ausgezeichnet, falls man in ihm

irgendein Element durch ein Teilelement (= eine Seite) ersetzt.
Definition II. Ein Spektrum heilt endlich- und zwar n-dimen-

stonal, wenn alle Komplexe §, , aus denen es besteht, n-dimensional sind.

%) Es sei nochmals bemerkt, dall in dieser Arbeit die Ausdriicke .Gruppe* und
Lausgezeichnetes System* gleichbedeutend sind.
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Ein Spektrum heiBt wunendlich dimensional, falls die Dimension von &
mit m unbegrenzt wichst.

Y. Es sei ein Spektrum (2) gegeben,

Definition ITI. Eine unendliche Folge von Elementen

'::'i J Shfl. d'ﬁ'-_-_;_,, TS i'f'Tm,;'ﬁ,l, e
soll ausgezeichnet heilen, falls jeder ihrer Abschnitte [S;;, Ssi, .- Smin]
ausgezeichnet ist.

Definition IV. FEine ausgezeichnete Folge heilit eine Kette, wenn
ihre Eigenschaft, ausgezeichnet zu sein, verloren geht, sobald man irgend-
eins ihrer Elemente durch ein grofleres Element ersetzt.

Definition V. Ein Spektrum soll ein approzimierendes Spektrum
heiflen, wenn es folgende weitere Bedingung erfiillt:

4°. Zwei verschiedene Ketten

| 1 | ‘\’11.1'.-_ ;\'::.J-:__ el ‘-\'.ii'?-?:.w.-' L
und

| =4 T 1] 1
( .}‘fl ‘5‘1._f_ s l\"-:..f_.- seoy ‘\’:-.'E._.l';,.-' Epme

kénnen hochstens endlichviele benachbarte Elemente S, ;, und S, ;. eni-
halten.

(Zwei Ketten heiBen dabei verschieden, falls wenigstens ein El&-
ment S, ;. der einen von dem entsprechenden Elemente S, ; der anderen
Kette verschieden ist.)

8. Unter den Voraussetzungen 1° bis 4° soll ein approximierendes
Spektrum den (,durch dieses Spektrum approximierten”) Raum R in
eindentiger Weise folgendermallien bestimmen:

Jede Kette (4) des Spekirums soll , Punkt des Raumes R* heifien,

)i

fIF] H 7 h‘;‘il 5 aq-_rl i 1"1'

3 orrra Omify o
der Simplex S, ; soll die m-te Koordinate des Punktes x heillen, wund
die m-te Umgebung des Punkies x soll aus allen denjenigen Punkten
7

] Y= [.1"{1,_;“ Hgl_,-:, s 'Sn.-. g

Jm

bestehen, deren samiliche ersten m Koordinaten in den entsprechenden
Koordinaten des Punktes x enthalten °®) sind :

(8) St 5 S Sp,4., Hir alle k< m,

"%) Der Leser sei nochmals darauf aufmerksam gemacht, daB eine Koordinate
ein Simplex, und ein Simplex eine endliche Menge ist. — Es sei noch endlich die
selbstverstiindliche Bemerkung gemacht, daBl zwei verschiedene Ketten als verschiedene
Punkte des Raumes R betrachtet werden.
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9. Es besteht

IV. Der Hauptsatz.

Jeder durch ein (approxvimierendes) Spekirum definierte Rawm ist
ein kompakter metrisierbarer topologischer Raum. Umgekehrt kann jeder
kompalkte metrisierbare Raum durch ein Spektrum approximiert werden
dabei ist die Dimension des Rawmes der kleinsten Zahl (n oder o0)
gleich, die als Dimensionszahl eines diesen Rawm definierenden Spektrums
vorkommi.

Beweis. Vorbemerkung. Wir machen zuerst noch einen rein termino-
logischen Schritt in der Definition des Simplexes weiter: Im § 2 haben
wir betont, dal wir keine Voraussetzung iiber die Natur der Klemente
der Menge W machen; da aber fiir unsere Zwecke geniigt diese Menge
als eine abzihlbare Menge vorauszusetzen, so treffen wir von jefzt an die
Verabredung, W sei die Menge aller natiirlichen Zahlen. KEin n-dimen-
sionaler Simplex wird dadurch zu einer, aus n -1 verschiedenen natiir-
lichen Zahlen bestehenden, Menge 7).

10. Zuerst beweisen wir, dafi unser durch das Spektrum (2) definierter
Raum R ein topologischer Raum ist.

A %), Jeder Punkt x hat wenigstens eine Umgebung (in unserem Falle
sogar abziihlbar viele Umgebungen) und ist in jeder seiner Umgebungen
enthalten,

M= 201 T (s T T (4 168 Rel i < T 3

B. Es sei U,(z) die p-te und U, (x) die g-te (p < q) Umge bung
des Punktes x. Dann ist offenbar U, (z)-U, (2)="U, ().

C. Es sei der Punkt
E\ 7 ! ,"l" ':,'LSI. F‘, 3 JS::-_F—_. AT Ji—’-rrr. J T AL
in U, («) enthalten, wobei
{ 5] ) T = ':._Ss. i3 S:.'. Lo Hm. |
ist. Dann gelten die Inklusionen
(8) St Si.g., firalle k< m.
Falls nun z ein Punkt von U, (y) ist, wobei
(9) Zi=| ;5'1,,?,-], Sg.;[,_, Sy J.t\rm_;,m, i)
so ist

Sk, e S Sk, i (k=1,2,...,,m),

"} Es braucht kaum erwihnt zu werden, daB diese Verabredung nur aus Be-
quemlichkeitsgriinden getroffen und keineswegs wesentlich ist; iibrigens beriihrt sie
auch gar nicht die Allgemeinheit unserer Uberlegungen.

*) 4, B, C, D sind die bekannten vier Hausdorfischen Axiome des topologischen
Raumes bzw. die Beweise ithrer Geltung im Raume K.
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also zufolge (8)

Sk, S S, 1 (=12 )
was nichts anderes als z< U (2) bedeutet. Da z ein beliebiger Punkt
von U (y) war, so ist U, (y)=U, ().

D. Es seien # und y ((6) und (7)) zwei beliebige (verschiedene )
Punkte von R. Dann sind die Ketten (6) und (7) verschieden. Es gibt
also (zufolge der Voraussetzung 4° des § 7) ein erstes derartiges m, dal}
Sk, i, und S ; nicht benachbart sind, sobald % > m ist.

[ch behaupte nun, daB U, (z)-U, (y)=0 ist. Es sei, entgegen der
Annahme, z ein (durch (9) gegebener) Punkt von U, (x)-U,(y). Dann
181, u. a.,

: i 5 y
S i, B — S 1y Bare und ‘Hnr..’.m = brrf._?'_-u »

was der Definition der Zahl m widerspricht.
Die Umgebungen U, (x) geniigen also den vier Hausdorfischen Axiomen
A, B, C, D, was beweist, daB R ein topologischer Raum ist.
Bemerkung. Um dieses letztere Ergebnis zu erhalten, wiirde es
geniigen, die Voraussetzung 4° des § 7 durch eine viel schwiichere zu er-
getzen, nimlich :
Falls fiir jedes m S,, ;.-S,.; =0, so sind die Ketten (3) und (5)
identisch,
Die Notwendigkeit der Voraussetzung 4° in der urspriinglichen Gestal
wird sich aber bald erweisen.
11. R ist kompakt. Es sei in der Tat
(10) M= {z,} (»=1,2, ... in infinitum)
eine abziihlbare, in R gelegene Menge, wobei fiir jedes »
(11) 2, = (805 Sy, (s oeny 8

L )
S H-'.'t,t]’
1 i

¥
18t

Da ;' <7, ist (vgl (2)), so gibt es wenigstens eine natiirliche

Zahl ¢ < i, von der Beschaffenheit, daB fiir unendlich viele Werte von »

% - (¥)
(19 %
2 1

— 4
ist, und dann ist [h‘l.ﬂ.:uj eine Gruppe. |['H|.!.:r| bedeutet dabei die aus
dem einzigen Elemente .S'j_l.:. bestehende Menge.)

s sel jetzt vorausgesetzt, daB wir eine Gruppe

¥ ¥ |
[,'_\l_t.lﬂ 1"\2.;?, . x\ml_‘.n-l

3 T

2

von der Art bereits konstruiert haben, daB unendlich viele Werte von »
existieren, fiir die gleichzeitig

=]

5 ) .0 T
(12,) ] =y eyl =y
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ist. Das heilit, dall es unter den Punkten (11) unendlich viele gibt, deren
erste m Koordinaten der Reihe nach

f. ]:jm | 'ql.ju-‘ B':.'-A'_T-' voaey ;,Hr . )

o
1 - iﬂl

sind. Da nun die (m - 1)-te Koordinate nur endlich viele Werte an-
. . . . w

nehmen kann, so existiert ein bestimmtes 7.2 .1 von der Art, daBl es (unter

denjenigen z,, deren erste m Koordinaten der Reihe nach die Werte (13,,)

haben) unendlich viele Punkte gibt, die den Simplex S | ;0 als ihre
T T m+

(m —+1)-te Koordinate haben. In dieser Weise erhalten wir eine Folge

| 4“] S

=0 JH’,, iy ey N

.0
1 B S M. SRR
e 2 "1 Yn

die u. a. die Eigenschaft hat, daf fiic beliebiges m die Menge der ersten
m Elemente von (4,) eine Gruppe ist. (4,) ist also eine ausgezeichnete
Folge. Falls iiberdies (4,) eine Kette ist, so ist unsere Konstruktion be-
endigt. Falls nicht, unterziehen wir (4,) folgender Transformation. Wir
ersetzen, wenn dies moglich ist, ohne dall die Eigenschaft der Folge (4,),

ausgezeichnet zu sein dabei leide, S, .o durch ein gréferes Element S

- i | 3 i |
moglichst hoher Dimension und lassen alle anderen Elemente von (4,)
ruhig auf ihren Plitzen stehen. Dadurch wird (45) In eine Folge (4,)

verwandelt, deren Elemente S

Y, 51 heilen sollen (m =1, 2, ..., in inf.).
et

L
(4,) ist dann wieder eine ausgezeichnete Folge.
Es sei die ausgezeichnete, aus den Elementen S .- bestehende

;&
L

Folge (4,) bereits konstruiert. Wir untersuchen das Element 8yi1,47,
und ersetzen, falls dabei der ausgezeichnete Charakter von (4,) nicht
zerstort wird, dieses Element durch ein griferes, moglichst hoher Di-
mension. Falls letsteres aber unméglich ist, lassen wir H"‘-‘}ru unver-
andert. Alle iibrigen Elemente von (4 ) lassen wir jedenfalls unver-
dndert. Die durch dieses Verfahren entstandene Folge ist ausgezeichnet
und soll (4, . .) heillen; ihre Elemente werden dementsprechend durch

S,, ;r+1 bezeichnet.
™m

In dieser Weise entsteht fiir jedes r die ausgezeichnete Folge (4
wobei

3

Y !_ f-‘:‘J_

f_l-l.} N ¢F = ;.E_{F.'Er-:lz HI o o e i]l ill{.
r
18t
Wir setzen jetzt fiir jedes m

=

I:M = tm
und erhalten so die (auf Grund der Identititen (14)) ausgezeichnete Folge
(4) St

T T
1 bl’.l‘._.! ey ‘Sm.i,ﬂ: IR RCRRE
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Ich behaupte nun, dafi letztere Folge eine Kette ist.
In der Tat, wenn dies nicht der Fall wire, so konnte man in (4)

ein bestimmtes Element S,, ; durch ein groBeres Element S,, ,» ersetzen,
"Tm * i &

so dall dadurch die mmgf}m‘.iﬁh‘rl{!tc -I."l'}]g{'

r

(4') T IR - ;

. P
1 2 e o
entsteht. Dann wiire aber auch die Folge

I} y § y y
'f. 'lm | J"‘_ﬁl g1y ;'_'32_ iy ey :\ﬂ“ {’ s bm w1, 4 yiy miwe
i ot | 9 i L -1

ausgezeichnet, und das Element S, ,m wire falsch gewiihlt.
m

Die Ketteneigenschaft der Folge (4) und die Existenz des Punktes

(G) ==l BING e S s )

ist hiermit bewiesen.
Nun haben wir bereits gesehen, dall es fiir jedes m unendlich viele
Punkte w, (siehe (11)) gibt, die gleichzeitig den Inklusionen

A_\Jls:l'l = Jl‘ﬂ.ll l-”‘ = hl.i'l
,\?‘3_5(:4 = ,\I,_J_ r.u = 'L'H-I. i

Sy, 101 € 0y 0 S Hu!.:‘_.

: m m m
geniigen.

Das bedeutet aber, daf 2 ein Hiufungspunkt der Menge (11) ist.

Die Kompaktheit des Raumes R ist hiermit bewiesen.

Um jetzt zu zeigen, daB R nicht nur kompakt, sondern auch metri-
sierbar isb, geniigt es, einem bekannten Urysohnschen Metrisationssatze
gemil, die Geltung des II. Abzihlbarkeitsaxioms in R zu beweisen. Zu
diesem Zwecke betrachten wir einen beliebigen, durch (6) gegebenen
Punkt 2 des Raumes R und eine beliehige Umgebung U, (x) dieses
Punktes.

U, (x) ist die Menge derjenigen Punkte von R, deren erste m Ko-
ordinaten der Reihe nach in Sy ¢, Ss, e .00y Ot

r T

enthalten sind. Jede
U, («) ist folglich durch die Kenntnis der natiirlichen Zahlen 7, 4y, ..., 7,
in der hier gegebenen Reihenfolge vollstindig bestimmt. Da es aber nur
abziihlbar viele endliche Folgen natiirlicher Zahlen gibt, so ist auch die
Menge aller verschiedenen U, (x) abzihlbar, womit die Metrisierbarkeit
des Raumes R bewiesen ist.

Von jetzt an sei R als ein kompakter metrischer Rawm gedacht.

12. Wir untersuchen zuerst den Fall, wo das Spektrum (2 ) endlich —
und zwar 7n-dimensional ist, und beweisen, dal dann auch R hochstens
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von der Dimension n ist. Der Beweis stiitzt sich auf einen von Urysohn
herrithrenden dimensionstheoretischen Fundamentalsatz.

Um diesen Satz bequem formulieren zu kinnen, fithren wir folgende
Hilfsdefinition ein.

Es sei & eine beliebige positive und p eine natiirliche Zahl. Ein
endliches System von in einem metrischen Raume R gelegenen, ab-
gesehlossenen Mengen

e s

&

soll eine (e, p)-Uberdeckung des Raumes R heillen, falls folgende Be-
dingungen erfiillt sind:

a) Die Vereinigungsmenge > F, ist mit dem ganzen Raume R identisch;

z =1

b) die Durchmesser §(F,) der Mengen F, (¢ =1, 2, ..., s) sind sémt-
lich < g;

c) es gibt keinen Punkt des Raumes R, der mehr als p unter den
Mengen F, angehort.

Dann lautet der Urysohnsche Fundamentalsatz") folgendermalien :

Damit ein kompakter metrischer Rawm R die endliche Dimension n
hat, ist notwendig und hinrveichend, dafi es fiir jedes ¢ > 0 eine (e,n-1)-
Uberdeckung des Rawmes R gibt, fiir ein hinreichend kleines ¢ dagegen

keine (e, n)- Uberdeckunyg.

Wir miissen also jetzt beweisen, dall es fiir unseren, durch das
n-dimensionale Spektrum (2) definierten kompakten metrischen Raum R
stets eine (e. n -+ 1)-Uberdeckung gibt und zwar fiir jedes noch so kleine
&=

Wir bezeichnen zu diesem Zwecke durch # . die Menge aller Punkte

von R, deren m-te Koordinate den Simplex S . enthilt, und be-

weisen zuerst, dal F_. stels eine abgeschlossene Menge ist. Es sei in
der Tat

. 1
My Ems * o)

{t)u Ld— [:,S;_,',_, Sg_i,. et S

ein Hiufungspunkt der Menge F, ;. Die Umgebung U, (2) enthiilt Punkte

von F_ ., was u a. bedeutet, daBl S,, ; die m-te Koordinate wenigstens
eines, der Menge F_ . angehorenden Punktes enthilt, woraus, vermoge der

Definition von F,, ;. die Inklusion 8, ; =8, ; folgt, die eben aussagt,

daB 2 ein Punkt von F, . ist.

) Urysohn, ,Mémoire . ..* Kap.V (Fund. Math. 8, 5. 301),
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Jetzt beweisen wir weiter, dal fiir jedes & > 0 eine derartige natiir-
liche Zahl m, existiert, dafl die Ungleichung

(15) 8(F, )<e
fiir alle m > m, gilt.

Es sel in der Tat letztere Behauptung falsch. Dann gibt es ein
« > 0 und unendlich viele Mengen

/ v 1 T 1
I:. 1“ ) ‘i;(.'.u.. Ty "-qh.',_..;l'}.l.: Sopia. FJJJ;;,JII.'.J RIRLE

fiir die simtlich o (F,, ,,)= « ausfillt.

s seien nun fiir jedes k& x, und ¥, zwei zu F,, , gehérende Punkte,
deren Entfernung > ¢ ist. Indem man, wenn nitig, die Folge (16) durch
eine Teilfolge ersetzt, darf man voraussetzen, dal die x, bzw. y, gegen x

bzw. ¥ konvergieren, wobei

() e [ Hl.i‘.: 53_%‘,, e § e el
und

=Y Cf CY A
(r) oy = [:Hl.j,, 108, 5,3 = ny *“'m.j.,.a can)

zwel Punkte des Raumes R sind, deren Entfernung mindestens « betriigt,
die also sicher verschieden sind.

Nun wollen wir zeigen, dall im Widerspruche mit der Voraussetzung 4°
des § 7 die beiden Inklusionen

- 7 4 u i
(17) *E‘i?i_-'.- y = '\Hr.l: i i'”” ] ""H-’J{- Py = ’5”“.- j

fiir jedes £ gelten.
Es sei in der Tat & beliebig gewiihlt.

Indem wir die m-te Koordinate von z, bzw. y_ durch S .r bzw.

s By

Sy bezeichnen, wihlen wir r so grof}, dal
P

T

(18) 2, © Up{z) und 9, c U, (%)
igt und also die Inklusionen

c S

(19) S. T S e O
v / LT e Mg Bypy” L) M Tpie
gelten.

Da nach der Definition von z, und y,

(20) S ¢ =8 umd 8 o+ 28 .
/ Wiy Ty i Pk My Ty T P

so ist a fortiori die Inklusion (17) richtig.
Die Relation (15) ist hiermit bewiesen,

Wir bezeichnen jetzt durch

f __{} \ r}"};fi1 ','.l);.'! Cnd Uf)]m

? i
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diejenigen unter den Mengen F|

m, %

welche 0-dimensionalen Elementen S, .
des Komplexes §,, entsprechen, und beweisen, dafi sie (fiir m = m,) eine
(£, n -4 1)-Uberdeckung des Raumes R bilden. Dazu zeigen wir erstens,
dal} (fiir jedes 7) der Raum in der Vereinigungsmenge der Mengen (21)
enthalten ist, zweitens, daf es keinen Punkt x= R gibt, der zu mehr als
n -+ 1 Mengen des Systems (21) gehort.

Wir fangen mit dem Beweise der letzten Behauptung an. Falls
der Punkt

{lj ! T = (Iﬁr].i!:l‘_\-‘-_:,e'z, ey ._-|

TR T L

zu mindestens n -+ 2 verschiedenen Mengen @ gehirte, so wiirde die
m-te Koordinate von x, d. h. der Simplex S, ; , die entsprechenden null-
dimensionalen Elemente S, ;, also mindestens 7 - 2 verschiedene Hck-

punkte enthalten, d.h. von der Dimension > n -}~ 1 sein. Das widerspricht
aber unserer Voraussetzung.

Die erste Behauptung, d. h. die Identitit
(22) R— Y o,

i=1

folgt einfach daraus, dall jeder Punkt (6) des Raumes R in der ent-
sprechenden Menge F, ; und also a fortiori in jeder einem Eckpunkte
von S, ;. entsprechenden Menge ;" enthalten ist.

Der Beweis der Tatsache dim R < n ist hiermit erbracht.

13. Es sei jetzt C ein n-dimensionaler kompakter metrischer Raum.
Um zu zeigen, dall C sich durch ein n-dimensionales Spektrum approxi-
mieren liBt, betrachten wir eine gegen Null konvergierende Folge positiver
Zahlen ¢, , die alle klein genug sind um die Existenz einer (¢, n)-Uber-
deckung des Raumes (' auszuschlieffen. Wir wiihlen alsdann fiir jedes m
eine bestimmte (¢,, n - 1)-Uberdeckung

(23) S O B

) m 3
und konstruieren einen n-dimensionalen Komplex &, folgendermaBen:

Ein Simplex § = (s, 85,...,8,), Wo 8,, 8,, ..., s, beliebige (verschiedene)
natiirliche Zahlen sind, soll dann und nur dann dem Komplex &, an-
gehoren, falls die Menge

(& \ o W T ] il
(24) r,bh ; r,h#: e ({;_;:_ = g

nicht leer ist (dabei wird fiir s > »  definitionsgemill @ leer voraus-
gesetzt). Ks ist unmittelbar klar, dal mit dem Simplex S auch jeder Teil-
simplex von § dem Komplex ®  angehért, daBf also & die in §1 aus-
gesprochene Vollstindigkeitsbedingung erfiillt.
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14. Die Folge der in dieser Weise definierten, offenbar n- dimensionalen,
Komplexe wird zu einem n-dimensionalen Spektrum, indem man folgende
Verabredung trifit.

s seien
(25) St Saasaags

My A
die Elemente von &, (m=1,2,... in inf.). Wir sagen dann, dal} das
Elementensystem

Ll\.."'r; I | ’s‘l-il‘J ‘q'-'-i'g'- LIy, ‘qu'. an |

eine Gruppe ist, falls

(27) DS in- Dis, i ooe Plsp i =0
1st,

Zuerst ist, fl]iﬂ]ﬂ'f.. (24), Dy <= D, sobald S8 ist, woraus folgt,
daB die Bedingung (27) erfiillt bleibt, falls man irgendeins der Elemente

St (B = m) durch FL‘II&']L‘IH(’IIfL ersetzt. Also ist die Voraussetzung 3°
des § 6 erfiillt,
Die zweite Hilfte der Voraussetzung 2° folgt daraus, dall keine der

Mengen @;° (s <, ) leer i1st. Das Erfiilltsein der Voraussetzung 1° und
der ersten Hilfte der Voraussetzung 2° bedarf keines Beweises.
Bleibt nur iibrig die Voraussetzung 4° des § 7 zu verifizieren, und

das geschieht wie folgt. HEs sei eine ausgezeichnete Folge

lH)

fogh i 3 T
I,_-_.:"‘,I *E‘].f. 3 MBda 2 2= ‘k’m T2

gegeben. Zuerst behaupte ich, daB die Durchschnittsnmuge

I 29) HI IL{‘m i

=

einen und nur einen Punkt x; ; .. ;. .. enthilt.
In der Tat, da (28) eine ausgezeichnete Folge ist, so ist keine von
i
den abgeschlossenen Mengen F :;” Pisz. 4 leer, also ist, da F, o F,_
o
der Durchschnitt aller F_, der ja mit (29) iibereinstimmt, nach dem
in jedem kompakten Raume giiltigen Cantorschen Durchnittsatze eben-
falls nicht leer. Die Menge (29) kann aber unmiglich mehr als einen
Punkt enthalten, da o (@;"), also a fortiori ¢ ( d'?ﬁii'm )5 also a fortiori 6 ( F, )
| : o
mit unendlich klein wird.
]
Es seien jetzt (28) und
[ 30) .i'_‘.‘l_}'l, A"-)r-_:_j___, et ;Sm.?'m_. AL
zwel ,benachbarte ausgezeichnete Folgen (d. h. es seien unendlich viele
und S, 5 (E=1,2,3,...) benachbart).

Elemente S§,,,, i,
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Falls
f aj T
I Wiy i ° b'.-n,g-. = ‘\’m;. hig
ist, so 1st, nach (24)
(£ D = ¢ Sl iy i
\ 31 } Ii"‘.w,r_,h,u.-' 'r“gm.r.-, i ! j"s'uu., !
e . ; :
Da aber 4§ rj}fﬁm 3]) it i gegen Null strebt, so ist zufolge (31)
auch
i (@ L e 1) =
lll"' r’”‘ I)['E‘mi.-- i}.—l ! 'l' "l‘m;_. J:..'.-i) 0.
k—»e
Die beiden Punkte a; ;... ¢, .. und x5, . 4, .. gehoren aber zu
jeder der Mengen
. ) b ; (b= 2 mn 1
'l‘l“-‘h.l,g-. sl 1 'r""um.ix.-- l'-'{ 1,2,...m ]"f'}"

sie sind also notwendig identisch:

(31%) T4, — =

:r?.J':l;‘:"---reru- st

S OIS P

Nachdem dies bewiesen ist, setzen wir voraus, dall die benachbarten
ausgezeichneten Folgen (28) und (30) Ketten sind, und zeigen, dall sie
dann notwendig identisch sind.

Im entgegengesetzten Falle wiirde es in der Tat wenigstens ein Paar
verschiedener Elemente S,, ; und S, ;. geben. Da die Elemente §
und 8, ;, verschieden sind, so gehort wenigstens ein Eckpunkt des einen
dieser Elemente nicht dem andern an, und also ist die Kardinalzahl der
Menge S, i, -+ Sw,j, grober als die Kardinalzahl jeder von den Mengen
S, i, und S

m M b

s .f-m -
Wir bezeichnen nun die natiirlichen Zahlen, aus denen S,,,;, bzaw. S, ;.
besteht, durch 7, r,, ..., r, bzw. 1,,1,,...,1,; es seien aullerdem s,,8,,...,8

2 Vg
alle verschiedenen unter den Zahlen 7 ,r,, .. N e

.

SER

p’ q°

Dann ist zufolge (24) und (29)

T L ]
€L = "t'c'..f-_-. Ayt 1o L= {-‘Dr. 2 (",}r._. T mael® {-pr_,.

und
e m m
1 pi— :!..1‘-|- Fa i (== d’n - qu._. e alay e .r!);? 3
also
(32) s OF.OF. .. .M.

Die Menge der natiirlichen Zahlen s,,s,,...,s, ist also ein zum
Komplex & gehorender Simplex 8, 3., und zwar enthilt S, ,, die
beiden Simplexe S, ;, und S, ; als echte Teilmengen.

Die Folge

£ oy \ o Y y
(;3) JF51. (E Sz Tan 00y Dm—1, Tm—1? “3:14 v fim 9 15?;1 +1; i slinrin
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ist also, zufolge den Relationen

b,

e it Epl-"'].r': (‘r'*l-'.'o'g_i',_l. iy "b"' J (‘nl‘ I'\'#_ill._l

B =1, By et 1 1% i,r_-i p
(B=1,2;..%)
und der mit (82) identischen Inklusion

xe Py Is
: "\JH- -'r'ml 5

eine ausgezeichnete Folge, was mit der Ketteneigenschaft von (28) im
Widerspruch steht,

15. Das im § 14 konstruierte Spektrum definiert also einen Raum R,
und es bleibt uns nur iibrig die topologische Identitdt zwischen R und C
zu beweisen.

Dies geschieht wie folgt.

Wir haben im § 14 bewiesen, dall jeder ausgezeichneten Folge (28)
in eindeutiger Weise ein Punkt a;, ;. .. ... von C entspricht. Das gilt
also insbesondere fiir jede Kette. Letzteres heilit aber, dal jedem Punkie
des Raumes R ein einziger Punkt won C enispricht. Wir beweisen nun
zuerst, dall diese Beziehung zwischen R und C eime eineindeutige ¥st.

Es gei in der Tat x ein beliebiger Punkt von €. Wir betrachten alle
diejenigen unter den Mengen @, es seien f.-‘JJ_’:;, f."*;'.:;_. fﬁ;} , die den

e ¢

Punkt # enthalten; der Simplex {¢# ;# ;7 } ist dann ein hestimmter

Simplex 8, ;. des Komplexes § . Man sieht leicht ein, daB

.
)

90 T 1
I -h} 01, 4,5 T

\ o TR A S B

eine Kefte ist, und dali der Punkt # mit dem durch die Kette (28) nach
der Vorschrift des § 14 definierten Punkte a; ;. .. ;... (= dem einzigen
Punkte der Menge (29)) identisch ist.

DaBl ein Punkt @ in dieser Weise unmdglich zwei verschiedenen
Ketten (28) und (30) entsprechen kann, beweist man leicht, indem man
das von der Relation (31*) zur Folge (33) fithrende Raisonnement des
vorigen Paragraphen wortlich wiederholt. (Die Relation (31%*) ergibt sich
daraus, dafl der Punkt & selbst als ein mit o e s i Rl i
gleichzeitig identischer Punkt vorausgesetzt war).

6. Nachdem die eineindeutige Beziehung zwischen den Punkten von R
und O festgestellt ist, kann man einfach die Punkte von R mit den ent-
sprechenden Punkten von (' identifizieren; dann haben also die heiden
Riume R und C denselben Punktvorrat. Um jetzt die Homdomorphie
der beiden Riume R und ¢ zu beweisen bleibt nur iibrig zu zeigen,
dall das (durch das Spektrum definierte) Umgebungssystem von R mit
dem System aller sphiirischen Umgebungen von C gleichwertig ist.
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Um letzteres Ziel zu erreichen geniigh es die folgenden zwei Tat-
sachen zu verifizieren:

I. Jede Umgebung U, (x) (siehe §§ 8 u. 10) ist ein Gebiet (= eine
offene Menge) rel (.

II. Fiir ein beliebiges ¢ > 0 und einen beliebigen Punkt z gibt es eine
U,(x) von einem Durchmesser < ¢ (,Durchmesser® ist selbstverstiindlich
in der Metrik von C' zu verstehen.)

AdI. Es sei

(Ii)l .?,"--'-'Irkqlll'l, .l.\‘-_i_{u_. a s S,

. II
My Ty /

ein beliebiger Punkt von R~ . Wir bezeichnen durch V.. (z) die Menge

aller Punkte, deren m-te Koordinate in 8, ; enthalten ist. Dann ist
m

U,,(x) = I V,(2), und es geniigs zu zeigen, daB jedes V), (x) cin Gebiet
(rel C) ist.
Es seien nun
(34) o, B, .., B
alle diejenigen unter den Mengen @ (i — 1, 2, ey ¥, sieche § 13), die

den Punkt 2 nicht enthalten, und ¥, () die Vereinigungsmenge aller
Mengen (34). ¥, (x) ist eine abgeschlossene, den Punkt z nicht enthaltende
Teilmenge von €. Die Behauptung I wird also bewiesen, wenn wir
zeigen, dal}

(35) Vo (2)=C — ¥ ()

WL
ist.
Es sei y ein Punkt von V, (z),

I/T :I y =" Llsr’-ilﬂ S:!-;r’.-_—’ St ’Sm‘}'m' JE R
und es bestehe der Simplex S, ;. aus den Zahlen s, 8% <uc, 8%, Dann

ist, da (7) eine Kette ist, y unter allen Mengen @;" nur in den Mengen
T m i
(36) q'{e;m_. Didanscriasy Ditn
! g

enthalten. Wir zeigen nun, daB jede der Mengen (36) auch den Punkt z
enthilt. In der Tat ist S,, ; =8, . , also nach (24),
b & 2 > n
.hl”l' T J = : Hfﬂl .J.-'J'"] __J;i"rl I)ﬁlif-“ :
Da aber
1.
L‘ 3'.:] e '-L.il-"l'.'- seay FIJ.'J---- = 1} rj)l 3
m=1
ist, so ist a fortiori 2 ff)[,qm i also x in jeder der Mengen (36) ent-
halten.

Mathematische Annalen, 98, 38

.t
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Wir haben also bewiesen, dall eine Menge @;" den Punkt x enthilt,
sobald ihr y angehort. Das heit aber, dall keine der Mengen (34) den
Punkt y enthilt, und also y=C — ¥, (x) ist.

m

Da # ein beliebiger Punkt von V. () war, so gilt die Inklusion
l’ = i 4 L]

(88) V.(2)eC— ¥, (x).
Fs sei jetzt z ein Punkt von C — ¥ (x)
() o ILJE\H_;.J._ .H._T_lf.,:, aTeley J‘flT”Jl;h__‘ g el ).

Wir wollen beweisen, dall z =V, () ist, also daB

(39) S

Y
s b & 1L"‘Ju et

ist. Falls nun dies nicht richtig wiire, d. h. eine natiirliche Zahl s vor-
handen wiire, die wohl in S, ;.. aber nicht in S, ;. enthalten ist, so
wiirde das bedeuten, daB die Inklusion z=®;" richtig, die Inklusion < @,
dagegen falsch ist. @;" wiirde also eine der Mengen (34) sein und 2z
wiirde in ¥ (2 ), also nicht in C — ¥, («) enthalten sein. Die Inklusion (39 )

und folglich die ganze Behauptung I ist hiermit bewiesen.

17. AdIl. Es seien = C und & > 0 beliebig, 2 dabei durch seine
.Koordinatenentwicklung® (6) gegeben. Wir wihlen m geniigend grols
um o ( @) < ¢ fiir jedes ¢ zu haben.

Nach den Entwicklungen des vorigen Paragraphen ist

(),

{
Wi

U, (z)=V. (z2)=0C—¥2

m
d. h. jeder Punkt y = U, (2) gehort zu einer den Punkt z enthaltenden
Menge @'. Da & (®{") < ¢ ist, so folgt daraus, daB die Entfernung o (z,y)
fiir einen beliebigen Punkt y = U (x) weniger als e betrigt, also U, (x)
in der sphirischen Umgebung S (x,e) enthalten ist, w.z b. w.

18. Es sei jetzt €' ein unendlich dimensionaler kompakter metrischer
Raum.

Man kann fiir jedes & > 0 eine natiirliche Zahl n,, und eine (&, n,)-
Uberdeckung folgendermafien bestimmen. Man nimmt fiir jeden Punkt x
des Raumes € eine Umgebung U(2) vom Durchmesser << & und wihlt
zufolge dem Borel-Lebesgueschen Satze eine endliche Zahl », dieser Um-
gebungen aus, so dafll ihre Vereinigungsmenge mit O identisch ist.

B seien BLY UL, ., r’-",fi,jl diese Umgebungen. Dann bilden die
Mengen '

o0, 2P e, o—pf (5 < v)

wie -
3 9 ’ (#) ==

eine (&,n)-Uberdeckung, wobei #y) die Ordnung”) des Systems aller
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@, i <w,, d. h die groBte Anzahl einen und denselben Punkt

(e} =
haltender @;°' ist.
Wir lassen jetzt & eine gegen Null strebende Folge von Werten

£

i T R

annehmen und wiihlen fiir jedes ¢, eine Uberdeckung

oo m ] (£ ) - \
(23) {id iRt (wo @' = @;™ y =, , gesetzt ist)

Vi f t m

von der soeben beschriebenen Art. Da (' unendlich dimensional ist, so
konvergiert n, = n,, mit m notwendig gegen ~c.

Von diesem Augenblick an geschieht die Konstruktion des, den Raum €'
approximierenden, Spektrums durch wortliche Wiederholung der Uber-
legungen der §§ 13—17. Das Spektrum ist unendlich dimensional, da
§t,, von der Dimension n,, ist.

Der Hauptsatz ist bewiesen.

Y. Schlub.

19. Jede topologische Eigenschaft eines kompakten metrischen Raumes
liflt sich also immer in einer der folgenden Formen ausdriicken.

1. Der Raum kann durch wenigstens ein, gewissen Nebenbedingungen
(die eben die in Frage stehende Eigenschaft charakterisieren) gentigendes
Spektrum approximiert werden.

2. Jedes den gegebenen Raum approximierende Spektrum geniigt ge-
wissen (soeben besprochenen) Nebenbedingungen.

Dabei ist aber zu bemerken, dall jede Nebenbedingung, der ein Spek-
trum geniigen kann, nichts anderes ist, als eine Eigenschaft gewisser An-
ordnungen von Simplexen (also im letzten Grunde gewisser Anordnungen
natiirlicher Zahlen).

Die Anordnungen, die den Aufbau des Spektrums bestimmen und
auf die es also allein ankommt, lassen sich in folgende drei Klassen teilen:

Anordnungen erster Art sind Anordnungen je endlich wvieler . Eck-
punkte® (= natiirlicher Zahlen) zu einem Simplex. Sie besitzen nur eine
Eigenschaft und das ist die Anzahl der natiirlichen Zahlen (= der Eck-

punkte), die notwendigerweise in jedem den gegebenen Raum definieren-

den Spektrum zu einem Simplex vereinigt werden miissen. Diese Eigen-
schaft ist nichts anderes als die Dimension des Rawumes.

Anordnungen zweiter Art sind Anordnungen der Simplexe zu einem
Komplex . Die entsprechenden Eigenschaften des Raumes sind nichts

anderes als Eigenschaften (rein kombinatorischer Natur), die mdoglicher-
38%*
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oder notwendigerweise den das Spektrum bildenden Komplexen zugeschrie-
ben werden. Diese Eigenschaften des Raumes werden wir kombinatorische
Figenschaften nennen'?).

Anordnungen dritter Art sind Anordnungen endlich vieler, in ver-
schiedenen Komplexen enthaltener Simplexe zu einem ausgezeichneten
System.

Die diesen Anordnungen entsprechenden Eigenschaften des Raumes
sind natiirlich die kompliziertesten vom logischen Standpunkt aus: sie
lagsen sich nimlich nur selten in einer ,reinen®, d. h. von den Eigenschaften
erster und zweiter Art unabhingigen Form darstellen. Ubrigens scheint
es, daB die Anordnungen dritter Art den Aufbau des Raumes ¢m kleinen be-
stimmen. soweit das ohne Hinzunahme der Dimensionseigenschaft geschehen
kann.

Wir wollen nun elementare Beispiele .reiner* Eigenschaften zweiter
und dritter Art geben.

20. Ein Komplex § heiBt zusammenhdngend, wenn er sich nicht in
zwei zueinander fremde Komplexe zerlegen lift. (Dabei heillt ein Kom-
plex § in zwei Komplexe &, und §, zerlegt, falls jedes Element von §
ein Element von &, oder §,, und jedes Element von §; (¢ =1, 2) ein
Element von § ist.)

Man beweist leicht, daB ein Komplex & dann und nur dann zu-
sammenhiingend ist, falls je zwei Elemente von &, S, und S ., durch
eine (endliche) Folge der Reihe nach benachbarter Elemente von §, etwa
a8y 0585000 verbunden werden konnen.

Es gelten folgende zwei Sitze:

[. Falls ein kompakter metrisierbarer topologischer Raum R zu-
sammenhdngend ist, so besteht jedes, diesen Raum approximierende Spek-
trum aus lauter zusammenhdngenden Komplexen.

Bs sei ein den Raum R approximierendes Spektrum:

(2) B e [

gegeben und z. B. &, nicht zusammenhiingend, also
) : ok |
L _’.I— ) -ﬁ "n = b m T bl e

wobei {} und ., zueinander fremd sind.
[s seien ;@7 bzw. @;" die den nulldimensionalen Elementen von

L bzw. R entsprechenden abgeschlossenen Mengen @;" (s. § 12, (21)),

10y Die auf diese Arbeit unmittelbar folgende Abhandlung beschiftigh sich mit
kombinatoriscken Eigenschaften allgemeiner Kurven, d. h. eindimensionaler Kontinua.
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und %" bzw. ¥;" die Vereinigungsmenge aller Mengen ,@;" bzw. @'
Dann 1ist

rgr}:} H = }lh‘;ﬂ E— i:';'l‘l';rl -

Ich behaupte nun, daB die abgeschlossenen Mengen %" und %" zu-

einander fremd sind. Falls in der Tat ein zu %"  ¥." gehérender Punkt
vorhanden wiire, so wiirde seine m-te Koordinate S,, ;. ein Element des
Komplexes &, und gleichzeitig auch ein Element des Komplexes &, ent-
halten. S,, ; konnte also weder zu §,, noch zu &, gehoren.

II. Wenn ein kompakter metrisierbarer Raum sich millels eines aus
lauter zusammenhangenden Komplexen bestehenden Spektrums approximieren
laft, so ist er zusammenhdngend.

Der Beweis dieses Satzes ergibt sich sofort (unter Beriicksichtignng
der am Anfang dieses Paragraphen erwihnten notwendigen und hinreichen-
den Bedingung fiir den Zusammenhang eines Komplexes und der elemen-
taren Kigenschaften der kompakten metrischen Riume) aus einer Anwen-
dung der Ungleichung (15) (und des diese Ungleichung enthaltenden Ab-
satzes) des § 12.

Wir sehen also, daB die Eigenschaft eines kompakten metrisierbaren
Rawmes, zusammenhdngend zu sein, eine kombinatorische Eigenschaft des
Raumes ist, die sich dabei in jeder der Formen 1., 2. (§ 19) aus-
driicken [dfi.

21. Dagegen ist durch den Zusammenhang im Kleinen ein Beispiel
eener Higenschafl gegeben, die sich ausschliefilich auf die Anordnungen
dritter Art zuriickfihren ldft.

Um dies einzusehen, fithren wir zuerst folgende Bezeichnung ein:

s seien beliehic

g gegeben:

1. Ein approximierendes Spektrum (2),

2. ein nulldimensionales Element S, ;, eines beliebigen, aber be-
stimmten Komplexes & des Spektrums (2),

3. eine natbiirliche Zahl s = m.

Dann bezeichnen wir durch @,,, ;... den Komplex, der aus allen den-
jenigen Elementen von ® besteht, die zu wenigstens einer, das Element
S, i, enthaltenden Gruppe gehéren.

22. Man beweist jetzt leicht den folgenden Satz:

ITII. Damit der kompalkte metrische Raum R im Kleinen zusammen-
hingend sei, ist notwendig wund hinreichend, dafi es ein den Raum R
approximierendes Spektrum gibt, fir welches alle Komplexe @, ;. 5 zu-
sammenhdngend sind.
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Der Beweis lillt sich folgendermaflen skizzieren:

Zuerst beweist man, dall der Zusammenhang aller @, ;. . (m, ¢y, fest,
8 > m variabel) notwendig und hinreichend ist, damit die betreffende
Menge ®;" (§12 (21)) zusammenhingend sei. Wenn aber alle @ Kon-
tinua sind, so folgt der Zusammenhang im Kleinen des Raumes R sofort
aus der Ungleichung (15) (§ 12) und einem bekannten Sierpinskischen
Datzell).

Die Bedingung des Satzes I1I ist also hinreichend.

Um ihre Notwendigkeit einzusehen, beachte man zuerst, dall man
fiir jeden im Kleinen zusammenhiéingenden n-dimensionalen kompakten
metrischen Raum R und fiir jedes ¢ > 0 eine (¢, 7 - 1) Uberdeckung finden
kann, die aus lauter Kontinuen besteht!®). Daraus folgt aber leicht, daf
man R durch ein Spektrum?®) approximieren kann, zu dem zusammen-
hingende Mengen @;" und folglich zusammenhiingende Komplexe @Q,,
vehoren.

s amy B

23. Aus dem letzteren Beispiele kann man die Wichtigkeit der An-
ordnungen dritter Art erkennen.

Ubrigens kann man auch sehr leicht Riiume angeben, die gleiche Di-
mension und dieselben kombinatorischen Eigenschaften haben (die sich
niimlich durch aus denselben Komplexen bestehende Spektra approximieren
lassen), trotzdem aber topologisch verschieden sind. Hs geniigt fiir den
einen Raum eine abgeschlossene geradlinige Strecke, fiir den andern die
bekannte, in Cartesischen Koordinaten folgendermaBen erklirte Kurve zu
withlen ;

ani] i
[ y=sin — flir 0<gz

ISyt e g

A

Beide Kurven lassen sich durch Spektra approximieren, deren simtliche
Komplexe §,, z. B. aus m linear aneinander schlieBenden 1 -dimensionalen
Simplexen bestehen (man erhiilt also f., indem man einfach eine Strecke

in m Teilstrecken teilt).

24, Ich hoffe mit dieser ganzen Untersuchung gezeigt zu haben, dal
zwischen der Topologie der klassischen Gebilde und der modernen mengen-
theoretischen Topologie gar nicht eine so tiefe Kluft liegt, wie man
es sich oft vorstellt. Vielmehr diirfte man eigentlich sagen, daf die topo-
logischen Kigenschaften in beiden Fillen Eigenschaften kombinatorischen
Ursprungs sind, weil sie sich als Anordnungseigenschaften gewisser end-

1) Fund. Math, 1.

12} Urysohn, ,Mémoire ...%, Kap. ¥V (Fund. Math. 8, 8. 301).
13) Und zwar derselben Dimension wie R selbst.
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licher Schemata deuten lassen''). Es besteht aber doch ein wesentlicher
Unterschied zwischen ungerem allgemeinen Falle und dem Falle klassischer
Gebilde. Hier wie dort hat man eine Folge von ,beliebig fein® werdenden .
Schemata, deren Gesamtheit den Raum definiert. Der Unterschied liegt :
aber darin, daB im klassischen Falle die Eigenschaften der Schemata und
ihre sukzessive Zuordnung stationiir bleiben, so daf sich der Raum mit
seinem Schema einfach identifizieren lift. Im allgemeinen Falle variieren
dagegen diese Eigenschaften, indem man zu immer feineren Schemata
iibergeht und die Verfeinerung selbst (,,Anordnungen dritter Art*) liBt
sich nicht einmal als ein sukzessiver ProzeB darstellen.
Der Raum lilit sich. demgemill nur durch einen Grenziibergang er- il
zeugen.

Le Batz (Loire Inférieure), August 1925.

') Falls der Raum £, der durch ein Spektrum approximiert wird, etwa eine
geschlossene Mannigfaltigkeit ist, so entsprechen die Anordnungen dritter Art in einer
bestimmten, aber indirekten Weise denjenigen Anordnungen, die durch Verfeinerung
der betreffenden Zellengebiude hervorgerufen werden. (Vgl. die §§ 3—5.) Nur
miissen diese Zellengebiiude in einer von der iiblichen abweichenden Weise aufze-
richtet werden (man vergleiche z. B. die Lehesgueschen Wiirfeleinteilungen der euklidi
schen Riume in seiner Arbeit ,Sur les correspondances entre les points de deux espaces*
Fund. Math. 2).

(Eingegangen am 10. 9. 1925.)

Berichtigung.

In den in Bd. 92 der Mathematischen Annalen erschienenen Arbeiten:

P. Alexandroff und P. Urysohn 4, ,Zur Theorie der topologischen Riume¥,

P. Alexandroff, ,Uber die Struktur der bikompakten topologischen Riiume®,

P. Alexandroff, ,Uber die Metrisation der im kleinen kompakten topologischen

Riume*,

wird S. 258, 8. 264, S. 269 und 8. 299 hingewiesen auf die noch nicht erschienenen
Abhandlungen: P. Alexandroff und P. Urysohn +, ,Mémoire sur les espaces topologi-
ques compacts® und P. Alexandroff, ,Sur les espaces localement compacts®, und mit-
geteilt, dal diese Abhandlungen in den Fundamenta Mathematicae zur Verdffentli-
chung gelangen werden. Diese Veroffentlichung ist indes wegen technischer Schwie-
rigkeiten nicht zu Stande gekommen, und die beiden Abhandlungen werden im Laufe
des Jahres 1927, vereinigt unter dem gemeinsamen Titel: P. Alexandroff und P. Ury-
sohn 1, ,Mémoire sur les espaces topolopiques compacts®, in den Verhandelingen der
Amsterdamer Akademie zum Abdruck gebracht werden. '
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