Uber kombinatorische Eigenschaften allgemeiner Kurven.
Von

Paul Alexandroff in Moskau.

Zweck vorhegender Arbeit ist in einer mehr oder weniger systemati-
schen Weise diejenigen Eigenschaften der allgemeinen Kurven (d. h. der
eindimensionalen kompakten metrisierbaren topologischen Réume)?!) dar-
zustellen, die ich in meinem vorstehenden Aufsatze!®) als kombinatorische
Eigenschaften bezeichnet habe.

Eine ausfiihrliche Kenntnis der soeben zitierten Arbeit wird im folgen-
den nicht vorausgesetst.
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I. Zusammenhingende eindimensionale Komplexe.

1. Wir denken uns zuerst eine aus endlich vielen Bogen gebildete,
im gewohnlichen dreidimensionalen Raume R, liegende Kurve L. Zwei
Bogen haben dabei natiirlich keinen von ihren Endpunkten verschiedenen
gemeinsamen Punkt und jeder von ihnen ist etwa als ein einfacher
Streckenzug zu denken. Vom Standpunkte der kombinatorischen Topo-
logie aus kann L offenbar als ein zusammenhingender Streckenkomplex
aufgefalt werden. Aber anch umgekehrt kann bekanntlich jeder abstrakt
gegebene zusammenhiingende Streckenkomplex als eine in R, liegende
Kurve L von der soeben beschriebenen Art interpretiert werden.

Um sprachliche Millverstindnisse zu vermeiden werden wir von Bogen -
komplexen (statt Streckenkomplexen) sprechen: das Wort ,Strecke“ soll
niamlich nur fiir geometrisch gegebene im Euklidischen Raume liegende
geradlinige Strecken gebraucht werden. Falls wir also im dreidimensio-
nalen Raume eine geometrische Realisation eines gegebenen (eindimensio-
nalen) Komplexes vor uns haben, so besteht jeder Bogen dieses (geo-
metrisch realisierten) Komplexes aus endlich vielen Streclen.

Die Kurven der soeben erwiihnten Art und die ihnen homéomorphen
Kontinua sind Linien im elementaren, nicht einmal mathematischen Sinne
des Wortes und konnen etwa mit Hilfe eines Fadens mit endlich vielen
Zusammenheftungen materiell dargestellt werden. Nun scheint eine der
wichtigsten und gleichzeitig anschaulichsten topologischen Invarianten dieser
Linien diejenige zu sein, die die Zahl der eventuell auftretenden ,Schlingen*,
das heilit z. B. die Zahl der verschiedenen Moglichkeiten, den Faden auf
einen Haken zu hiingen, angibt.

Mathematisch ausgedriickt handelt es sich um die gréfte Zahl s — s(L)
von der Art, dafi es ein System von s einfachen geschlossenen, in I, ent-
haltenen Polygonen

(1) B PP

&
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gibt, zu dem sich ein ebenfalls aus s zu L fremden Polygonen
(2) PR B B

bestehendes System so bestimmen lafit, dafi fiir jedes m (1 <m <s)
IT, mit P, und mit keinem der Polygone P,, P,, ..., P, _,, f’,” Cieek
verschlungen ®) 1st. Die ganze Konstruktion ist dabei selbstverstindlich
im dreidimensionalen Raume zu denken. Es sei noch ein fiir allemal
bemerkt, dal wir (falls nichts anderes ausdriicklich formuliert ist) stets
unter einer Verschlingung zweier Polygone eine Verschlingung von der
Ordnung 1 verstehen.

3. Bei der Bestimmung der Zahl s(L) haben wir vorausgesetzt, dal}
die Polygone P,, P,,..., P, (ebenso wie I, II,, ..., II1) einfache ge-
schlossene Polygone sind. Nun kann man eine analoge Zahl s'(L) de-
finieren, indem man die Forderung der Einfachheit der Polygone P,, P,, ..., P,
fallen lafit. Offenbar st s(L) < s'(L); wir werden aber bald beweisen,
dall s(L)=&'(L) ist.

4, Man kann jeden zusammenhingenden Komplex®) L auf folgende,
wie wir sie nennen wollen, normale Weise konstruieren,

Wir fangen mit einem beliebigen, in L enthaltenen Bogen S, an {

und bezeichnen durch L, den aus dem einzigen Bogen S, bestehenden,
zugammenhingenden in L enthaltenen Komplex. Falls der aus m Bigen

bestehende, in L enthaltene zusammenhingende Komplex L - schon kon-
struiert ist, bezeichnen wir durch §, ., irgendeinen in L, jedoch nicht
in L, enthaltenen Bogen, der mit L  wenigstens einen Endpunkt gemein-

sam hat, und setzen

m+1 e

! I
L 48

o
L, ., ist wieder zusammenhingend. Das Verfahren bricht erst ab, wenn
wir zu einem mit L identischen Komplex L gelangen; » ist dann die
Anzahl der den Komplex L bildenden Bogen,

Nun konnen bei jedem Schritte m dieser Konstruktion zwei Fille
auftreten, je nachdem einer oder beide Endpunkte von S, ., zu L, ge-
héren. Wir bezeichnen durch p(ZL) die Anzahl derjenigen Schritte m
(m=1,2,...,r—1), bei denen der zweite Fall vorkommt.

5. Die Bezeichnung p (L) soll durch den Beweis der Unabhingigkeit
der Zahl p( L) von der Wahl der einzelnen normalen Konstruktionsweisen

*) Brouwer, On looping coefficients, Proceedings Koninklijke Akademie van Weten-
schappen Amsterdam 15 (1912), 8, 113—122.

%) Falls die Dimension nicht angegeben ist, soll das Wort ,Komplex¥, stets
einen eindimensionalen (d. h. einen Bogenkomplex) bedeuten.
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rechtfertigh werden. Dazu geniigt es aber, folgende (u.a. auch die Be-

hauptung des § 3 enthaltende) grundlegende Identitit

(3) s(L)=p(L)=28"(L)

zu bestiitigen. Falls L aus einem einzigen Bogen besteht, ist
s(L)=s8'(L)=p(L)=0,

also (3) gewiB richtig. Wir setzen voraus, (3) wire fiir alle aus <r — 1
Bogen bestehende Komplexe bewiesen, und wollen den betrefienden Beweis
fiir einen beliebigen aus r Bogen bestehenden Komplex L erbringen.

Es seien also die Komplexe

(4) | B DIS B e N ST 5 L

unter der Bedingung

(5) Looi=L,+8,.,, Ly=38§ l1=<=m=<r—1)
gegeben.

Wir bezeichnen durch 8], = 8p = Pm, 1 <m <1 — 1, die einander
gleichen Zahlen s'(L, ), s(L,), p(L,), durch 8" bzw. s die Zahl s'(L)
bzw. s(L), und endlich durch p die der normalen Konstruktionsweise (4)
entsprechende Zahl p(L).

Es handelt sich um den Beweis der Identitit

|:|"h| .‘1"' = .|“= 8.

Indem wir in (5) m = r — 1 setzen, haben wir zwei Fille zu unter-
scheiden:

a) Es gibt nur einen zu L _, gehirenden Endpunkt von S,. Dann
igt, wie leicht ersichtlich, p=gp, _,, §=38,_;, 8'=s,._,, und also
.'-'r = ) = 8.

b) Beide Endpunkte von §_ gehoren zu L, _,. In diesem Falle ist
p=7p._,-+1, und wir miissen nur beweisen, daBl s’'=s, ;- 1 =s ist,.

Zuerst beweisen wir, dall

(EL) 8

A

8 -1

i 'l.-l
ist. Im entgegengesetzten Falle wiirde es sicher s, -2 = ¢ verschiedene
(im allgemeinen nicht singularititenfreie ) Polygone

(8) PP e P,

geben, zu denen die die Verschlingungsvorschriften des § 2 erfiillenden
Polygone

(9) MR B AN A

angebbar sind.
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Wenigstens zwei der Polygone (8), es seien P, und P, ,, enthalten
den Bogen S, (weil sonst wenigstens ¢ — 1 =s/_, 4+ 1 Polygone (8) im
Widerspruch mit der Definition der Zahl s/_,, in L,_, enthalten wiiren).
, und P,

begrenzte (im allgemeinen sowohl Selbstdurchdringungen, als durch even-

Zn fnﬂgu unserer ‘v’ul‘mlssetzllngen kann man zwel bzw. durch ol

tuelle mehrfache Elemente ihrer Begrenzungen hervorgerufene Singulari-
titen besitzende) Flichenstiicke D, . bzw. D, derart wihlen, daBl die
algebraische Anzahl ihrer Schnittpunkte mit I, | bzw. II, gleich 1, mit
I1, bzw. II, _, dagegen gleich Null ist. Daraus folgt, daB jedes der Poly-
gone II, _, und I7,, von denen wir das eine durch II, bezeichnen, mit dem

D, -+ D, begrenzenden, aus P, -}~ P, durch Fortlassung des Bogens S,

1
entstandenen Polygon P, verschlungen ist.

P, ist sicher von jedem der Polygone P, P,, ..., P,_, verschieden
(weil sonst z B. II, gleichzeitig mit zwei verschiedenen Polygonen (8)

verschlungen wire); das Polygonsystem
= Py (O =) o
@) »l )
[ Pt ik

ot |
Vi e

=2
geniigt also allen Bedingungen des § 2 (insbesondere sind alle P,

O0=m=t—2, in L, _, enthalten), so daBl die Zahl s'(L, _,) mindestens

gleich ¢ — 1 sein sollte, was unméglich ist, weil sie gleich ¢+ — 2 ist.
7

Durch diesen Widerspruch ist die Ungleichung (7) bewiesen.

6. Unser Ziel wird erreicht sein, sobald wir beweisen, daB

| ].OI 8 ; 8 -1 _:" l

¥

I3

I

5

ist. Vorausgesetzt, es wiiren P, baw. II, 1<

=8, Peb. . die
zufolge der Identitit s (L, _,)=s. _, vorhandenen, den iiblichen Bedingungen
geniigenden esnfachen Polygone. Da beide Endpunkte von S, zum zu-
sammenhingenden Komplex L., gehéren, kann man sie durch einen ein-

fachen Weg W innerhalb I, verbinden und

(11) P,— W8,

ist dann ein einfaches, in L, enthaltenes Polygon. Um das entsprechende
1, zu erhalten braucht man nur durch den Mittelpunkt ¢ einer der den
Bogen S bildenden Strecken die zu dieser Strecke senkrecht stehende Ebene
zu legen und in dieser Ebene ein hinreichend kleines den Punkt ¢ als
Mittelpunkt besitzendes Quadrat zu konstruieren. Das System aller P,
bzw. I, (0 <¢ <r —1) geniigt dann allen nitigen Bedingungen und er-
gibt die Ungleichung (10), die, zusammen mit (7) und der im § 3 er-
S

=P,y +1=p und folglich auch die allgemeine Identitit (3) beweist.

wiihnten evidenten Ungleichung s < s’ die Identitit s —s’'— s
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6 his. Man konnte die Invarianz der Zahl p(L) auch beweisen,
indem man zeigt, dafl
(11 bis) p(L)y=1-%(L)
ist, wobei #(L) die Eulersche Charakteristik der Kurve L ist, d. h. die
Differenz ¢, — «, zwischen der Anzahl ¢, = ¢, (L) der in L enthaltenen
Eckpunlkte und der Anzahl ¢, = &, (L) der daselbst vorhandenen Bogen *).

Um die Identitit (11 bis) zu beweisen, schlieen wir uns an die Be-
zeichnungen des § 4 an und betrachten irgendeine normale Konstruktions-
weise von L.

Furso ¥ f="1 sistiEm (== p {8 N0 o (=2 Sig (01 ) =15
2(Ly)=1, und also stimmt fiir diesen Fall unsere Identitit.

Wenn jetzt,

L =L 1 8

mt1 ) m-t1

ist, so ist, falls §, ., mit Z  beide Endpunkte gemeinsam hat,

‘P{Lm +1 :I =1 {_’Lm ) AR 1 ; g [:Lm 1 I = {IJ )3 by I::Lm t I:] e [dl | ‘!“":lzwJ 1 ¥

" :I »

also y(L,.,)=z%(L)—1 und 1 — (L, ,)=(1—g(L,))+ 1.

Falls aber S ., nur einen gemeinsamen Endpunkt mit L, hat, so ist

p(L, . )=p(L,) und (L, i) =1%(L,):
Daraus folgt, dall die Identitit (11 bis) fix L ., zutrifft, sobald sie fiir
L, stimmt, und da sie fiir L, richtig ist, so gilt sie allgemein.

7. Wir gehen jetzt zu einer andern Interpretation der Zahl
s(L)= & (L) iiber., Wir fangen mit folgender Hilfsdefinition an.

Def. I. Ein endliches System von f:ﬂ.}JSt]‘Elkt gegebenen) geschlossenen
Polygonen heillt ein Nullsystem, falls jeder Bogen, der zu einem Polygone
dieses Systems gehort, wenigstens zweimal (in einem oder in mehreren
Polygonen dieses Systems) vorkommt.

Def. II. Ein System von geschlossenen Polygonen heilit Zrreduzibel,
falls es kein Nullsystem enthilt.

Wir bezeichnen jetzt durch »' =—9»'(L) die griite Zahl von der Be-
schaffenhei, dall es in L wenigstens ein aus » Polygonen bestehendes
irreduzibles System gibt.

Wir bemerken sofort, dall man eine Zahl »(L) < (L) erhilt, wenn
man sich in den Definitionen I und II auf einfache Polygone beschrinkt.

Wir wollen jetzt die Identitit
(12) »(L)=+(L)=p(L)
beweisen.

*) Die Invarianz von y (L) ist z. B. bei O. Veblen, Cambridge Colloquium 1916,
S. 7 bis 9 bewiesen,
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8. Wir verfahren wieder mittels Induktion: fiir einen aus einem
einzigen Bogen S, bestehenden Komplex ist »(L)=#(L)=p(L)=0. Wir
setzen voraus, die Identitit (12) wire fiir alle aus hiochstens » — 1 Bégen
bestehende Komplexe bereits bewiesen, und beweisen sie fiir einen be-
liebigen aus r Bogen bestehenden Komplex L.

Da der Beweis fiir »' und » absolut analog ist, so bezeichnen wir im
folgenden Raisonnement durch 7 eine beliebige der Zahlen »'( L) bzw. » (L).

s sel

(13) P

P AT e o

ein in L enthaltenes, aus » Polygonen (bzw. einfachen Polygonen) be-
stehendes irreduzibles System. Es gibt wenigstens einen Bogen S, der
in (13) ein einzigesmal vorkommt, und es sei z. B. § = P£,. Nach Weg-
lassung des Bogens 8 verwandelt sich L in einen, noch immer zusammen-

hiingenden, Komplex L'. Dann ist
(14) y(L')=»—1
(wobei # (L") die Zahl » (L) =%'(L') bedeutet).

In der Tat: einerseits bilden P,, ..., P._, ein aus ¥ — 1 Polygonen
bestehendes, in L' enthaltenes irreduzibles System, woraus folgt, daB
v(L') > % — 1 ist. Andrerseits kann aber 7 ( L’) unméglich grofier als ¥ — 1
sein, weil im letzteren Falle ein aus » Polygonen

A
bestehendes, in L’ enthaltenes irreduzibles System vorhanden wiire, das
durch Hinzufiigung des Polygones P, in ein in L enthaltenes, aus # -1
Polygonen bestehendes, der Definition der Zahl % widersprechendes,
irreduzibles System iibergehen wiirde. Da aber #(L')= p(L') und
p(L")=p(L)— 1 ist, so folgt die Identitit (12) ohne weiteres aus (14),
w.z. b. w.

9. Wir geben endlich noch eine Interpretation von g (L), die, ob-
wohl im folgenden nicht gebraucht, in mancher Untersuchung als niitz-
lich erscheinen diirfte.

10. Ein Paar von identischen, aber verschieden orientierten Bogen
eines Komplexes werden wir ein Nullpaar nennen,

Wir wollen jetzt eine Kinschiebung eines Nullpaares zwischen zwel
aufeinanderfolgenden Bégen eines beliebigen Polygons P und ebenso eine
Fortlassung aus P eines eventuell daselbst enthaltenen Nullpaares als er-
laubte Abinderungen des Polygons P bezeichnen.

Wir sagen nun, daB das Polygon P sich auf ein gegebenes System &
von in L enthaltenen Polygonen zuriickfiihren lifit, falls durch sukzessive
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- - - - 5
Anwendung erlaubter Abéinderungen man P in ein Polygon P~ verwandeln
kann, welches durch Durchlaufung gewisser Polygone

P"”. I;.'::J‘ : j.)ri.|

unter denen es beliebig viele identische geben darf, die aber alle zu &
gehoren, konstruierbar ist.

Wir bezeichnen endlich durch u(L) die kleinste so beschaffene Zahl,
dall es ein aus u(L) in L enthaltenen Polygonen bestehendes System &
gibt, auf welches sich alle in L vorhandenen Polygone zuriickfithren lassen®),

Wir iiberlassen dem Leser den leichten (mittels des wiederholt an-
gewandten Induktionsverfahrens durchzufithrenden) Beweils der Identitit
u(L)=p(L),

Es sei endlich bemerkt, daB, falls L eine ebene, einen Bogenkomplex
realisierende Kurve ist, die Anzahl der zusammenhingenden Gebiete, in
die L die Ebene zerlegt, gleich der Zahl p(L) -1 ist. (Der Beweis ist
unmittelbar einlenchtend: man bediene sich der Identitit p(L)=s(L)).

11. Die Zahl »(L)=p(L)-4 1, wobei also

p(L)=¢8(L)=¢&(L)=»(L)=+¥(L)=pu(L)=1q, (L) —o,(L)+1 %

ist, wollen wir die Zusammenhangszahl des Bogenkomplexes L nennen.
12. Wir schreiten jetzt zum Beweise folgenden Satzes.
Additionssatz fiir Bogenkomplexe. FEs seten L, und L, zwei ge-
meinsame Elemente besitzende einfach zusammenhdngende” ) Bogenkomplexe
und q die Komponenienzahl des (im allgemeinen nicht zusammenhéingenden )
Bogenkomplexes L,-L,. Indem wir durch L den (zusammenhingenden)
Bogenkomplex L, +- L, bezeichnen, gilt die Identitat:

#(L)=q.

Beweis., Man kann den Komplex L in der Weise aufbauen, dafi

man mit L, anfingt und dann der Reihe nach simtliche in L, nicht vor-
handene Bigen des Komplexes L, anheftet, dabei jedoch dafiir sorgt, dall
alle sukzessiv entstehenden Komplexe

"

'L'l-' .lr_.r,.! e ae ary L 3 ww ey Ir‘_ = L_. L;” = .rr;“,._l :— )Sm_l l:.'}'” = R aiat r)

zusammenhiingend seien. Wir bezeichnen durch g, die Komponentenzahl

%) Die Zahl (L) diirfte als ein kombinatorisches Aquivalent der Brouwerschen
Zyklosis betrachtet werden.

%) o (L) baw. e, (L) bezeichnet die Anzahl der in L vorkommenden 1- bzw,
0-dimensionalen Elemente,

%) Ein Bogenkomplex L soll einfach zusammenhingend heilen, falls = (L) =1 ist.
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von L, -L, (m=1,2,...,r). Unser Satz wird bewiesen, sobald wir
zeigen werden, dall fiir jedes m (1 <m <r)

(15) p(L,)+ ¢, =1
ist (da letztere Gleichung fiir m = r in p(L) - 1 = ¢ iibergeht).
Fir m=1 ist p(L,)=0 und ¢, =gq, also (15) richtig.

Vorausgesetzt, die Gleichung (15) wire fiir m bewiesen; wir wollen
sie fiir m -}~ 1 beweisen.

Wir betrachten zwei Fiille:

1. S,, hat mit L  beide Endpunkte ¢ und & gemeinsam. Dann ist
p(Ly . )=m»(L,)+1. Die Punkte @ und b konnen aber unmoglich
zu einer Komponente ¢ von L_-IL, gehéren, weil man sie in diesem
Falle innerhalb @ = L, durch einen einfachen Weg W verbinden kénnte,
der zusammen mit S ein in L, enthaltenes geschlossenes Polygon liefern
wiirde, was zufolge dem einfachen Zusammenhange des Komplexes L, un-
moglich ist.

Da also S,, zwei Komponenten von L_- L, verbindet, so ist die Kom-
ponentenzahl ¢, ., von L . -L,=L -L -+ S, gleich q —1, so daB
P(Lin) + @i =2(L,) + g, = q ist.

2. 8, hat mit L nur einen Endpunkt gemeinsam. Dann hat S _
nur mit einer Komponente von L, -L, einen Endpunkt gemeinsam, und
es 18t p(L,.,)=2p(L,); ¢ +1=¢,, 8lso auch p(L . ,)+4q,.,=4,
w. z. b. w.

Bemerkung. Eine auf der Hand liegende Modifikation®) der soeben
angewandten Methode zeigt daB, falls man auf den einfachen Zusammen-
hang von L, und L, verzichtet, man jedenfalls die Ungleichung

(15 bis) (L) =>q

beweisen kann. Man kinnte auch in diesem Falle einen genauen Wert
fiir » (L) angeben, fiir unsere weiteren Zwecke aber wird die Abschiitzung (2)
im Falle einer hoheren Zusammenhangszahl von L, oder I, vollkommen
geniigen.

II. Die Zusammenhangszahl der allgemeinen Kurven.

Nachdem wir den Begriff der Zusammenhangszahl fiir Bogenkomplexe
cingehend untersucht haben, ist der Weg zur Ubertragung dieses Begriffes

¥) Man ersetzt die Gleichung (15) durch die Ungleichung
Pf!"m:] T Gm :_Z q
und bemerkt, daB im Falle 1., wie friiher, P(Luy,)=p(Ly)+1, dabei aber

Gty = Gm— 1 I8t (weil S, jedenfalls hichstens zwei verschiedene Komponenten von
L.+ Ly verbinden kann).
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(3 e

auf allgemeine Kurven durch die Betrachtungen der unter t4) zitierten Arbeit
von selbst und gewissermaflen eindeutig bestimmt.

13. Hs sei C eine allgemeine Kurve, d. h. ein zusammenhiingender
kompakter eindimensionaler metrischer Raum. Zwei Fille sind moglich :

1°. Fiir jedes das Kontinuum € definierende eindimensionale Spektrum®)

I, ]”:l 'LI 5 f.r_j, veoey L

me e

wichst (L, ) mit m ins Unendliche; in diesem Falle soll € wunendlich
hoch zusammenhingend heiBen, und » () = oo gesetzt sein.

2°. Es gibt wenigstens ein das Kontinuum € definierendes Spektrum (16)
und eine natiirliche Zahl %, von der Beschaffenheit, daB fiir unendlich
viele L

# L ‘,I

] -i_' ;"0

ist. Dann gibt es eine Zahl h < h, derart, daB fiir unendlich viele 7,

i
L

x| ."',m | = h

ist. Indem man nur dieser Gleichung geniigende L _ behilt, erhiilt man
ein Spektrum, fiir dessen sdmitliche Komplexe die Zusammenhangszahl
denselben endlichen Wert % annimmt.

Im Falle 2 soll C endlich hoch zusammenhdngend heiflen und zwar
soll die Zusammenhangszahl »(C) als die kleinste derjenigen Zahlen % de-
finiert werden, fiir die es ein das Kontinuum O definierendes Spektrum
gibt, dessen simtliche Komplexe die Zusammenhangszahl 4 besitzen.

14. Aus Betrachtungen der unter ‘") zitierten Abhandlung ergibt
sich sofort, daB die Zahl »(C) eine kombinatorische KEigenschaft der Kurve ('
ausdriickt, die auch folgendermaBen definiert werden leann.

Bs sei R irgendeine (¢, 2)-Uberdeckung der Kurve ¢, d. h, es sei
£° ein System von abgeschlossenen Mengen
(17) i R
die den Bedingungen

1l
AT }-.1 i (n. 51 Jr‘:‘m\:l = g ( [“] =1 ; 2 -

— ¥t P e oeowy

m=1

geniigen und aullerdem so bezchaffen sind, daB kein Punkt von O mehr
als in zwei Mengen des Systems (17) enthalten ist. ( Letztere Bedingung

") L,, sind die das Spektrum bildenden eindimensionalen Komplexe: in den
folgenden Paragraphen. dieses Abschnittes wird der Begriff der Zusammenhangszahl
in einer von den Entwicklungen der unter ') zitierten Arbeit unabhingigen Form dar-
gestellt,

Mathematische Annalen. 96 24
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wird auch so zum Ausdruck gebracht, daB wir sagen, das System (17) sei
ein System von der Ordnung 2'")).

Wir bestimmen einen zusammenhiingenden Bogenkomplex Lye, indem
wir jeder Menge F, (1 <1 < n) einen ,Punkt* a, und jedem gemein-
same Punkte bestizenden \1(\1=rcx1paare F;, F; einen ,,Bogen‘‘ a;a; des Kom-
plexes Lg: entsprechen lassen.

Dann ist »(C') = oo, falls (fiir ein geniigend kleines &) x(Lge), wie
auch ° gewihlt sei, beliebig groB ausfillt.

Falls dies nicht zutrifft, heiBt € endlich hoch zusammenhingend und
zwar ist dann x(C) gleich der kleinsten natiirlichen Zahl %, die so be-
schaffen ist, daB es fiir jedes & > 0 ein B mit » (Ly:) =k gibt.

15. Bemerkung. Falls ¢ in einem mindestens 3 dimensionalen
Ruklidischen Raume R liegt, kann man fir jedes " den Komplex Lg:
geometriselr realisieren, indem man fiir g, wirkliche, voneinander verschiedene
Punkte a; c F; wihlt, und diese Punhle in B durch von den geradlinigen
Strecken a;a; sich beliebig wenig entfernende Streckenziige a;a; dann und
nur dann verbindet, falls F;- Fi<= 0. Dabei 1st natiirlich dafiir zu sorgen,
daB die auf diese Weise gewonnenen Bogen keine weiteren gemeinsamen
Punkte haben.

Die soeben erhaltene .elementare Kurve Ly approximiert €' mit einer

gleichzeitig mit — unendlich wachsenden Genauigkeit.
- &

16. Man kann endlich bei der Definition der Zusammenhangszahl den
Gebrauch der Bogenkomplexe wenigstens formal vermeiden, wenn man
direkt mit Uberdeckungen und zwar folgendermalien operiert.

Definition. Bin Mengensystem @ heiBt ein Zyklus, falls jede Menge
des Systems genau mit zwei anderen Mengen desselben Sysfems gemein-
same Punkte hat.

Def. I’ (vgl. Def. I des § 7). Ein System von Zyklen heilit ein Null-
system, falls jedes Paar gemeinsame Punkte besitzender Mengen, die i
einem Zyklus vorkommen, wenigstens noch zu einem anderen Zyklus deh-
selben Systems gehort.

Def. 11’ (vgl. Def. I des § 7). Ein System von Zyklen heifit irredu-
zibel, falls es kein Nullsystem enthilt.

Es sei jetzt 8° eine beliebige é-Uberdeckung von €. Wir nennen » (B°)
die groBte Zahl », die als Zyklenanzahl eines irreduziblen Zyklensystems,

10) Im folgenden soll unter einer Uberdeckung immer eine goleche von der Ord-
nung 2 verstanden werden, und wir werden eine (s, 2)-Uberdeckung auch kurz als

gine =-Uberdeckung bezeichnen,
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dessen simtliche Zyklen aus Elementen von 3° gebildet sind, vorkommt,
und definieren weiter:
#(P°)=»(P°)4-1.
%(0) soll alsdann (falls endlich) gleich der kleinsten Zahl gesetat werden,
die so beschaffen ist, daB es fiir jedes & ein P° mit
%(B) = #(0)
aibt.

17. Diese Betrachtungsweise, die unserer fritheren unmittelbar dqui-
ralent ist, gestattet, den Begriff des mehrfachen (%(C)=>1) bzw. ein-
fachen ((C)= 1) Zusammenhanges einer Kurve besonders einfach zu for-
mulieren.

Eine Kurve heilit mehrfach zusammenhingend, falls fiir ein geniigend
<leines ¢ jede &-Uberdeckung wenigstens einen Zyklus enthiilt.

Im entgegengesetzten Falle (d. h. wenn fiir jedes & wenigstens eine,
keinen Zyklus enthaltende Uberdeckung vorhanden ist) heiBt die Kurve
einfach zusammenhdngend.

Dabei braucht man gar nichts iiber die Ordnung der Uberdeckungen
vorauszusetzen, weil drei beliebige, einen und denselben Punkt enthaltende
Mengen einen Zyklus bilden,

18. Eine unmittelbare Folge der Definition der Zahl x(C) ist folgen-
der wichtiger Satz: Falls die Kurve C, in der Kurve C enthalten ist.

S0 18t
[13:] % | (--‘n‘]éx{.(";"

In der Tat ,,induziert* jede (aus den Mengen (17 ) bestehende) Uberdeckung
der Kurve C' die aus den Mengen C,-F, (1 <m <mn) gebildete Uber-
deckung Ry der Kurve (. Mancr'hi‘a]t_:'..u;, indem man diejenigen ,,Punkte* a;
bzw. ,Bogen® a;a; in Ly markiert, die nicht leeren Mengen C,- F; bzw.
Cy F;- F’ ; entsprechen.

Da also Lyt Lye und folglich »(ZLy:) <% (Lye) ist, so ist auch

\ ¥ -\ = . ol ¢
2(Cp) £ %(0), w. z. b. w.

19. Wir wollen jetzt einen Satz beweisen, der, wie es sich im niich-
sten Abschnitte zeigen wird, eine direkte Verallgemeinerung eines bekannten
ebenen Zerlegungssatzes von Janiszewski'!) darstelltt.

Additionssatz. Falls C, und C, z2wei einfach zusammenhdangende
Kurven sind und die Menge C, = C,-C, aus k> 1 Komponenten besteht

11) 8. Janiszewski, Sur les coupures du plan faites par les continus, Prace mat.
fiz. 1913,
34*
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(wo k eine natiirliche Zahl oder cc ist), so ist O, + Cy = C eine k- fach
zusammenhdangende Kurve.

Beweis. Zuerst beweisen wir, daB »(C) <k ist. Dabei kann man
selbstverstindlich sich auf den Fall, wo % eine natiirliche Zahl ist, be-
schrinken.

20. Es sei ¢ eine positive Zahl, die klemner als die Hilfte der
kleinsten Entfernung zwischen je zwei Komponenten von G, = 0;-C, und
sonst beliebig ist. Wir wollen eine e-Uberdeckung ‘B der Kurve C kon-
struieren, fiir die der Komplex L = Ly k-fach zusammenhingend ist.

Dazu wihlen wir zuerst eine keinen Zyklus enthaltende £ -Uber-

deckung

(19) By B, )

ng J
der abgeschlossenen Menge €, und bestimmen eine positive Zahl o, die
folgenden Bedingungen genugt:

2 : ; . A v e | R
1°, & ist kleiner als jede positive unter den Zahlen - o (Fy, F) und

9° Die Mengen S [:F:I'i, d)(m=1,2,...,n,) bilden ein System von
der Ordnung 2 (dabei bedeutet .‘4'['_1":,',. d) die Menge aller Punkte, deren
Entfernung von F,, hochstens gleich & ist).

Wir wiihlen weiter fiir 4=1 bzw. 1= 2 eine keinen Zyklus ent-
haltende &-Uberdeckung
(20) Py ={ Fy, Fs, ..., Fa,}

~

. & ; o i) sl .
von (;, und bezeichnen durch Fj, ; (1<m <n,, 1 <7 = ) diejenigen
Fi(1£Lk<H), die mit keiner Menge Fj, (1=h <m — 1), wohl aber

. -1 . —
mit F) gemeinsame Punkte haben, Wir setzen

pitl g2l
¢ L i » L “_- 11 | l”1 12 f - - \
(21 (f'),u.l = L' ,.:, ""IJJI.F."."_\, j':w.r' tl ":'_“' m = ”'[|1
f=1 =1

)]

3 0 - A . 3 ) . S
Da @, =S (F,,d) ist, so bilden die @, ein Mengensystem 3~ von der
=2 :
Ordnung 2.
Wir bezeichnen endlich durch

a6 1 1 1
I,'j-fl / (‘bi-: ('D“_': asajiay EpuJ
bzw

] 1, ]
(22.) Dy D D

Mip
el Y a0 = v -7
alle ,iibrigen* (d. h. zu 3 F, = C, fremden) Mengen F,,. und merken uns,

dal} stets

m=1

¢ 1 42 P
(23) ;- Dp = () (1<t <n
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ist. Daraus, aus der Definition der @,,, und aus der Bemerkung iiber die

2 y 0 J \ [ a

Ordnung des Systems 8~ folgt, daB das System P aller Mengen @,,, @, @,
: S

fies . - 3 i~ L ;
\die sdmtlich einen Durchmesser < = 4+ 2§ < — - — ¢ haben) die

Ordnung 2 besitzt und also eine ¢-Uberdeckung'?) der Kurve € bildet.

Wir wollen nun zeigen, dafi der dieser Uberdeckung entsprechende Bogen-
komplex L — Ly k-fach zusammenhingend ist. Dazu betrachten wir den
zufolge unserer Voraussetzung iiber & und & aus k Komponenten bestehen-
den Komplex L, = Ly, und die beiden Komplexe i T e ERD A
wobei {3 das aus simtlichen Mengen ®,, (1 < m < n,) und @, (1 <m <mn;)
gebildete System ist. Dann ist L = I'-} I*, L, = L'-L*. Zufolge

0

i

dem Additionssatz fiir Komplexe (§ 12) brauchen wir nur zu zeigen, dal
#(L;)=1 ist (1=1;2), d. h. daB L* kein geschlossenes Polygon enthalten
kann.

Es sei in der Tat P ein in L* enthaltenes einfaches geschlossenes
Polygon. Da P weder in L" noch in L” — L” enthalten sein kann, so
besteht P-L" aus einem oder mehreren Wegen, von denen jeder sich
iibrigens in einen einzigen Eckpunkt von P ausarten kann, und die die
Komponenten von P.L" bilden.

~ Indem wir allgemein den Mengen @, bzw. F* die ,,Punkte « baw.
U (A=1;2) der betreffenden Komplexen zuordnen, bezeichnen wir
durch

‘”r__ i"“ = f.':

iy »

einen beliebigen der soeben erwiihnten Wege, und es sei
A i i |
ty;=d;, bzw. o =a

= [i] ] nl
der in P dem Punkt «, vorangehende bzw. auf ¢, folgende Eckpunkt,
- i A v i p ) 0
Da &, = F; bzw. @ = F, mit ff*f,J bzw. @,
-0 0 . 1y . J 3 U]
hat, zu F, bzw. F,, dagegen fremd ist, so gibt es eine Menge F,, = F, ;= @,

bzws ol = f:’j:f. derart, dal}

Bpy Ty

gemeinsame Punkte

Fe-F! 40+ F,.-F,
bzw.

Fe . Fi=0+TF, -F;

I Epyg g

ist. Hs folgt daraus insbesondere, daBl die beiden Bigen a, a, bzw. a, . a,
im Komplex L; = Ly vorhanden sind.
n 0
Infolge der getroffenen Wahl von & und & gehort die Menge C,. 3 @, zu
1=1
einer Komponente ¢ von C,. Der der Gesamtheit aller zu ) nicht frem-
den Mengen F, entsprechende Teilkomplex I, , des Komplexes L, ist
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zusammenhiingend und enthélt die beiden Punkte a,, und a,, ,, woraus
folgt, daB diese Punkte innerhalb L; o durch einen Weg

@y Ry - - - Bap s

verbunden werden konnen.

Den in L; enthaltenen Weg

aﬁ.:_g&'l',"_,c—zh:l @, (@ = ttgy, Q=)
bezeichnen wir durch W* und ersetzen in P den Weg W durch W*. Nach-
dem wir dies fiir jede Komponente W von P.I° tun, verwandelt sich P
in ein geschlossenes (im allgemeinen nicht singularititenfreies), in L; auf
eine widerspruchsvolle Weise enthaltenes Polygon P* 12), Die Ungleichung
#(C) <k ist hiermit bewiesen.

91, Um jetzt die Ungleichung » (€)= k zu beweisen (k ist dabei
gleich %, falls letztere Zahl endlich ist; falls dagegen k= co, so nimmt
man fiir % eine beliebig grofie Zahl), womit offenbar auch der ganze Satz
bestiitigh sein wird, geniigt es zu zeigen, daB, falls ¢ > 0 hinreichend klein
gewihlt ist und ¢ eine beliebige &-Uberdeckung der Kurve € ist, der
Komplex L — Ly mindestens /-fach znsammenhiingend ist.

Da die Komponentenzahl fiir €, mindestens gleich k ist, so kann
man (, in die Summe @ von k paarweise zueinander fremden abgeschlos-

senen Mengen @, @:, ..., Q¢ so einschlieflen, dal3
29 =p (0, —Q, C; — @)
positiv ist. Wir wihlen nun & kleiner als jede der Zahlen y,
10(Q,,Q,), 1<p<g¢g=k, und bezeichnen dureh S5 = VLS R
eine beliebige ¢- Uberdeckung der Kurve € und durch B, bzw. B, bzw. *E, das
System derjenigen unter den Mengen F\, F,, ..., F,, die zu @ bzw. C, baw.
', nicht fremd sind. Zufolge der Wahl der Zahl ¢ besteht der Komplex
L, = Ly, mindestens aus i Komponenten, und da

L=L,+ L,
L,= L, L,

ist (wo L; = Lg, gesetzt ist), so folgt aus dem Resultat des § 12
(Ungl. 15 bis), daB %(L) = k ist, w.z.b.w.

1

12) Das Polygon P* ist sicher kein ,Nullpolygon® (d. h. es liBt sich nicht durch
Aufheben von je zweimal in verschiedener Richtung zu durchlaufenden Seiten auf
pinen Punkt reduzieren). In der Tat: alle Punkte vom Typus ﬂ:' des Polygons P
bleiben einfache Punkte des Polygons P*, weil die Eckpunkte der neu hinzukommen-
den Wege W™ denjenigen 1"':‘ enteprechen, die mit ¢, gemeinsame Punkte baben und

also von den a = ¢, gewiB verschieden sind.
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IIT. Der Brouwersche Invarianzsatz.

22. Es sei F eine in der Ebene E liegende, beschriinkte abgeschlossene
Menge. Wir werden stets durch k(F) die Anzahl der durch F in E be-
stimmten, zusammenhingenden Gebiete (= Komponenten der Menge E — F)
bezeichnen.

Der Zweck dieses Abschnittes ist die Identitit
(24) k(C)==(0C)
fiir jede ebene Cantorsche Kurve (' zu beweisen, womit inshesondere der
Brouwersche Satz'?) iiber die Invarianz der Zahl k(C) fiir alle Cantorschen
Kurven aufs neue bewiesen wird. Da dadurch auch der Jordansche
Kurvensatz und folglich auch die Invarianz des ebenen Gebietes bewiesen
werden und da jedes ebene Kontinuum sich in eine Cantorsche Kurve €
und eine hichstens abzihlbare Menge zueinander fremder, sich unter den
Komponenten der Menge B — € befindender Gebiete eindeutig zerlegen
lilit, so folgt aus unserer Behauptung (24) der Brouwersche Invarianz-
satz In seiner vollen Allgemeinheit. Das Hauptziel dieses Abschnittes ist
aber nicht einen zweiten Beweis des Brouwerschen Satzes zu geben, sondern
die Identitit (24) selbst zu beweisen: dadurch wird nidmlich u. a. gezeigt,
dafl die Anzahl der durch eine ebene Kurve bestimmten komplementiiren
Gebiete eine im Sinne des § 19 der vorstehenden Abhandlung kombi-
natorische Eigenschaft der Kurve ist.

A. Beweis der Ungleichung = (C) = k (C).

23. Es sei C eine in der Ebene E des dreidimensionalen Raumes R
liegende Cantorsche Kurve und k eine natiirliche Zahl, die gleich k(C),
falls & (C) endlich ist, und beliebig groB, im Falle k()= oo, zu wiihlen ist.

Wir bezeichnen durch @y, Gs, ..., Gi_; alle (bzw. irgendwelche unter
den) beschrinkten Komponenten der Menge £ — . Ks seien weiter
GGGy bEw. a0 O Gs, ..., Gj_, liegende, durch einfache ge-
schlossene Polygone P, B PN begrenzte Bereiche; ¢y, €z, . .., €—1
bzw. im Inneren dieser Bereiche liegende Punkte; d,, d,, ..., d,_, auBer-
halb eines die Kurve €' im Innern enthaltenden Kreises K liegende, von-
einander verschiedene Punkte; IT , IT,, ..., II__, zu einander fremde, ein-
fache, geschlossene Polygone, die folgendermafBen definiert sind:

I, besteht aus einer, den Punkt ¢, als Mittelpunkt besitzenden, zu
der Ebene E senkrecht stehenden Strecke el el: aus zwei einfachen

Streckenziigen ¢, d,, bzw. ¢, d,, die in den durch ¢}, baw. ¢, gezogenen

1) Brouwer, Beweis der Invarianz der geschlossenen Kurve, Math. Ann, 72 (1912),
S. 422—425,
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zu K parallelen Ebenen liegen und in den sich orthogonal in d, proji-
zierenden Punkten dj, bzw. dj endigen; endlich aus der geradlinigen
Strecke ), dd) .

Es ‘wird aulerdem vorausgesetzt, dafl die ganze Konstruktion so ein-
gerichtet ist, dall fiir jeden innerhalb K gelegenen Punkt der Ebene E
der nichste Pankt des Polygones I eben der Punkt ¢, ist.

Das Polygon II ist mit P,, dagegen mit keinem der iibrigen
Polygone Pl P

s
Verschlingungsordnung gleich 1.

x - .
Pp_; verschlungen und zwar ist die betreffende

24. Die Verschlingungsverhiltnisse zwischen den Polygonen I und
Py, bleiben dieselben, falls man ein beliebiges der Polygone P, durch ein
in (7,, enthaltenes, den Bereich @, im Innern enthaltendes Polygon 1'-’::*
ersetzt.

25. Es sel nun o die kleinste unter allen Zahlen ,ig{f’,ﬁ, ') und
Lo(Pn, IT}) -10(Py, ¢,) (wobei m und A unabhiingig voneinander alle
Werte 1,2, ..., k— 1 durchlanfen ). Dann ist die Entfernung 5_1[!’,:*, IL) > 20,

J=;: *

wie auch das den Bedingungen des § 24 geniigende Polygon P, gewihlt

sei, In der Tat ist fiir m == A

o 5 — 3 Y
ol En s My =0(Li -5:cx)

1]

>0(C, )= 0(C,Py) =20

und aullerdem

* \ e \ S N
(5 5 L) =D Py ) =0 (Piilcn ) =20,

m i
Falls wir also trgendein ’],f durch ein Polygon P, erseizen, dessen
samiliche Punkte durch weniger als o betragende Verriickungen entsprechen-
der Punkte von P.° entstanden sind, so bleiben die Verschlingungsver-
hiltnisse zwischen allen P, und II, dieselben wie zwischen (P." und I,
also wie zwischen) P, und P; o

26. Wir wahlen jetzt eine positive Zahl & - g und 11'g13.ndeinu

)
&- Uberdeckung
ey 1 J T ) LA ¢
I:I'_’.I) iL"— l..i|.j.,...._..ﬁj
der Kurve (.. ... j i i :
Wir ‘bezeichnemiaveiters ‘duréhr 6reine- positive Zahl, “die kleiner als ¢
und simtliclie positive unter den Zahlen  g(F,, F) ist. Es seien endlich
") In der Tat hat Brouwer in der. unter ®) zitierten Arbeit, § 8, bewiesen, daB
es fiir jedes Paar zueinander fremder geschlossener Polygone P und IT (im drei-

gibt, die g0 beschaffen ist, daB, falls wir

dimensionalen Raume) eine positive Zahl 0 g

durch! eine weniger als 5 betragénde Verriickung jedes Punktes von P bzw. [T diese
Polygone in Polygone P bzw. IT verwandeln, die Verschlingungszahl ( P, [7) dieselbe
wie (P, IT) bleibt:  Esgvist. dabei leicht jeinzusehen, daB man fiir » die Hilfte von
o (P, IT) nehmen kann (Antoine, Thése, p. 87).
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a;= F, (1 <7< n) durchweg verschiedene Punkte der Mengen F;und a;a;
die in R liegenden, gemil der Vorschrift des § 15 konstruierten, die Punkte a;
und @,, dann und nur dann, falls F,. F. 4 0 1st, verbindenden Streckenziige.

‘ml th":(’, Weise erhalten wir einen im RJ.LLmv R realisierten Bogenkomplex

- Ly. Wir setzen noch voraus, dall die Bogen a;a; dieses Komplexes
r_:it:h von den entsprechenden geradlinigen Strecken a; @; um weniger als
¢ entfernen.

Die Ungleichung x (¢) = k(c) wird jetzt bewiesen, sobald gezeigt wird,
daB &' (L) =%k — 1 ist.

27. Bs sei zu diesem Zwecke fiir jedes m <k — 1 P,* ein nach der
Vorschrift des § 24 gebildetes Polygon, das so beschaffen ist, daB es zu
jedem Punkte von P.° einen um weniger als & entfernten Punkt
von (' gibt.

Nach eventueller Unterteilung der Seiten von P..* kann man erreichen,
dali die Eckpunkte by, b., ..., b,,, ... (mod #)*®) von Pr* der Bedingung

(26) 0(bp, bpsr) < é
geniigen.

Es sei nun L’Lih einer derjenigen Punkte von €, die am niichsten bei b,
liegen. Ich behaupte, daB, falls b, baw. &
notwendig F;- F. = 0 ist.

In der Tat, falls

el
h}l = "LJ'J E)
wire, so wiirde man die unmogliche Ungleichang

gd < Ul::_f‘ F | = < ul’ (') 1/}; 0 [\E;;.l._, E.IJ.‘.] —+- 0 Iibk, b )= o(b

h+1 LI~ Vet T o )

" 1 AL il o
h4q 20, bzw. zu F; gehoren,

= F: und dabei _{";.'_FL.: 0

h+1

byiy) <30

haben. Falls wir fiir jedes & eine den Punkt b, enthaltende Menge F;
wihlen und dabei nur dafiir sorgen, daB fiir geometrisch nn.unmr-nl';mllmuh
Punkte E’r. auch dieselben Mengen F; gewihlt seien, erhalten wir ein
in L enthaltenes geschlossenes, im allgemeinen nicht singularititenfreies
Polygon

CP =0y B . -4 G5 ],

28. Wir lassen jetzt jedem Punkte b, den Punkt a;, entsprechen:und
bilden irgendwie die Strecke b, b, ,, eindeutig und stetig auf den Bogen
@i, @, , (der”geometrisch sich 1!|r]| auf einen Punkt ‘a; — ¢; . zusammen-
ziehen kann) ab, so dall dabei die Punlkte a;, b, hzw. ap s b ein-
ander entsprechen.

Dadurch wird jeder Punkt 2 von P.* in einen einzigen Punkt y

%) Die Bezeichnung (mod ) besagt, daB b, und b, ., identisch sind.
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k% - . - . .
von P, und das ganze Polygon P." in P, eindeutig und stetig abgebildet,
wobei folgende Ungleichung gilt:

(26) olz,y) <o, b))+ ol b, b,) + e (b, a)

+0(a;,,y)<d+0+el-3s<be<o
(es wird hier vorausgesetzt, daB z zur Strecke b, b, , gehort).

Der Bemerkung des § 25 zufolge ist, auf Grund von (26), P, mit I
und mit keinem der Polygone Iy, ..., Ily_y, Iy 1y, .. ., gy verschlungen;
da dies fiir beliebiges m <k — 1 gilt, so ist §'(L) =%k — 1 und also
»( L) =k, wodurch unsere Behauptung bewiesen ist'?).

B. Beweis der Ungleichung = (C) < k(C).

29, Wir fangen mit folgendem Hilfssaize an:

Es seien
(B) B BB
ein System B von der Ordnung 2 bildende, in der Ebene liegende, paar-
weise keinen gemeinsamen inneren Punkt besitzende, einfachk zusammen-
hiingende Polygonbereiche'?), deren Vereinigungsmenge B zusammenhiingend
ist. Es sei weiter Ly der Bogenkomplex, den man wie iiblich erhilt, in-
dem man jeder Menge B;, 1 <7 < n, einen ,Punkt® @, und jedem Paare
gemeinsame Punkte besitzender Mengen B;, B, einen Bogen a;a; ent-
sprechen liBt. Dann behauptet der Hilfssatz, dal}

Ll?w} r{'{’HI :;: :-{{L-g'r

ist.

n

30. Beweis. Es sei fiir jedes Paar B;- B, 4= 0 (7 = j) eine bestimmte
Komponente 7%, der Menge B,-B, gewiihlt. Also ist T, entweder ein
gleichzeitig auf den Begrenzungen von B, und B; liegender Punkt d,; oder
ein Streckenzug #'t”, auf dem wir dann einen bestimmten, von seinen
Eckpunkten verschiedenen Punkt d;. markieren.

In dieser Weise wird auf der Begrenzung jedes Bereiches B; eine

| g dt.}.:, Siaih d;‘j,.,. bestimmt,
und zwar unter der Bedingung, daB stets d;;, und d,; denselben Punkt
bedeuten.

gewisse Anzahl lauter verschiedener Punkte d

Es sei nun ¢; ein bestimmter im Innern von B; liegender Punkt.
Indem man (fiir jedes ¢) ¢, innerhalb B; mit allen Punkten d,; durch

1#) Der soeben dargestellte Beweis hat manchen Beriihrungspunkt mit einem
Teile des Brouwerschen Invarianzbeweises.

17) Unter einem (zusammenhiingenden) Polygonbereich verstehen wir immer die
abgeschlossene Hiille eines durch einen oder mehrere zueinander fremde einfache
geschlossene Polygone begrenzten ebenen Gebietes.
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einfache Wege W, verbindet und dafiir sorgt, dal} zwei Wege W, und W,
keinen von ¢; verschiedenen gemeinsamen Punkt haben, erhilt man, indem
man W, + W, als einen Bogen ¢;c; betrachtet, eine, als Bogenkomplex
betrachtet, mit Ly identische, in B liegende Kurve L.

Die Kurve L bestimmt also'®) in der Ebene E genan % = » (L) = (Ly)
zusammenhéngende Gebiete

(28) (e P (e s e

Da jede Komponente der Menge K/ — B in einem der Gebiete (28)
enthalten ist, so wird unser Hilfssatz bewiesen, sobald wir zeigen, dal}
fiir kein m (1 <m < %) die Menge @, — B leer ist.

31. Es sei zu diesem Zwecke L,k das das Gebiet &, begrenzende
(im allgemeinen nicht singularititenfreie) Polygon und aja; — W;; -+ W,
ein in L, enthaltener Bogen. Wir betrachten die beiden Bereiche B; und B,
und das entspretﬁhemie Tz‘j' Wir setzen zuerst voraus, dal T:'J' ein Strecken-

zug ¢t ist. Da ¢"t” im Punkte d;; den Bogen a;a; durchkreuzt, so kann
man auf wenigstens einem der beiden Streckenziige d, ¢' bzw. d, 1",
z. B. auf d, 1" einen Punkt g derart finden, daB die ganze Strecke d;; g, ab-
gesehen von ihrem Endpunkte d;;, in &, enthalten ist. Da aber d,, der
einzige Punkt der Menge 7'.- L ist, so ist der ganze Bogen d,.t' bis auf
den Punkt d,., insbesondere also der Punkt ¢’ in G, enthalten. Da
der Punkt ¢’ einerseits nur zu B; und B, gehort, andrerseits aber kein
innerer Punkt der Menge B, + B, ist, so ist ¢ auch kein innerer Punkt
von B, Jede Umgebung des Punktes t' (also insbesondere auch jede
in G, enthaltene Umgebung dieses Punktes) enthilt also Punkte von
E — B, woraus folgt, dal (E — B)-G, =G, — B & 0 ist.

Im Falle, wo T}, mehr als einen Punkt enthillt, ist hiermit unsere
Behanptung bewiesen.

Es sei jetzt T,; mit dem Punkte d,; identisch. Hier ist wieder d,;
der einzige Durchkrenzungspunkt von a;a; und eines gewissen, auf der
Begrenzung von B, liegenden, aus zwei in d;; zusammenhingenden, gerad-
linigen Strecken EE:_.J::?:", d,;e” bestehenden Bogens e”e”, den man so klein
nehmen kann, dall z B. d;.'j_c"- bis auf di.ﬁ erstens in @, enthalten ist,
zweitens (mit Ausnahme desselben Punktes d,;) mit keinem der Bereiche
B;, (h =+ 1) gemeinsame Punkte hat. Hs sei nun z ein beliebiger, von d,;
verschiedener Punkt von d,;e’. Eine hinreichend kleine Umgebung von «
ist einerseits in  enthalten, andrerseits enthilt sie aber Punkte der

18) Da fiir ebene Bogenkomplexe k(L)=#(L) ist (vgl. die am Ende des § 10
gemachte Bemerkung).
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-

Menge B — B. Also ist wieder ¢ — B <=0, womit unser Hilfssatz voll-
stiindig bewiesen ist.

32. Es sei jetzt (' eine in der Ebene E liegende Cantorsche Kurve.
Wir bezeichnen durch % eine natiirliche Zahl, die beliebig grof} ist, falls
#(C')=oco ist, und die gleich 2 (C') 1st, falls letztere Zahl endlich ist.

Wir bezeichnen durch & eine positive Zahl, die geniigend klein ist,

. aa . y o e 8. - . .

damit fiir jede 3¢- Uberdeckung PB°*° von @ die Bedingung
#z(dyse) =k

erfiilllt sei. Wir wihlen jetzt eine bestimmte ¢- Uberdeckung
20) YRS TN 1R
(29) AU GO G
der Kurve ¢! und eine so kleine positive Zahl ¢ <&, daB die Mengen
S (#,, %) em System von der Ordnung 2 bilden.

Die beiden folgenden, ganz evidenten, Bemerkungen werden fiir die
Beweisfiihrung von Wichtigkeit sein:

a) Falls

M M. e M

irgendein Mengensystem von der Ordnung 2 und N, eine Teilmenge von M_
ist, so ist auch das System aller N, héchstens von der Ordnung 2.

Tm
b) Falls unter der ersten Voraussetzung des Satzes a) M= M.
=1 .
und M, .- M, .= 0 ist, so ist das System aller Mengen M . (1<:i< FLat

I =m =< r) von der Ordnung 2.

83. Wir unterziehen jetzt die Ebene einer kanonischen ') quadratischen
Unterteilung T von der Seitenlinge a < ": und bezeichnen durch B
die Vereinigungsmenge derjenigen Quadrate des Systems T, die im Innern
oder auf der Begrenzung Punkte von F_ enthalten.

Es seien weiter

: \ " * #*
{30) By e s e
simtliche Komponenten aller Mengen B (1 < m < n).
— [ * =] . = Ol

Wir setzen nun B, = B;" und B, gleich der Vereinigungsmenge der-

¥) D. h. einer solchen, die aus einer gewihnlichen Unterteilung mit der Seiten-
linge a dadurch entsteht. daB: man.von zwei benachbarten vertikalen (QQuadratreihen
_ i : s ; .
die eine eine Parallelverschiebung vom’Betrage 5 Ln der Richtung der vertikalen

Achse) erleiden liBt. Vgl. Lebesgue, Fund. Math, 2. — Der kanonische Charakter
der Unterteilung T garantiert das Erfiilltsein der Bedingung 4'*! des nfichsten Para-
graphen.
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A - A # - - . . . . .
jenigen in B, enthaltenen Quadrate der Unterteilung T, die nicht bereits

5 0 ) N " s

N BT ey aufgenommen sind. Es seien wieder
Fia: & 0 (1] (1]

(31) By, Ba, ..., -Bw

S . e =] ; 3

simtliche Komponenten aller Mengen B,, (1 <m <r,).

Das Mengensystem (32) besitzt folgende zum Teil evidente, zum Teil
durch wiederholte Anwendung der beiden Bemerkungen a) und b) und
der Voraussetzungen iber die Zahl ¢ unmittelbar ersichtliche Eigenschaften,
in deren Formulierung der obere Index ¢ — 0 zu setzen ist:

19 Die Mengen BE bilden ein System von der Ordnung 2

(1]
QR EB‘ > (
=1
89 §(Bi)<3e (1=m< n) ity ff
49 Jede Menge B, ist ein zusammenhiingender Polygon-
bereich %)
5" Zwei verschiedene Bereiche B} und B] haben keine

gemeinsamen Inneren Punkte

Es kann vorkommen, dafl man die Zusammenhangszahl (im klassi-
schen Sinne) des Polygonbereiches B" durch Zerschneidung lings passend
gewihlter, das Kontinuum C nicht treffender einfacher polygonaler Wege
erniedrigen kann. Man kann dann der Reihe nach endlich viele solcher
Wege derart ziehen, dali ohne das Kontinuum € zu treffen keine weitere
Erniedrigung der Zusammenhangszahl von B’ méglich ist. Indem man
unter Geltung evidenter VorsichtsmaBnahmen®®) jeden unserer Schnitte
durch einen schmalen, das Kontinuum € nicht treffenden, etwa aus Qua-
draten einer geniigend feinen Unterteilung der Ebene bestehenden Streifen
ersetzt und dann die nach Tilgung dieser Streifen entstandenen Kompo-
nenten B, ; (A=1,2, ..., 7, 1=m <n") der iibrighleibenden Teil-
mengen der Mengen B,, in eine neue endliche Folge

f a0y I 1 1
93} !)Jl, .|'r.‘r)-_:5 lr';“lﬂ
o . . - . 8 e w8 ros A
ordnet, erhilt man, wie friiher, ein allen Bedingungen 1 bis 5" (¢ =1)
geniigendes Mengensystem.
(1)
i
: =% . . yian
34. Wir betrachten nun die zum Polygonbereiche B' — Y B, kom-
m=1

- B . 1 - - . 1 = s
plementiiren Gebiete G, 1 <h < k(B"). Jedes dieser zusammenhiingen-

*%) Die erwiihnten VorsichtsmaBnahmen werden getroffen, um Doppelpunkte

(= Selbstheriibrungen) auf den Begrenzungspolygonen der Bereiche B]i zu vermeiden

und dadurch die Geltung der Bedingung 4% (i = 1) zu sichern.
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den Gebiete ist in einer Komponente der Menge K — (' enthalten. Falls
aber zwei Gebiete 3 und G} in einer Komponente der Menge E — C
enthalten wiiren, so wiirde es einen diese Gebiete innerhalb B' verbinden-
den, C nicht treffenden Weg geben und der entsprechende Schnitt wiirde
den Zusammenhangsgrad von B' erniedrigen. Da letzteres zufolge unserer
Voraussetzung itber B' unméglich ist, so kénnen keine zwei Komponenten
von K — B' zu einer Komponente von E — C gehéren, und also ist

(34) k(B') <k (0).

Es bleibt uns noch ein Schritt iibrig: Wir wollen ndmlich die Be-
reiche B,, durch einfach zusammenhiingende, allen Bedingungen 19 bis 5%
geniigende Bereiche ersefzen. Das geschieht aber sehr leicht durch wieder-
holte Anwendung folgenden Verfahrens:

Man ersetzt einen mehrfach zusammenhiingenden Bereich B, durch
den kleinsten B,, enthaltenden, einfach zusammenhiingenden Bereich B
und streicht einfach in (33) alle in B, enthaltenen Bereiche Bj.

Nach endlich vielen Schritten erhalten wir so ein System B einfach

zusammenhdangender Bereiche

(B) Bandp
welche allen Bedingungen 1 bis 5, die durch Streichen des Indexes 7/ aus
den Bedingungen 1" bis 5 entstehen, Geniige leisten.
- . l b A - .
[ndem wir B = X B, setzen, bemerken wir einerseits, dal
n=1

N
k(B) = k(B ),
und also a fortion
k(B)<k(C)
ist. Andrerseits geniigt aber das System B allen Bedingungen unseres
Hilfssatzes, so dall k(B)= »(Ly) ist.
Indem wir jetzt @ = C-B, setzen und das System ‘| aller @ be-
trachten, erhalten wir eine 3e&-Uberdeckung der Kurve (. Also 1st

#(Ly) =k, und da Ly = Ly ist, so ist
k< x(Lyp) < %(Ls) < k(B) < k(0),

Ww. Z. b Ww.

IV. Geschlossene Kurven.
35. Aus dem soeben Bewiesenen folgt unmittelbar folgender
Satz. Damit eine ebene Kurve C die gemeinsame Grenze aller durch
sie in der Ebene bestimmien Gebiete sei, ist notwendig und hinreichend,
dafi jedes echie Teilkontinuum von C einfach zusammenhdngend, die
Kurve C selbst aber mehrfach zusammenhdngend sei.
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Folgende Definition erscheint also als berechtigt:

Eine mehrfach zusammenhdngende Kurve heifit geschlossen, falls ihre
samilichen echien Teilkontinua einfach zusammenhdngend sind.

Insbesondere heilit eine geschlossene Kurve regelmdfig oder unregel-
mdfitg geschlossen, je nachdem ihre Zusammenhangszahl gleich oder gréfier
als 2 ist.

Nach dem bis jetzt Bewiesenen sind die ebenen, In unserem Sinne
regelmdfiig geschlossenen Kurvem mit den im Schoenfliesschen Sinne ge-
schlossenen Kurven identisch.

Dag

anderes als gemeinsame Grenzen von mindestens 3 ebenen Gebieten.

egen sind die unregelmillig geschlossenen ebenen Kurven nichts

36. Eine regelmilig — ebensogut wie unregelmilig geschlossene
Kurve € kann bekanntlich unzerlegbar®!) (d. h. als Vereinigungsmenge
keiner zweier ihrer echten Teilkontinua darstellbar), also u. a, irreduzibel
sein, Falls aber die geschlossene Kurve (' kein unzerlegbares Kontinuum

ist, so ist C=(C, -} C,, wobei C

und C, nutw(‘ndig einfach zusammen-

§ 8
hingend sind und also (zufolge des Satzes des § 19) eine genau aus x(C)
Komponenten bestehende Durchschnittsmenge C,-C, =K -+ K,+4... 4 K, 5

haben. Indem wir z B. die Punkte a = K, und b < K, wihlen und sie
innerhalb ', bzw. €, durch irreduzible Kontinuen O," bzw. Cs verbinden,
erhalten wir eine wenigstens zweifach zusammenhingende Kurve C; + O,
die also mit O identisch ist; €, -C.° besteht wieder aus % (C') Kom-
ponenten.

Wir konnen also fiir allgemeine geschlossene Kurven einen bekannten
Satz iiber die ebenen geschlossenen Kurven folgendermalien aussprechen:

Jede geschlossene Kurve C ist entweder unzerlegbar, oder sie ldfit sich
in zwei zwischen demselben Punkiepaare a, b irreduzible, einfach zu-
sammenhdngende Kurven C,, C, derart zerlegen, dafp C,-C, genau aus
%(C) Komponenten besteht.

37. Falls eine geschlossene Kurve unzerlegbar ist, so ist sie natiirlich
ein (sogar gleichzeitig zwischen unendlich vielen ihrer Punktepaare) irredu-
zibles Kontinuum. Eine geschlossene Kurve kann aber ein zwischen ge-
wissen Punktepaaren irreduzibles Kontinuum sein, ohne dabei notwendig
ein unzerlegbares Kontinuum zu bilden.

) Beispiele von unzerleghbaren Kontinuen waren zuerst von Brouwer (,Zur
Analysis Situs®, Math. Ann. 68) gegeben. Ihre Theorie war spiiter von Janiszewski
und Kuratowski in ihrer Arbeit ,Sur les continus indécomposables®, Fund. Math. 1,
entwickelt worden. Letatere Arbeit wird in diesem Abschnitt als bekannt voraus-
gesetzt.
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Um das einfachste Beispiel einer solchen Kurve zu haben, braucht
man nur R
O=0" 4.0,

Fig. 1.

o . - - . .
zu setzen, wo O das In der xoy-Ebene gelegene, durch eine Modifikation
des bekannten Brouwerschen Kontinuums entstandene, auf der Fig, 1 dar-

gestellte unzerlegbare Kontinuum ist und €, sein Spiegelbild in bezug

5 o . - s . N o
auf die x-Achse. Offenbar 1st C"-C, In einer einzigen Menge P,. o«
bzw. B, ¢ enthalten®?).

2} Es diirfte vielleicht von Interesse sein, an dieser Stelle zu bemerken, dafl,
falls C=F, + ¥, eine Zerlegung irgendeines unczerlegbaren Kontinuums € in zwei
echie abgeschlossene Teilmengen ist, F,.-F, notwendig aus unabzdllbar vielen Kom-
ponenten bestehf. Es sei in der Tat P ., die Menge aller derartigen Punkte = von C,
dall ' zwischen @ und 2z reduzibel ist. Bekanntlich ist in unserem Falle jede
P, o-Menge ein in C' dichtes Semikontinuum, das in bezug auf (' eine Menge von
der ersten Kategorie (im Baireschen Sinne) darstellt. € wird in dieser Weise in un-
abziihlbar viele zusammenhiingende, zueinander fremde Teilmengen zerlegt, die die
Eigenschaft haben, daB jedes echte Teilkontinuum von ¢ in einer dieser Teilmengen

F,

enthalten ist. Da kein 9 (als in' € dichte Menge) in einer der Mengen F,,

enthalten sein kann, und da "]3H

.o zusammenhiingend ist, so enthilt jedes P
Punkte von F,-F,. Da andrerseits keine Komponente der Menge F,-F, mit mehr
als einem P . gemeinsame Punkte haben kann, so ist die Michtigkeit der Menge
aller Komponenten von F,-K, mindestens gleich der Michtigkeit der Menge aller
By s d b sie ist unabzihlbar und folglich (da es sich um Komponenten ab-
geschlossener Mengen handelt) von der Michtigkeit des Kontinuums.
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Falls * und 5* zwei in untereinander und von L+ o= verschiedenen
Pas, o+ und Pye ¢- enthaltene Punkte sind und b, das Spiegelbild von 5*
1st, so ist C' zwischen a* und b, irreduzibel.

C ist eine regelmifiic geschlossene Kurve. Man kénnte aber leicht
auch eine unregelmiflig geschlossene Kurve von derselben Art konstruieren.

38. Die soeben betrachtete Kurve €' ist zwar zerlegbar, wohl aber
als Vereinigungsmenge zweier unzerlegbarer Kontinuen definiert worden.
Wir wollen zeigen, dafi dies kein Zufall ist. Es besteht in der Tat folgender

Satz.  Jede (regelmillig oder unregelmiilig) geschlossene Kurve C,
Jiéir die es wenigstens ein Paar von Punkten a, b gibt, zwischen denen sie
irreduzibel ist, ist entweder unzerlegbar oder Vereinigungsmenge zweier
unzerlegbarer Kurven.

Beweis. Da C kein unzerlegbares Kontinuum ist, so gibt es zwei
echte Teilkontinua C,, €, von €, deren Vereinigungsmenge die ganze
Kurve C ist. Da die beiden Pun
noch zu O, gehéren kénnen, so ist z.B. ac 0, — €, und beC,— C

cte @ und b gleichzeitig weder zu (),
i
Wir werden zeigen, dal man auBlerdem voraussetzen darf, daB C,— G,
bzw. €, — €, in €, bzw. in C, dicht sind, d. h. daB €=
C,=0C,— C, ist.

In der Tat, falls dies nicht der,Fall wire, so wiirden wir setzen:

, — Oy baw.

(35) CF = Comp, ( Cy—=C),
(36) {’f:ﬁ = Comp, (C, — :’"_;ﬁ )
wobei wie iiblich Comp, M die Komponente des Punktes x in bezug auf
die Menge M bedeutet.

Bekanntlich **) folgt aus (35) (da C,-C,
(’” C,, und also zufolge (36) auch (1 O, nicht leer ist. Daraus ergibt
sich aber, dal (.-'1:5: 5 t’_-*:': ein beide Punkte @ und & enthaltendes, folglich

sicher nicht leer ist), dal

mit € identisches Kontinuum ist.
Weiter ist (da z. B. Comp, (C,— C,) = ¢ und also mit (. Comp, (C,—C,)
identisch ist):

C 'F = Comp, (C, — 0,) = ('Z',',*- Comp, (C, — C,) = ( (G, — )

=0F—C

= (’_'__.;i; — l’__.‘]:iz,

3

3 o 3| yEA L Ry e (0 ety b W 7 '

Gy = CU}“}JHI'.("J —0,) =0, - Comp, (Cy — Cy ) = O, (¢, — )

o *

=T

*) Auf Grund eines (von Janiszewski in Journ. Eec. Polytechnique, (2) 16

(1912) bewiesenen) allgemeinen Satzes, der besagh, dafl, wenn £ und @ abgeschlos

sen sind, und sowohl F.® als F— @ nicht leer sind, jede Komponente von ' &
zu P gehirende Hiufungspunkte hat,

Mathematische Annalen. 9. 49
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; : < : * L% 2 5
Die beiden Kontinuen ¢, und (', geniigen allen unseren Voraussetzungen
und kénnen (', und O, ersetzen.

39. Wir setzen also voraus, dall ¢ = C, + C, und

(37) ac0 —CcCclC—0; beC—CcCclC—C

ist, und beweisen jetzt, dali ¢, und C, unzerlegbar sind.

Zufolge dem Additionssatze besteht C.C, mindestens aus zwei Kom-
ponenten. Es seien also ¢ und d zwei zu verschiedenen Komponenten der
Menge C,-C, gehorende Punkte.

1°. C, ist irreduzibel zwischen ¢ und d. In der Tat, falls ein echtes,
beide Punkte ¢ und d enthaltendes Teilkontinuum K, von () vorhanden
wiire, so wire C, — K, ein Relativgebiet von O, und, da €, —C, in €,
dicht ist, so wiirde man einen Punkt

pcC, — (K, 4 C;)
finden kénnen. Das Kontinuum K, -+ C, ist also sicher von C ver-
schieden, was unméglich ist, weil (da ¢ und d zu K,-C, und zu verschie-
denen Komponenten von C,-C, also a fortiori zu verschiedenen Kom-
ponenten von K, -C, gehoren, und folglich K, .C, nicht zusammenhingend
ist) K, -}- €, zufolge dem Additionssatze kein einfach zusammenhiingendes
Kontinnum ist.

2° O, ist zwischen a und d irreduzibel. Falls in der Tat @, ein den
Bedingungen

(I-'i'ijQ1CC1 — P, 'J”c('.'r] N {-?ﬁ

geniigendes Kontinuum wiire, so wiirde @, -+ C, von (' verschieden sein,
was unmdaglich 1st, da

a--bc@,+ C,=C,

und de@,-C,, also @, C, ein der Irreduzibilitit von C zwischen «
und b widersprechendes Kontinuum ist.

:_\r’_\ ( ) |

7, st zwischen a und c irreduzibel. Der Beweis ist demjenigen
von der Behauptung 2° ganz analog.

Da €, zwischen jeden zwei unter den Punkten a, ¢, d irreduzibel
ist, so ist €, ein unzerlegbares Kontinuum®*),

In derselben Weise wiirde man auch die Unzerlegbarkeit von C,
zeigen konnen, womit unser Satz bewiesen wird.

40. Der soeben bewiesene Satz lifit sich — wenigstens teilweise —
umkehren: wir wollen niimlich folgendes beweisen:

) Letztere Behauptung ist bei Janiszewski und Kuratowski, loe, eit. bewiesen.
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Jede endlich hoch zusammenhingende (also insbesondere jede regel-
millig) geschlossene Kurve, die die Vereinigungsmenge zweier unzerlegbarer
Kontinuen 2st, ist (und zwar zwischen unabzihlbar vielen ihrer Punkte-
paare) #rreduzibel.

Es sei

0=0C,+C,
eine geschlossene Kurve mit endlicher Zusammenhangszahl k — »((), die
als Vereinigungsmenge zweier unzerlegbarer Kontinuen ¢, und C, dar-
gestellt ist, Da O, und (), einfach zusammenhiingend sind, so besteht
C,-C, aus k Komponenten und ist also in héchstens % verschiedenen
B, ¢,- bzw. P, o-Mengen enthalten. Diese endlich vielen Mengen wollen
wir fiir einen Augenblick ausgezeichnete Mengen nennen,

Es sei nun P, o, baw. P, ¢, eine nicht ausgezeichnete Menge (deren
es unabzihlbar viele gibt) und p bzw. ¢ ein Punkt von By, o, baw. B, o..
Es sei weiter K irgendein zwischen p und ¢ irreduzibles Teilkontinuum
von ¢!, Wir wollen zeigen, daB K notwendig jedes der Kontinuen C,
und O, enthiilt und folglich mit C identisch ist. Es geniigt zu zelgen,
dall K>, ist (weil die Inklusion K>, in genau derselben Weise
verifizierbar ist).

Wir bemerken zuerst, dal p im Relativgebiete K — (J, enthalten ist.
Es existiert also®®) ein Teilkontinuum P von K, das der Bedingung

pcPcK—C,c(C,,
P-C,40

geniigt. Es sei p’ irgendein Punkt von P.-C,cC,-C,. Da p' notwendig
zu einer ausgezeichneten (also von By, ¢, sicher verschiedenen) Menge ge-
hort, so ist O, irreduzibel zwischen p und p’ und, da p - p'c Pc C, ist,
so ist P= () und folglich C,c K, w.z.b.w.

Die Frage, ob es eine unendlich hoch zusammenhingende geschlossene
Rurve gibt, die zwischen keinem Punktpaare irreduzibel ist, bleibt offen
(obwohl wir gleich sehen werden, daB jede derartige Kurve entweder un-
zerlegbar ist oder durch Vereinigung zweier unzerlegbarer Kontinuen ent-
steht).

Dagegen ist es leicht (nicht geschlossene) Kurven zu konstruieren,
die Vereinigungsmengen zweier unzerlegbarer Kontinuen sind und die
zwischen keinen zwei ihrer Punkte irreduzibel sind: um dies zu erreichen
geniigt es, wie leicht ersichtlich, zwei derartige unzerlegbare Kontinua C,

und O, zu konstruieren, daB jedes P, ¢, mit jedem By, ¢, gemeinsame
Punkte hat. Es sei nun (!, das im Einheitsquadrate [1] der zoy-Ebene

#) Siehe Fullnote *#).

e
wred
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konstruierte Brouwersche Kontinuum der Fig. 2 und €, das (dem Konti-

nuum ¢, kongruente) Kontinuum, das aus ¢, durch eine Drehung von der
: E 4 . : -

Amplitude - entsteht um den Mittelpunkt des Quadrates [1]. (=

T
G+ 0,
ist zwischen je zwei seiner Punkte reduzibel.

TS

N

AN
ANRNENNN

41. Wir erwihnen noch folgenden wichtigen

Satz. Jede unregelmdfig geschlossene Kurve ist entweder unzerlegbar
oder die Vereinigungsmenge zweier unzerlegbarer Kontinua.

Der Beweis ergibt sich durch wértliche Wiederholung des Gedanken-
ganges, mit Hilfe dessen Herr Kuratowski auf dem Janiszewskischen Zer-

legungssatz fuBend einen analogen Satz fiir ebene unregelmiliig geschlossene

Kurven (die bei ihm als gemeinsame Grenzen von mindestens 3 Gebieten
erscheinen) beweist?"). Nur ist im vorliegenden allgemeinen Falle der

Janiszewskische Zerlegungssatz durch unsern Additionssatz zu ersetzen.
Korollar. Jede endlich hoch zusammenhdngende, unregelmdfitg ge-

schlossene Kurve ist (zwischen wunabzihlbar vielen ihrer Punktepaare)
vrreduzibel.

26y Kuratowski, Sur les coupures irréductibles du plan, Fund. Math, 6 (1924),
S.136 bis 139.
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Y.Stefige Kurven.

42, Unter einer stefigen Kurve verstehen wir (unter Aufgabe des
Schoenflies-Hahnschen gleichlautenden Begriffes, der sich nach den neuesten
Entwicklungen der Kurventheorie, durch welche der Kurvenbegriff end-
giiltig festgelegt sein diirfte, nicht linger aufrecht erhalten 1iBt) eine all-
gemeine Kurve, die im Kleinen zusammenhingend ist. Diesen stetigen
Kurven soll der vorliegende letzte Abschnitt gewidmet sein. Insbesondere
erlauben die stetigen Kurven endlicher Zusammenhangszahl eine, wie es
scheint, erschipfende Charakterisierung ihrer topologischen Struktur.

Die einfachsten unter allen stetigen Kurven sind natiirlich der ein-
fache Bogen (d. h. das topologische Bild einer geradlinigen Strecke) und
die einfache geschlossene (Jordansche) Linie, die wir kurz Kreis nennen
werden, weil sie topologisch mit der Kreislinie identisch ist.

43, Die stetigen Kurven erlauben, die abstrakten Definitionen der
§§ 18, 14 auf einen geometrischen Boden zu iiberfragen. So sagen wir,
daBl ein System von Kreisen ein Nullsystem ist, falls jeder Punkt, der
einem Kreise des Systems gehort, wenigstens noch in einem Kreise des-
selben Systems enthalten ist. Ebenso nennen wir ein System von Kreisen
erreduzibel, wenn unter seinen simtlichen Teilsystemen kein Nullsystem
vorkommt.

44, Der Beweis des Satzes, dal} jede als ein Bogen
bare stetige Kurve eme Zusammenhangszahl >k hat, sobald sie ein

tomplex darstell-

irreduzibles aus & — 1 Kreisen bestehendes System enthiilt, 1iBt sich leicht

(z. B. mittels eines elementaren Induktionsverfahrens) darstellen. Daraus
folgt aber, daB jede stetige Kurve, die ein irreduzibles (k— 1)- Kreissystem®?)
enthdlt, mindestens k-fach zusammenhingend ist. Man kionnte die Um-
kehrung dieses Satzes direkt beweisen, wir werden sie aber bald als Teil
eines genauer gefaliten Satzes erhalten.

45. Bevor wir zur Formulierung dieses Satzes schreiten, fiithren wir
folgende Definition ein. Wir sagen, dall eine (im allgemeinen nicht ab-
geschlossene ) zusammenhiingende Menge M ein offener k-fach zusammen-
hiingender Bogenkomplex ist, falls M die Darstellung

M= C, -+ PRI e
ity baieiite

zulift, wobel folgendes erfiillt ist:

1° O, ist eine k-fach zusammenhiingende, als ein Bogenkomplex dar-
stellbare Kurve.

27} Wir werden im folgenden stets statt .ein irreduzibles, aus %k Kreisen be-

stehendes System* einfach .cin irreduzibles k- Kreissystem®, oder sogar ein k- Kreis-
system” sagen.
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2° k,4,, 4, . - ., 1, nehmen unabhingig voneinander alle positiven ganz-
zahligen Werte an.

3° 8. ..i, ist entweder die leere Menge oder ein einfacher Bogen

@i is...ip Disio...i, (einen einfachen Bogen mit den Endpunkten a und &

werden wir oft durch ab bezeichnen).
(] ¥
4 '\-’i; | TR
steht C,-S; aus dem einzigen Punkte a .

L

ist fiir & > 1 zu O, fremd; falls aber k=1 ist, so be-

5° Zwei Bogen S;; . und Sj; . . (k> h) sind zuemander fremd,

es el denn, daB k=h -1 und 9, =%, Ja=1Ta; .- ="ty ist, In

welchem Falle

¥ L] el
"k-’t-,l--_...-l‘f,.’si‘|4'-4-..n;}.—i T ”‘i,i,...e';.
18t,
6° Zwei Punkte ;.. . und by j, .. 5, sind immer verschieden, ebenso
2 - ¥
wie zwei Punkte ;.. ; und f:';.jn...,',- Dagegen konnen zwei Punkte

Qi i, .. und @;,j,...j, zusammenfallen, aber nur im Falle, wenn k= /A

ik
und by =15 v ooy P11 = Jr—1 185

7° Zwei Bogen S;. i und 8; ;.. ;. gind zueinander fremd, es sei
denn, daB @, =4, Gy ="Jas ++os Ge-1=Ji—1 WA Ciyioipmyin = Biris it 1dns

in welchem Falle

) y
O, Ay i -.a'a'*g'rfji_----f'.f. L PR TISEE 7

ist.

8% Jede unendliche Punktfolge von der Art a;, @; iy «vvs @iyin. ips =+
ist (in M) divergent.

9o 4(8; ¢
stens endlich viele, der Ungleichung o (S; ;. ..:,) = ¢ geniigende Bogen gibt.

i) strebt gegen Null, d. h. daf fiir jedes & > 0 es hdoch-
46. Aus dieser Definition folgt, daB jeder in M enthaltene Kreis
notwendigerweise in (!, enthalten ist; letztere Behauptung liefert den auf
der Hand liegenden Beweis, dal die Zusammenhangszahl k = » (M) alle
Interpretationen der fiir gewohnliche Komplexe L definierten Zahl (L)
zulif3t.
47. Wir formulieren nun folgenden

Satz. Jede endlich hoch wnd zwar k-fach zusammenhdngende stetige
Kurve C ist die Vereinigungsmenge eines (offenen) k-fach zusammen-
hingenden Bogenkomplexes M und einer zu M fremden, hochstens 0-di-
mensionalen, aus lauter Endpunkten®) von C bestehenden G- Menge J.
Dabei  konvergieren zwei verschiedene Folgen vom Typus 8° zu verschie-
denen Punkten von C.

%) d, h. Punkten von Verzweigungsordnung 1 (vgl. die zu Anfang dieses Auf-
satzes zitierten Arbeiten von Urysohn und Menger).
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Zufolge dem KErgebnisse des § 44 wird unser Satz bewiesen sein, so-
bald wir gezeigt haben werden, daB jede stetige Kurve €, die ein (£ — 1)-
aber kein k-Kreissystem enthilt (k= 1), die soeben behauptete Zerlegung
C = M- J zulillt und hochstens k-fach zusammenhingend ist®?).

48, Um diese Behauptung zu beweisen, fangen wir mit folgendem
Hilfssatz an:
Es sei (' eine stetige Kurve, die ein (k£ — 1)-Kreissystem

(1) QIO - asvie Qb

aber kein k-Kreissystem enthilt. Wir bezeichnen durch & eine beliebige
positive Zahl. Dann ist jede Menge zueinander fremder Teilbogen von C,

deren Durchmesser simitlich = e sind, notwendigerweise endlich.
Es sei in der Tat

P

(2) R

n?

eine unendliche Folge wvon Teilbogen der Kurve (', die sdmtlich vom
Durchmesser => ¢ sind. Offenbar kann man voraussetzen®), dal fiir jedes
i, : PEs E : - Shin g ;
0(8,-@)< T 186, wobei () die Vereinigungsmenge aller Kreise (1) be-
deutet.
7 s 2l T i - £ =
Es seien nun @, und b, zwei Punkte von 8, deren Entfernung >  ist.

ns
Indem man, wenn nétig, die Folge (2 ) durch eine Teilfolge ersetzt, kann
man voraussetzen, dall die beiden Folgen aller @, (n=1,2,... in inf.)
und aller b konvergent sind.
Wir bezeichnen durch & eine so kleine positive Zahl, dall jede zwei
Punkte a und b der Kurve €, deren Entfernung kleiner als § ist, inner-
halb € durch einen einfachen Bogen von einem Durchmesser — ; ver-

yindbar sind. Es sel nun n so groBl, dall gleichzeitio
bindl K grof}, dall gleichzeitig

ola.,a. . )<=4d, o(b,,b, .

n?! nrl

1)< [5]

sind; es selen weiter @,a,.; bzw. b,b,., die die Punkte ¢, und « .,

Zufolge

bzw. b, und h”_i verbindenden Bégen vom Durchmesser

der Wahl der Punkte @, und b, sind a, a,., und b, b, zueinander fremd.

: s ® : -
Es seien nun a, bzw. b, der letzte bzw. der erste in a,a,., bzw. b, b, .,

*) Auch die Umkehrung des soeben formulierten Satzes ist richtig, d. h. daf
jede die Zevlegung €= M-+ J zulassende Kurve eine k-fach zusammenhingende stetige
Kurve tst, sobald keine zwei verschiedene Folgen vom Typus 8° zum selben Punkt kon-
vergieren.

) Indem man, wenn nétig, endlich viele Glieder der Folge (2) streicht.
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enthaltene Punkt, dem man auf dem Wege ¢ b =8, in der Richtung

- . - E ¥ & N
von a, nach b, begegnet. Der Teilbogen a, b, von S, ist, bis auf seine

Endpunkte, zu der Menge a,a, ., -+ b, b, ., fremd und hat einen Durch-

. wwar WA #3 g .9 E 4
messer = P (ay, by ) > = — 2 )

, =i L . - 20 ] -
Auf dieselbe Weise definieren wir die Punkte a,.; und b,.;. Wenn
&g o £ # I =
man unter a, b, bzw. @, by, den entsprechenden Teilbogen von a b,
b
T

* ES F* % . ¥ . - " - 3 W
by byi1 - bpiya,. 1 ein Kreis K, dessen Durchschnitt K-8 mit S von
n Yn 1 M1 : " v

1 - - - £ 3 * £
bzw. a,,,b,,, versteht, sieht man leicht ein, daB a,,,a, + a, b,

einem Durchmesser --'! ist. Unserer Voraussetzung gemill kann also K

unmoghech in @ enthalten sein, woraus folgt, dal
K0 Qs iy O =s

ein irreduzibles k- Kreissystem ist. Dies bedeutet aber einen Widerspruch
mit den Eigenschaften der Kurve C, w. z. b. w.

49. Um unsern Beweis bequem weiter entwickeln zu kénnen, fithren
wir folgende Modifikation eines bekannten Brouwerschen Begriffes ein:
Wir sagen, dali eine Eigenschaft, die gewissen abgeschlossenen Mengen
(eines kompakten metrischen Raumes) zukommen kann, snduktiv nach oben
1st, falls aus ihrer Geltung fiir simtliche abgeschlossene Mengen einer wachsen-
den Folge

() F:Cf"__.c...cf"”c...

die Existenz einer gleichzeitig alle Mengen der Folge (8) enthaltenden ab-
geschlossenen Menge F,, folgt, fiir die die erwiihnte Eigenschaft ebenfalls gilt.

Man beweist nun leicht, dall jede eine nach oben induktive Eigen-
schaft besifzende Menge in einer grofiten, dieselbe Eigenschaft besitzen-
den Menge enthalten ist.

50. Wir bezeichnen jetzt durch €™ irgendein das gegebene (& — 1)-
Kressystem der den Bedingungen der Behauptung 1 (§ 47) geniigenden
stetigen Kurve (' enthalfendes, in der genannten Kurve €' enthaltenes
Kontinuum. Wir sagen, dall der einfache Bogen S =abc C ein {()*_ 0)-
Bogen ist, falls 0*-8 = a ist; a soll dann der Miindungspunkt des Bogens S
heilen. Aus der Tatsache, dall jeder zu C gehérende Kreis bereits in O™
enthalten ist und aus dem Hilfssatze des § 48 folgt dann leicht, daB die
Eigenschaft eines einfachen Bogens ein (C¥, C')-Bogen zu sein eine nach
oben induktive Eigenschaft ist; also ist jeder (O, ¢')-Bogen in wenigstens

einem Maximalbogen derselben Natur — wir sagen kurz: in einem
(C7, C)-Aste — enthalten. Der Miindungspunkt dieses Astes ist derselbe

Punkt @, der als Miindungspunkt des urspriinglichen (C*, C)-Bogens S galt.
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Jeder Punkt von C*, der als Miindungspunkt wenigstens eines (€™, €')-
Bogens vorkommt, soll ein erreichbarer Punkt von C* heiflen. Wir be-
weisen jetzt, daB die Menge aller erreichbaren Punkte von O hdchstens
abzihlbar ist. In der Tat, wir bemerken zuerst, dal, falls ¢ und a, zwei ;
verschiedene erreichbare Punkte von ™ sind und S baw. S, zwei in
diesen Punkten miindende, sonst ganz beliebige (CF, 0)-Bégen sind,
S und S, unméglich gemeinsame Punkte haben konnen (weil dies die
Existenz eines in C* nicht enthaltenen Kreises zur Folge haben wiirde).
Falls also unabzihlbar viele erreichbare Punkte vorhanden wiiren, wiirde
man unabzihlbar viele paarweise zueinander fremde Teilbégen von
haben, was in einem evidenten Widerspruch mit unserm Hilfssatze steht. '

51, Falls andererseits S — abund S, = a b, zwei in demselben Punkte
ac " miindende (G, C)-Bégen sind, so folgt aus den schon mehrere
Male erwihnten Griinden, daB S-S, entweder aus dem einzigen Punkte a
oder aus einem Bogen ad besteht. Letztere Bemerkung gibt AnlaB zur
folgenden Konstruktion. Wir betrachten die Menge 9, aller im Punkte a
miindenden Aste und wihlen einen bestimmten, es sei a b,, unter den-
jenigen Asten des Systems I, fiir die u| a b) seinen grifitmoglichen Wert
annimmt; dabei bedeutet u(ab) den Maximalwert o(a,c) von p(a, z).
weaht I
'\'m.';'lus;;metzt
(4) a {;'l, @by, .. 0b

wiiren schon konstruiert. Wir betrachten dann die Menge 3¢, ., aller mit

1
keinem der Aste (4) einen gemeinsamen Bogen besitzender, in ¢ miinden-
1, .4, unter denjenigen
Asten des Systems YN ., fiir die u (ab) den grofitmoglichen Wert an-
nimmpt #1),

der Aste und wihlen einen bestimmten, es sei « b,

Auf diese Weise werden die endlich oder abzihlbar vielen Aste
(5) ab; abyaba,.

konstruiert, wobei w(ab,)= u(ab, ) ist und die Folge é(a b, ) kon- |
vergiert (falls (5) unendlich viele Elemente enthilt), auf Grund des Hilfs-
satzes, notwendig gegen Null. Das gleiche gilt dann a fortiori fiir ulab, ).
Ks sel jetzt @z ein beliebiger, in @ miindender Ast und m die erste
natiitliche Zahl, fiir die entweder kein a b, mehr existiert (im Falle, wenn

1) BEin solcher Ast ist immer vorhanden. Es sei in der Tat ¢ die obere Grenze
aller in Frage kommender p(ab), und es seien ferner @, b, (n=1, 2, ...) so gewiihlt,
dal lim u(a, b,) =1lim o (@n, ¢x) = ez ist, und gleichzeit 1g ¢ = lim ¢, existiert. Es geniigt
dann (fiir ein hinreichend grofies #), ¢ mit ¢, durch einen kleinen Bogen ¢, ¢ zn ver-

. C ¥ a b \ —_— P v =
binden, einen (C%, (')-Bogen @¢ cac,+¢,¢ #zu wihlen und einen letzteren Bogen

enthaltenden Ast zu betrachten,
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(3) endlich ist) oder u(ab,)< u(aw) ist. Falls es kein k< m gibe
von der Beschaffenheit, daB b, mit @# einen Bogen gemeinsam hat (also
insbesondere, falls m = 1 wire), so wire ab, (bzw. die leere Menge
statt eines @b, ) falsch gewihlt. Also gibt es ein ab,, das der soeben
erwiihnten Bedingung geniigt, und, da & <m — 1 ist, so ist u (a b, )= p(a®).

Indem wir diese Konstruktion fiir jeden erreichbaren Punkt acC”
ausfithren, erhalten wir ein hichstens abzihlbares System von ( C*, 0)- Asten

{“‘J i‘.\']fa'ﬁr,_.,.. S 3 eieiay H”;E{“F)“,

die [ul;__lu]nlvrm;lI.iﬁm beschaflfen sind:
1°. Zwei Aste des Systems (6) haben entweder keinen oder nur

einen gemeinsamen Punkt, der dann ihr gemeinsamer Miindungspunkt ist.

oo

92°, Jeder (C* C)-Ast @z hat mit einem Aste S, —=a,b, des
Systems (6) einen gemeinsamen Bogen @, d (insbesondere ist dann nafiir-
lich @ = @,) und ist zu allen iibrigen Asten des Systems (6) fremd, bis
evt. auf seinen Miindungspunkt.

32,

Falls az mit a b (a« a) einen gemeinsamen Bogen hat, so

i

i AN .
ist u(az) < u(ab,).

4% hmd{9.)=0.
-

Fin den Bedingungen 1° 2° 3° 4° geniigendes System (6) werden
wir eine (O, C')- Basis oder kurz eine W (O, C') nennen.

52. Bs sei @ die Vereinigungsmenge aller & — 1-Kreise, die ein irre-

=
duzibles, in O enthaltenes, System bilden. Falls @ zusammenhingend ist,
setzen wir O, — @. Falls aber @ aus mehreren Komponenten besteht,

erhalten wir eine  enthaltende Kurve C,=C, indem wir die verschie-
denen Komponenten von @ innerhalb €' durch eine gewisse Anzahl ein-
facher Biogen verbinden. Im Falle k=1 setzen wir dabei C, einem be-
liebigen in € enthaltenen Bogen gleich, €, kann evidentermalfien als ein
k-fach zusammenhiingender Komplex betrachtet werden. Wir konstruieren
jetzt eine aus den einfachen Bogen
(7) ‘5;1'.' H-_:f Ay Jqf';‘ Al Hr'l ==ill{y bﬂ
bestehende B (C,, €). Der Bedingung 4° zufolge ist C, - 3 8;, = C, eine
(11}

abgeschlossene Menge, also ein Kontinuum, und jeder erreichbare Punkt
von (, gehért zu einem einzigen der Bdgen S;,.

Es sei jetzt das Konfinuum

(.-‘}; (."{‘._ ; _i__ AT ~

]. »
e X T1 T o=
{{ P PP 1

= &

unter der Bedingung, daB jeder erreichbare Punkt von €, zu einem und
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nur einem der Bogen S; ;. _ ; gehort, bereits konstruiert, Wir konstruieren
dann eine B (C,, C) und bezeichnen diejenigen Bigen der letzteren Basis,

die in Punkten von S;; . ; miinden, der Reihe nach durch

1 1 i)
‘He] A Tk -‘51",.:'._..._.";;'_’3 “e oy hill AR T TR

Si, S T G LS S I T ‘r)l'l { PRES o 55 P ' g
Eine leichte, auf wiederholter Benutzung der Bedingung 4° des § 51 be-
ruhende Uberlegung zeigt, daB Oy = O} - B Siit. .. teiis, €ln
(Grds . -atuthen)

Kontinuum ist; jeder erreichbare Punkt dieses Kontinuums gehért dabei

zu einem einzigen Si i ... ivig.,

Das Verfahren kann nur dann im Endlichen abbrechen, falls fiir ein
bestimmtes m C_= C ist.

m

x
93. Es sei jetzt M= 3 C,, also M=C,-+ 3 8ii. .-
k=0 ¥ 5 T DU Y
unserer Konstruktion ergeben sich die Eigenschaften 1° bis 7° des § 45 un-

mittelbar,

Aus

Der Beweis der Eigenschaft 9° lifit sich leicht auf den Hilfssatz
(§ 48) zuriickfithren (auf Grund der Bedingungen 5° und 7°%%)).

Was die Voraussetzung 8° betrifft, so ergibt sie sich folgendermaBen:
Aus 5° und 9° folgt, daB, falls ein Punkt bc M, also be O, (fiir ein
bestimmtes %) ein Hiaufungspunkt der Menge

”{l: r‘ri. fad + v oy Hf] i

e ey
wire, so wiirde diese Menge notwendigerweise nach b konvergieren. Daraus

o
und aus unserem Hilfssatz folgt, dall die Menge Y A AT s e Lo
= |

(wobel a;, ;. . i a; iy -.. iz 3z., 818 Teilbogen von 8; i .. i =@ i ...0. 000 ...1
eindeutig bestimmt ist) ein einfacher Bogen W, ist.

J 5

Indem man @; und b innerhalb ¢ verbindet, erhiilt man einen zweiten
einfachen Bogen W, und dann enthilt W, 4+ W, einen zu @ nicht ge-
horenden Kreis. Durch diesen Widerspruch ist bewiesen, dalf auch 8°
stimmt und daB also M ein offener Komplex ist.

Aullerdem ist aber in der letzten Uberlegung auch der Beweis dafiir
enthalten, daB jede Folge

I'HI Sl',': *81!'1 T3 = v )y S

T PR § TR

in eineindeutiger Weise einen Punkt

(9) Iim S; ;. .
brw i

iy br' [ T |

bestimmt,

) Man vgl. evtl. mit § 56.
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Wir werden jetzt zeigen, dafl umgekehrt jeder Punkt é=C — M ein
Punkt b; i ...i ... von der Art (9) ist.

Es sei & ein beliebiger Punkt von ¢' — M und a & irgendein einfacher
Bogen, der & mit einem Punkte ac(C, verbindet. Indem wir evtl. aé
durch einen Teilbogen ersetzen, kénnen wir voraussetzen, dall @ der einzige
zu O, gehirende Punkt des Bogens a & ist, so dall a& ein (C,, C)- Bogen
und @ — a; sein Miindungspunkt ist. Es folgt also aus dem bis jetazt be-
wiesenen, daB @& mit einem bestimmten Bogen a; b; = S;, einen Bogen
a; .a;;, gemeinsam hat (wobei der Teilbogen a; ; & ein in @; ; miinden-
der (O, 0)-Bogen ist). In dieser Weise fortfahrend, erhalten wir auf a &

eine Reihe aneinander anschlieffender Bogen.
(10) RO i, = Ty By tan, By By dys vois DAy el Oy T A B

Diese Bigen konvergieren gegen einen Punkt by .. . ..., der auf dem
Bogen a & liegt. Ich behaupte, daB b ; ...i... =& ist. In der Tat, falls
dies nicht der Fall wire, wiicden wir durch % die erste Zahl bezeichnen,

fiir die & (@i, i, .0 Bigda...ic) < © (@i, i....ix» &) ist. Dader Teilbogen a;,;, ... i\ &
a |

k

\ IMEaN | _ ey at - A . R 15
den gemeinsamen Bogen ;. . . @i i, ... izix,, hat, so widerspricht die

von aé ein in @; ;... mindender (C,_,, C)-Bogen ist, der mit S; i ..
letzte Ungleichung der Bedingung 3° des § 51.

Ein analoger Widerspruch wiirde uns den Beweis dafiir erbringen,
ein Ast ist.

dall @& =a; by 4., 6...

b4. Wir bezeichnen durch J die Menge aller Punkte b ... .. 4...
durch J; ;. ;. die Menge aller Punkte b ;. ¢ 5,5 ..., Wobel 2,4, ..., 1%,
fest gedacht sind, die & dagegen alle Werte annehmen. Wir haben be-
wiesen, daB € = M - J ist, uns bleibt jetzt noch iibrig zu zeigen, dal} J
eine (falls nicht leere!) nulldimensionale, nur aus Endpunkten der Kurve €
bestehende G- Menge ist. Dall J eine (5-Menge ist, folgt einfach daraus,
daB M eine F,-Menge ist. Um zu beweisen, dal J nulldimensional ist,
geniigt es zu zeigen, dall J aus lauter Endpunkten besteht (weil die
Menge aller Endpunkte jeder Kurve hochstens null-dimensional ist **)).

55. Bevor wir fiir jeden Punkt b; ... ... die Gleichung
ind C -1
ol tfhe-

beweisen, bezeichnen wir durch M . .; den offenen Komplex
S s

f
TR POPR e Pt
By Pysavey B2

niemals Hiufungspunkt eines M ; . ; sein kann, es sei denn, dal

> und bemerken, dall ein Punkt b; ;, ..

fy by av iy Pty - s SR s

39 Urysohn, a.a. 0. 1); Menger, Math. Aon, 95, S.283,




Kombinatorische Eigenschaften von Kurven. 549

Jii= 15 0a =Ttar - du=2gist: vInder Tat, ' fallaiein (Punkt b4 4

der Menge J ein Haufungspunkt von M; ; . ; wire, so wiirde eine Punkt-
folge von der Art

@i govvadis Wsdesedndreriry o1 Bhdsidr Jkvasdkeny oo

zu b; ;. .. konvergieren; dann wire aber

=
biJ HIEs ¥ =l lT r}ha O Ty LA I R
h=0

(zufolge unserem Hilfssatze) ein den Punkt b; i .. ... als Endpunkt be-
sitzender einfacher Bogen, also wiiren die Punkte b; ¢, . ;... und b; ;. ;. ...
identisch, was nur dann moglich ist, wenn fiir jedes k 7, = j, ist.

Aus dem soeben Bewiesenen folgt, dall die Kontinuen K; ; . ;.= M; i, ..;
folgenden Bedingungen geniigen :

1? !\ri_- £y sesbfe jf:', R 77 S Ja', (ol Ly

D% ot b Oy oy

3 "‘ri: Tg = f'x.-”r"-f: P T S, fo .. ik B4, tannedis

45 Kii.. i und K;, ;, s h =k, sind zueinander fremd, ul_;,t__ff.-.schml
von dem Falle 4, =7, ,..., ¢, — 9., 1n welchem K o 2K .

'-'u" l'!‘ f""] baen B JrJ"-l Qo aeelf ous
k=1

56. s seien jetzt

(11) K

s 4
1

.iy 1806,

15

R G e e - s
_r't_l rl I__I see b i] 1._] . .ikm

alle untereinander wverschieden. Wir wollen zeigen, dafl unmoglich fiir
alle m die Ungleichung

(12) o K.m.m m) =&
\ i B A e —
- H

gelten kann. Falls sie in der Tat erfiillt wire, so wiirde man zwei Fille
betrachten miissen;:

a) Alle &£, sind kleiner als eine bestimmte Zahl N. Dann kinnte
man voraussetzen (indem man (11), wenn nétig, durch eine Teilfolge er-
setzt), daB alle &, — &k sind, was zufolge 3; zu einem Widerspruche mit
unserem Hilfssatze fithren wiirde.

b) Es gibt unter den /5 beliebig grofle. Dann kann man voraus-
setzen, dall k< k& ., — 1 ist, womit auf Grund von 2; derselbe Wider-
spruch erreicht wird,

Wir kénnen also zu den Bedingungen 17 bis 5; denen die Kontinuen
K; i, ...i, geniigen, noch die folgende hinzufiigen:

6z Fiir keine positive Zahl ¢ gibt es unendlich viele der Ungleichung
(K i...i) = ¢ geniigende K; ¢ . ;.
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57. Wir ziehen aus 6} eine wichtige Folgerung.

Es sei k, 1
i S

AT

lg, ..., 1, beliebig gegeben. Dann bezeichnen wir durch

& . r LS ¢ .
" F1Fa-ee ik l]ll’.’ ‘v (’.l'El'l]i"-'flfl'iﬂ‘ﬁl'l'li_‘]i"e i'l-l IL'-l' -',\ J1 43 - Ja Hll g h[“ .
von f\';. Bzaes Bk

Falls 2" und 2" zwei von allen Punkten a;; .. verschiedene

i iRy
Punkte des Bogens S; .., sind, so bezeichnen wir ferner durch
'z

M Kii,...izip., die Vereinigungsmenge aller derjenigen K;

1 L PR £

()5 295 .o, ¢, fest, 4, . variabel), fiir die die entsprechenden ;. .. i .,

zu dem Teilbogen «"@” won S ;.  ; gehoren®). Dann folgt leicht aus 67
dall die Mengen

I LA
-t bl
(13) lr, i i3 ('.‘.'— B "‘!‘_f'. Ju v s e T
r re z' 'J.II
ol i Y T
(14) sl an—u o DK i
) iy fa eea ik
f1EY 85 X . : o . X
(15) %) Ao =(Cp-1+ X Kjj..0)
B e bk z' ' i"I'J T tasil
e : . - -
T Qi iyig® T hf’, 'S T _\.1 i = _\ !'li, el T yoee
abgeschlossen sind, dall aulerdem
ke 4 2
-'i,."._....l';, T hhl'-,-...h’.- = C":- '1f|'| -'-_....4',.','!\{,:'._....!'; ”r'l Toess $k2
@' ' z'z’ "y x' z" x 2!’ ETRea
AI'J | PSS M el S EORAY ¥ C R i e e A et

. 1 ’ i ; s =l :
ist und daB, falls 5 bzw. ¢(z',2") geniigend klein sind, 6 (K; .. ;)

bzw. 8 (A7 ;) beliebig klein wird.

s sei e >0 und ein Punkt b; ; . .. beliebig gegeben. Wir be-

stimmen k£ unter der Bedingung 6 (K; ;. . ;)< e. Dann liefert die Zer-
legung
= A4

| o e ke b .
U PR T e | "rlJ._.._.i,( i -'r)hi._.___l;;'j

i . or

gesetzt 1st, eine £- Aussonderung des Punktes b; ;, .. ;... mittels des einzigen
Punktes @; ;, . i,. Da & beliebig ist, bedeutet dieses Ergebnis, daB b, ; .
ein Endpunkt ist.

“‘“1"" ‘h{ bty b T ‘;\'I' "R 1% Bl ¢ 1 S8 L 1% und ")i, o "’r', fyoeadp — Bij iy

..I',g aew

*) Man konnte auch voraussetzen, daB x'z” ein keinen Verzweigungspunkt

FF

von ()}, enthaltender Teilbogen von (), ist, wobei #’ und 2" von allen ai, verschieden

setzt und in X% K; die Summierung

iiber alle K;, mit ai, © @™ versteht, wiirde man in (14) k=0 bringen und (15) durch

e Ak i
A - Q*+ 3* K,

rr

& 3 i f
gind. Indem man @ =0, —(z' ")+’ +a

ersetzen.,
) Wir setzen voraus, daB die Punkte aj, i,...i, ', ", bi i, ...i, in der hier ge-
gebenen Ordnung aufeinander folgen.
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Es sei jetzt x irgendein von ai .. i bii...q, und allen Punkten
@i, i, ... ipix,, verschiedener Punkt von ;i i bzw. von allen Verzweigungs-
punkten der Kurve €, verschiedener Punkt dieser letzten Kurve. Wir
nehmen einen den Punkt a enthaltenden Teilbogen z'a” von S; 4. .4
bzw. C, und sorgen dabei nur dafiir, dall &’ und 2” n keinen Punkt
@i, i,...ipin,, 1allen und daf} o ( FE 4)<e ist?) (wobei & eine beliebige
feste positive Zahl ist).

Indem man
A_r = Afﬁ:- l'j..a';,- AT ':.‘-"'" 5 [ i ,1 und L’.r o II|l r-F £ ll\'”' T ,:l it}
setzt, erhilt man die &-Aussonderung des Punktes a: it

C=4_ +(z'+2")+D

o

Also ist ind, C = 2, falls 2 von allen Punkten a; ;... i, bijia.ins Oiyiae i
und von allen (endlich vielen!) Verzweigungspunkten der Kurve C, ver-
schieden ist. In analoger Weise wiirde man beweisen, dall jeder Punkt
bi, :,...i, ein Endpunkt ist.

58. An die Mengen K;; . und 47 ;. schlieen sich in natiirlicher
Weise folgende Mengen an. Es sei ein @, .. beliebig gegeben. Wir be-

trachten alle diejenigen K ;. . i, 7, die einen Durchmesser = ¢ haben und

fiir die auBerdem a; ;. . & .5 = @i i....i; 18t. Auf jedem dieser (notwendig
endlich vielen) K; ; ;. (es seien Kiv...ift, m = 1e) wihlen wir einen
Punkt @, unter der Bedingung, daB

el Janis .m
.i’.m = h .

i odnts Tp BG4 (wie auch jz., gewihlt sei!)

k+1
und

ES‘ { L T T ) <= &

sei. (Der Bogen a; i, .. i , gehort selbstverstindlich zu St )

Wir nehmen endlich einen den Punkt «; ; . ; enthaltenden Bogen
x'2” = 8i 4. .4, der so beschaffen ist, dall erstens z' und 2” von allen
@i,i,...iy_,.5 verschieden sind und zweitens der Durchmesser der Menge

T

xtw'f S T
i e AU T : ol e
:&Alj G v i b W (‘Tl LIS ] SR ¥ e | i

mic
(wobei ;, M auf alle diejenigen Cj ; i, , ;. erstreckt ist, fiir die a; ¢, .. 4

in 2’ a" enthalten, jedoch von a; ;. ; verschieden ist) kleiner als & ist.

Wir definieren jetzt

r?
1oy
ol s L e T VR
— 3 A% SRz

m=1

Al’
By 0a e = Bk o T

) Falls x= (), sollen die Bedingungen der Fublnote *%) erfiillt sein.
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79, Die Konstruktion liBt sich auch fiir jeden Verzweigungspunkt v,

der Kurve €, ausfithren, nur mufl man die Punkte z  auf den endlich

vielen sich an »; anschlieBenden Bégen von C, wihlen und auf 2’ und 2’
ginzlich verzichten. Wir erhalten dann inshesondere (falls v, von allen a;

verschieden ist):

A d \:II' A Vi Em

ry
=1

wobei 7 die Anzahl der sich an v, anschliefenden in €, enthaltenen Bogen

(d. h. ind,, C;) bedentet.

60. Nun lafit sich aus den abgeschlossenen Mengen R S

Alis...ix» Ay fiir jedes & eine &-Uberdeckung B') der Kurve € kon-
struleren, deren simtliche Zyklen in ein-eindeutiger Weise den in €, ent-
haltenen Kreisen entsprechen. Daraus folgt aber, daBl »(P°) = x(C,) 1st;

_#(C,), folglich =(C)=x=(C,),

da dies fiir I'it'“!"]ll-gi‘.‘; & ;{j[l-, 186 #=( )
w.z. b, w.

Korollar 1. Damit eine stetige Kurve k-fach zusammenhdngend
sei, ist nolwendig und hinreichend, daf sie ein irreduzibles (k — 1)- Kreis-
system und kein k- Kreissystem enthdll.

Korollar 2. Hs gibt keine unregelmifiiq geschlossene stetige Kurve.

Korollar 3. Die einzige geschlossene stetige Kurve ist der Kreis.
(M. a. W, in derselben Weise, wie die Irreduzibilitit und die Stetigkeit
den einfachen Bogen charakterisiert®”), so charakterisiert die Geschlossen-
heit und die Stetigkeit den (topologischen) Kreis, )

Dieses Ergebnis kann auch folgendermalen formuliert werden:

Satz. Damit ein kompakier melrischer Raum O einer Kreislinie
homaomorph sei, ist notwendig und hinreichend, daf} fir jedes ¢ > 0, C als
Vereinigungsmenge eines Systems endlich vieler Kontinuen darstellbar sei,
deren Durchmesser samilich < ¢ sind und von denen jedes genau mit
zwei anderen Kontinuen desselben Systems gemeinsame Punkte hat.

Ein entsprechender Satz gilt auch fiir den einfachen Bogen.

Weitere Korollare des Hauptsatzes dieses Kapitels sind folgende:

Korollar 4. Eine endlich hoch zusammenhdngende stetige Kurve
enthalt hochstens abzihlbar viele Verzweigungspunkte, die alle eine (begrenzt
oder unbegrenzt ™)) endliche Ordnung haben.

Daraus ergibt sich:

") Mazurkiewicz, Fund. Math, 1.

%) ein Punkt v von € heilit Punkt von ,unbegrenzt endlicher Ordnung® (nach
Urysohn ind, €'= w, nach Menger Ordnung, €'=w), falls man fiir jedes #>0 » mit
einer endlichen Punktmenge r— aussondern kann, deren Kardinalzahl mit j not-

wendig gegen 0O strebt.
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Korollar 5. Eine endlich hoch zusammenhingende stetige Kurve
enthalt kein Urysohnsches Verdichtungskontinwum®").

Letzteres Ergebnis kann auch folgendermafien formuliert werden®®):

Korollar 6. Jedes Teilkontinuum einer endlich hoch zusammen-
hdingenden stetigen Kurve ist eine stetige Kurve®®).

Da jeder Verzweigungspunkt der Kurve ' entweder unter den (endlich
vielen) Verzweigungspunkten der Kurve ', oder unter den Punkten a;, ;.
enthalten ist, so gilt der

Korollar 7. Fiir jeden Verzweigungspunkt v der Kurve C gibt es
zuernander bis auf den Punkt v fremde, v als Endpunkt besitzende Bogen,
und zwar ist die Anzahl dieser Bigen gleich der Verzweigungsordnung
ind, O des Punktes v, falls letztere Zahl endlich ist. Falls aber ind, A = o
ist, so gibt es wunendlich wviele zueinander bis auf v fremde Bégen
P, VCyy v ov, VC,, «.. (deren Durchmesser selbstverstandlich gegen Null
konvergieren'?)).

61. Indem wir die Kurve O

' al ] m
-‘ljsﬂ_:"':IMn
zerlegen, dann alle S; ;. ; in eine einfache Folge

T
Tmu-"ln Trrr..i:.’: sy "'m: LA

in endlich viele Bogen

m
umordnen und dafiir sorgen, daBl L = N T. fiir jedes m zusammen-
i=1

hiingend ist, kénnen wir folgenden Satz aussprechen:

Korollar 8. Jede endlich hoch zusammenhingende stetige Kurve C
kann bis auf eine aus lauter Endpunkten von C bestehende, héchstens
nulldimensionale Gy- Menge J auf die Weise erbaut werden, daff man
mit einem einzigen Bogen S, = L, anfingt und neue Bogen S,, in endlich

oder abzdahlbar vielen Schritten der Reihe nach anheftet, so daf
dadurch gewchnlichen Bogenkomplexen homdéomorphe Kurven
B =l iy vy Wi o eyt il = Tl (=12, )

entstehen wund jeder Bogen S

“m-+1

bis auf seine Endpunkte zu L_ fremd
st Dabei ist = (C) — 1 der Zahl derjenigen Schritte m gleich, bei denen
beide Endpunkte von S, ., zu L, gehoren; auferdem ist lim d(S )= 0.

=0

62. Durch diesen Satz wird eine weifgehende Analogie unter den
endlich hoch zusammenhiingenden stetigen Kurven und den gewdhnlichen
Bogenkomplexen zutage gebracht.

i Dieser Satz ist zum erstenmal von Frau Rdézanska bewiesen worden, (8, eine
demniichst in den Amsterdamer Berichten erscheinende Arhbeit.)

%) Durch Korollar 7 wird von dem von Menger (1. c. 8. 302) gestellten Problem
eine Teillosung geliefert.

.,._

Mathematische Annalen. 96.
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Trotzdem lkénnen aber die erwiihnten Kurven viele Singulartiten
nicht allzu elementarer Natur besitzen. So folgt aus Beispielen von Urysohn
und Menger*), dall jeder Punkt einer sogar einfach zusammenhéingenden
stetigen Kurve zu einem Hiufungskontinuum gehéren kann, dal die End-
punkte gleichzeitizc mit den Verzweigungspunkten eine iiberall dichte Menge
bilden konnen u. dgl.

Inshesondere ist folgendes zu beachten. Nennen wiv fiir einen Augen-
blick Gewicht einer (zu einer Kurve (' gehorenden ) Menge M die endliche
oder unendliche Kardinalzahl 3 ind_ €' (wobei die Summation iiber alle

s M

@< M zu verstehen ist), so ist bekanntlich fiir jeden mehr als einen Bogen
enthaltenden Bogenkomplex das Gewicht der Menge A aller Endpunkte
hiichstens gleich dem Gewichte der Menge V' aller Verzweigungspunkte. Da-
gegen folgt aus unsern Sitzen und den erwéhnten Urysonschen Beispielen ),
daB im allgemeinen Falle einer endlich hoch zusammenhingenden stetigen
Kurve das Gewicht der Menge A den Wert ¢ erreichen kann, obwohl die
Menge V hiochstens vom Gewicht x, ist.

63. Falls C eine stetige Kurve unendlich hohen Zusammenhanges ist,
so enthilt € ein aus belichig vielen Kreisen bestehendes irreduzibles
System. Nun ist es leicht, eine Folge

(==
g 8 oa ey

1

Q)

13
von Kreissystemen derart zu konstruieren, dall &, ein k-Kreissystem ist,
dessen simtliche Kreise in EJ.— ., vorkommen (£=1, 2, ... mninf.),

Das ergibt aber das folgende Resultat:

Jede unendlich hoch zusammenhdngende stetige Kurve enthdll ein
unendliches Kreissystem, in dem kein Nullsystem als Teilsystem vorkommd,

64. Es ist kaum zu hoffen, dal im allgemeinen Falle der unendlich
hoch zusammenhiingenden stetigen Kurven etwas (Genaueres sich aussagen
liBt: vor allem schon deshalb nicht, weil eine stefige Kurve eine beliebiy
komplizierte allgemeine Kurve enthalten kann.

Collioure (Pyrénées Orientales), Oktober 1925.

i) Urysohn, Verh. Akad. Amsterdam; Menger, 1. c. 8. 285,

(Kingegangen am 1. 11. ]‘.l‘.:'-'_n_:}
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