Uber regulire Baumkurven.
Von

Karl Menger in Amsterdam.

1. Die kurventheoretischen Grundlagen. Wir bezeichnen als reguldre
Baumkurve oder kurz als Bawm (in Verallgemeinerung einer Ausdrucks-
weise der kombinatorischen Topologie) ein kompaktes stetig durchlaufbares
Kontinuum (,ligne de Jordan®), welches keine einfache geschlossene Kurve
(d. h. kein topologisches Bild einer Kreislinie) als Teil enthilt'). Die
Untersuchung der Biume ist aus zwei Griinden von einem gewissen Inter-
esse: erstens nehmen die Biume unter den Kurven eine Stellung ein
analog jener der Kurven unter den allgemeinen Kontinua®) und besitzen
daher einige an sich bemerkenswerte Eigenschaften; zweitens kionnen hin-
sichtlich der Biume einige allgemeine kurventheoretische Fragen beant-
wortet werden, deren Losung fiir andere Kurven eigenartige, bisher un-
iiberwundene Schwierigkeiten entgegenstehen.

Als Kurve wird in der allgemeinen Kurventheorie?) ein Kontinuum
bezeichnet, zu dessen simtlichen Punkten beliebig kleine Umgebungen

1y Auf diese Klasse von Kontinua wurde wohl zuerst von Mazurkiewicz, Fund.
Math. 2 (1921), 8. 119 hingewiesen. — W. Scherrer, Math. Zeitschrift 24 (1925), S. 125,
behandelt sie unter dem Namen ,ungeschlossene stetige Kurve® und beweist ins-
besondere, dall jede topologische Abbildung eines Baumes auf sich selbst oder auf
ein Teilkontinuum mindestens einen Fixpunkt hat. — Kinige Sitze iiber Biume, die
sich mit denen des § 5 der vorliegenden Arbeit teilweise beriihren, fand ich mach
AbschluB dieser Arbeit bei R. L. Wilder, Fund. Math, 7 (1925), S. 358 fi.

*) Vgl. meinen Bericht iiber die Dimensionstheorie, (Kap. IV) Jahresber. d.
deutsch. Math. Ver. 1926,

") Vgl. meine Grundzige einer Theorie der Kurven, Proc. Ac. Amsterdam 28
(1925), 8. 67 und Math. Annalen 95 (1925), 8. 277 (im folgenden zitiert als ,Kurven*)
und Urysohn, Mémoire sur les multiplicités Cantoriennes, II. Teil, welcher demniichst
in den Verh. d. Ak. Amsterdam erscheint im Anschlull an eine Note in den C. R. 175
(1922), 8. 481. — Der Kurvenbegriff, die Begriffe des End- und Verzweigungspunktes,
sowie einige kurventheoretische Sitze finden sich auch in einer in den Proc. Aec,
Amsterdam 28 (1926) abgedruckten Note von mir aus dem Jahre 1921,
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mit diskontinuierlichen Begrenzungen existieren, Der Punkt p eines Kon-
tinuums wird reguldr genannt, wenn beliebig kleine Umgebungen von p
mit endlichen Begrenzungen existieren. p heillt insbesondere von hdch-
stens n-ter Ordnung, wenn beliebig kleine Umgebungen von p existieren,
deren Begrenzungen hochstens n Punkte enthalten, wihrend regulire Punkte,
die von keiner bestimmten endlichen Ordnung sind, von der Ordnung w
oder von wachsender Ordnung heillen. Ein kompaktes Kontinuum, wel-
ches nur reguliire Punkte enthilt, heillt reguldre Kurve. Die Punkte zweiter
Ordnung einer reguliren Kurve nennen wir gewéhnliche Punkte, die Punkte
erster Ordnung Endpunkte, die Punkte von hoherer als zweiter Ordnung
Verzweigungspunkie.

Zunichst sieht man, dafi jede regulire Bawmbkurve, d.h. jedes kom-
pakte stetig durchlanfbare Kontinunm ohne geschlossene Teilkurve, auch
wirklich eine regulire Kurve im eben angefithrten Sinn der Kurventheorie
¢st. Man bestiitigt namlich leicht *), daBl jedes Teilkontinuum eines Baumes
stetig durchlaufbar ist, woraus sich (da bekanntlich in einem stetig durch-
laufbaren Kontinuum je zwei Punkte durch einen Bogen verbunden werden
konnen ) ergibt, dall je zwei Teilkontinua eines Baumes einen leeren oder
einen zusammenhingenden Durchschnitt habent®). Daraus folgt vor allem,
dall jeder regulire Baum B eine Kurve ist. Sonst giibe es ja einen Punkt
p von B und eine Umgebung U7 von p, so dall die Begrenzung jeder
kleineren Umgebung von p Kontinua eénthilt. Sei dann V eine zusammen-
hingende Umgebung von p innerhalb von U (eine solche existiert, weil B
stetig durchlaufbar ist) und seien ¢ und & zwei Punkte eines Teilkonti-
nuums (@, b) der Begrenzung von V. Wir koénnten dann innerhalb von V
zwei Punlte a” und &' so nahe an @ bzw. b wiihlen, daB zwei zueinander
fremde Teilkontinua von V7, (@, a’) und (b, b'r_l existieren. Verbinden wir
sodann die Punkte a” und 5" dureh ein Kontinuum (r:’, b'), das ganz im Innern
von V liegt, — dann hiitten die beiden Kontinua (a, ') - (a, b) - (b, b")
und (@', b’) einen nichtzusammenhiingenden Durchschnitt, was unmag-
lich ist, weil B ein Baum ist. B ist also eine Kurve und zwar eine
stetig durchlaufbare; B zerfillt daher nach einem Satz der Kurventheorie®)
fiir jedes & = 0 in endlich viele Teilkontinna < ¢, die zu je zweien dis-

Y) Vgl. Mazurkiewicz, a. a. O, 8,123,

%) Angenommen nimlich, zwei Teilkontinua K, und K, hitten einen nicht zu-
sammenhingenden Durchschnitf, dann kiénnte man zwei Punkte p und g in verschie-
denen Komponenten von K,-K, wihlen und durch zwei Teilbégen verbinden, von
denen der eine in K,, der andere in K, liegt. Der Durchschnitt dieser zwei Bigen
wiire nicht zusammenhiingend, also enthielte ithre Summe einen topologischen Kreis,
was unmoglich ist.

B Vel. Kurven S, 296 .
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kontinuierliche Durchschnitte haben. Da aber diese Durchschnitte nach
dem oben Bewiesenen leer oder zusammenhiingend sind, so enthalten sie
hochstens je einen Punkt. Als Summe beliebig kleiner Teilkontinua mit
endlichen Durchschnitten, ist also B nach einem kurventheoretischen
Satz®®) eine reguldre Kurve, wie behauptet. — Da ferner in der all-
gemeinen Kurventheorie gezeigt wird, dafi jede regulire Kurve stetig
durchlaufbar ist®?), so sehen wir, daB es auf dasselbe hinauskommt, ob wir
die reguliren Biume definieren als die stetig durchlaufbaren Kontinua
ohne geschlossene Teilkurve oder als die reguliren Kurven ohne geschlos-
sene Teillurve.

2. Die Bedeutung der Ordnungszahl fir Punkte eines Baumes geht
aus folgendem Satz hervor: Ist der Punkt p des Baumes B von der Ord-
nung n, so 18t n die Anzahl der Teilbogen von B, die in p zusammen-
stofien, d. h. es lassen sich » und nicht mehr als z in p endende und
sonst fremde Teilbogen aus B herausgreifen. Zugleich ist n die Anzahl
der Stiicke, in die B nach Tilgung von p zerfallt, oder, wie wir dies auch
ausdriicken konnen, die Komponentenzahl von B — . In den Punkten von
der Ordnung w stofien abzdhlbar viele Bogen mit gegen Null konvergierenden
Durchmessern zusammen:; nach Tilgung eines Punktes der Ordnung w
zerfdllt der Baum in abzihlbar viele Komponenten mit gegen Null kon-
vergierenden Durchmessern®c),

Sel zum Beweise p ein Punkt #-ter Ordnung eines Baumes B. Mehr
als n Teilbogen, die in p enden und sonst fremd sind, kann B offenbar
nicht enthalten. Wir haben zu zeigen, daB sich aus B wirklich n in P
zusammenstollende Bogen herausgreifen lassen. Dazu betrachten wir eine
Umgebung U7 von p, deren Begrenzung genau n Punkte ittt el
enthilt und die so klein ist, daB die Begrenzung jeder Teilumgebung von p
mindestens n Punkte enthilt. Wegen der letzteren Voraussetzung ist die
abgeschlossene Hiille [7 von IJ offenbar ein Kontinuum und daher als

Ob \

S8y Vol Kurven 5. 300,
Vgl. Kurven 8. 300.

*%) (Zusatz bei der Korrektur.) Uber die erste Hilfte dieses Satzes, welche
von dem ZusammenstoBen von Bégen in Baumpunkten handelt, vgl. bereits Kurven
5. 302f.  Die Aussage betrifit das Verhalten von Biumen in der Nachbarschaft ihrer
Punkte und gilt daher selbstverstiindlich von jedem Baum im kleinen, d. h. von jeder
Menge, die zu jedem ihrer Punkte eine Umgebung enthilt, deren abgeschlogsene
Hiille ein Baum ist. In der Form einer Aussage iiber Biiume im kleinen findet sich
dieser Satz, sowie der Satz von 84 der vorliegenden Arbeit, wie ich wihrend der
Drucklegung ersehe, auch bei P, Alexandrofi (Uber kombinatorische Eigenschaften
allgemeiner Kurven, V. Abschnitt, in diesen Annalen), wo reguliire Kurven, die Biume
im kleinen sind, als ,endlich hoch zusammenhiingende stetige Kurven® bezeichnet

werden
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Teil eines Baumes stetig durchlaufbar. O enthilt also je einen einfachen
Bogen zwischen p und jedem der Punkte g¢,. Wir haben nur noch nach-
zuweisen, dall diese Bigen zu je zweien blof den Punkt p gemein haben.
Hitten nun aber etwa die Bogen, welche p mit ¢, und ¢, verbinden,
einen Punkt ¢ ==p gemein, so betrachten wir das Komplement der n — 1
Punkte ¢, g5, q,s ---» q,- Die p enthaltende Komponente desselben wiire
mit Riicksicht auf die Baumnatur von B eine Umgebung von p < U
was unserer Voraussetzung widersprechen wiirde. Ganz analog lilit sich
die Behauptung fiir die Punkte der Ordnung w beweisen®). — Tilgen wir
nun einen Punkt n-ter Ordnung von B, so zerfillt der Rest offenbar in
mindestens » Komponenten; denn B — p enthilt ja, wie eben nachge-
wiesen, n Bogen ohne ihren einen gemeinsamen Endpunkt, und gehérten
zwei von diesen Bogen zu derselben Komponente, so lielle sich sofort eine
geschlossene Teilkurve von B angeben. Andererseits enthilt B — p auch
nur n Komponenten. Denn B — p ist eine in B offene Menge; die Kom-
ponenten von B — p sind daher?®) offene zusammenhingende Mengen;
die abgeschlossenen Hiillen dieser Komponenten sind Kontinua; jedes
dieser Kontinua enthilt einen in p endenden Bogen, und da es nicht
mehr als n solcher Bigen geben kann, so kann B — p nicht mehr als
n Komponenten enthalten.

3. Einige Charakterisierungen der Biume. Damit eine reguldre
Kurve B ein Baum sei, ist jede eimzelne der folgenden Figenschaften
notwendig und hinreichend :

a) Je zwer nicht fremde Teilbontinua von B haben einen zusamien-
hangenden Dwurchschnitt ;

b) je zwei fremde Teilkontinua von B konnen durch eimen Punlt
getrennt werden;

¢) jeder Punkt von hoherer als erster Ordnung zerlegt B :

d) zu je zwei Punkten von B existiert ein einziger Teilbogen von B
mit den beiden Punkten als Endpunkien;

e) jedes Teilkontinuum von B enthdlt mindestens zwei Endpunkte.

Dali je zwei nicht fremde Teilkontinua eines Baumes einen zusammen-
hingenden Durchschnitt haben, wurde bereits erwihnt, und dal} dies fiu
eine Kurve, welche einen topologischen Kreis als Teil enthilt, nicht zu-
trifit, ist klar. — DaB jeder Punkt von héherer als erster Ordnung einen

% Das entsprechende Problem, ob in jedem Punkt n-ter Ordnung einer be-
liehigen reguliren Kurve u# Teilbigen zusammenstofien (vgl. Kurven 8. 302), ist fiir
#=2 von Kuratowski in positivem Sinn entschieden worden, im allgemeinen aber
noch unerledigt.

"y Vgl. Kuratowski, Fund. Math. 1, 8. 43; Habhn, Fund. Math. 2, 8. 189.
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Baum zerlegt, wurde oben unter 2. bewiesen; enthilt andererseits eine
Kurve C einen topologischen Kreis, so liegen auf demselben héchstens
abziihlbar viele C zerlegende Punkte ®), also sicher ein C' nicht zerlegender
Punkt, der offenbar von mindestens zweiter Ordnung ist. — Seien nun
K,

durch einen Bogen und betrachten sodann einen K

und K, zwei fremde Teilkontinua von B. Wir verbinden K, und K,
,und K, verbindenden
Teilbogen dieses Bogens, welcher, abgesehen von seinen Endpunkten, zu
K,
zerfillt B, und zwar so, dall K, und K, nicht zu derselben Komponente

gehoren, K, und K, sind also durch den Punkt p getrennt. Enthilt

- K, fremd ist. Tilgen wir irgendeinen Punkt g dieses Bogens, so

andererseits eine Kurve einen topologischen Kreis, so enthiilt sie offenbar
auch zwei zueinander fremde Teilkontinua (ndmlich irgend zwei zueinander
fremde Teillbogen des topologischen Kreises), die nicht durch einen Punkt
getrennt werden konnen. — Der Beweis von d) liegt auf der Hand. —
Zum Beweise von e) verwenden wir den Satz von Mazurkiewicz®), daB
jedes stetig durchlaufbare Kontinuum mindestens zwei Punkte enthilt,
durch die das Kontinnum nicht zerlegt wird., Auch jedes Teilkontinuum
eines Baumes mull also mindestens zwei solche Punkte enthalten, besitzt
folglich, da ein Baum durch jeden Punkt von hiherer als erster Ordnung
zerlegt wird, (in bezug auf sich selbst) zwei Endpunkte. Enthilt anderer-
seits ein Kontinuum einen topologischen Kreis, so ist das eine Teilkurve
ohne Endpunkt. Damit ist unser Satz bewiesen.

4. Uber die Struktur der Biiume. Jeder Baum B setzt sich zusammen
aus einer abzihlbaren Menge von Verzweigungspunkien “B, aus der
Menge B® aller gewohnlichen Punkte, die von der Mdchtigkeit des Konti-
nuums und in B dicht ist, und aus einer diskontinuierlichen Menge B von
Endpunkten, die abzihlbar oder von der Mdchtigkeit des Kontinuums isi.

Wir stiitzen den Beweis auf zwei Hilfssitze. H

,: Jeder Teilbogen

eines Baumes B enthilt hochstens abzéhlbar viele Verzweigungspunkte

i e . . . . ~ &
von B. Sel nimlich €' ein Teilbogen von B, p ein Punkt von C-°B.
Die Menge B — p enthilt mindestens drei Komponenten, von denen

mindestens eine zu € fremd ist. Die abgeschlossene Hiille dieser Kom-
ponente enthilt, als Teilkurve eines Baumes, mindestens zwei Endpunkte,
also mindestens einen Endpunkt == p. Einen dieser Endpunkte ordnen
wir unter dem Namen e(p) dem Punkt p zu'"). Fir p =g ist dann .

%) Vgl. Mazurkiewicz, a.a, 0. 8.119.

?) a.a. 0.

*Y) Von hier ab verliuft der Beweis des Hilfssatzes H, analog dem Mazurkiewicz-
schen Beweis des Satzes, dall auf jedem topologischen Teilkreis eines stetig durch-
laufbaren Kontinuums héchstens abziihlbar viele Punkte liegen, die das Kontinuum
zerlegen. (A.=a.0. S.120.)
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stets e(p) = e(q), also ist die Michtigkeit von ('-*B nicht groBer als
die Michtigkeit der Menge aller e(p). Um zu zeigen, dall diese letztere
Menge abzihlbar ist, weisen wir nach, dall sie keinen ihrer Hiufungs-
punkte enthilt. Wir leiten zu diesem Zweck aus der Annahme, dal} der
Punkt e(p) Hiufungspunkt von den Punkten e(p, ) ist, einen Widerspruch
her, und zwar in folgender Weise: Jeder der Punkte e(p,) ist nur durch
einen einzigen Teilbogen von B mit e(p) verbunden, und jeder dieser
Bogen muB den Punkt p enthalten. Also sind, wenn r den Abstand der
Punkte p und e(p) bezeichnet, alle Punkte e(p,) mit e(p) bloll durch
gin Teilkontinuum von B verbunden, dessen Durchmesser > ist. Dies
aber widerspricht, da e(p) Hiufungspunkt der e(p,) ist, dem Zusammen-
hang im kleinen von B. Damit ist Hilfssatz H, bewiesen. '

Sei nun B eine in B' dichte Teilmenge von B', p ein Punkt von
hiherer als erster Ordnung, oder, wie wir auch sagen, ein Punkt von 'B.
Wenn M eine Komponente von B — p ist, so enthilt die abgeschlossene
Hiillle M — M-}-p von M, als Teilkurve des Baumes B, mindestens
zwei Endpunkte, also mindestens einen Endpunkt == p, der auch End-
punkt von B sein mufl, — und folglich auch mindestens einen Punkt von Z,
da diese Menge in B' dicht ist. Es enthilt daher die abgeschlossene
Hiille jeder Komponente von B — p auch einen Bogen, welcher p mit
einem Punkt von E verbindet. Beriicksichtigen wir, dall B — p minde-
stens zwei Komponenten enthiilt, so haben wir bewiesen Hilfssatz H,:
Ist B ein Baum, £ eine im Endkern B' von B dichte Teilmenge von B,
dann liegt jeder Punkt von 'B auf mindestens einem Teilbogen von B,
der zwei Punkte von £ verbindet.

Da fiir E eine abzihlbare Menge gewihlt werden kann, folgt aus H,
die Existenz abzihlbar vieler Teilbogen von B, in deren Summe ‘B, also
a fortiori "B enthalten ist. Nach H, enthilt jeder dieser Bogen hichstens
abzihlbar viele Verzweigungspunkte von B, also ist die Menge “B abziihlbar.

Die Menge der gewohnlichen Punkte eines Baumes liegt im Baum
dicht und hat die Michtigkeit des Kontinuums. Denn je zwei Baum-
punkte sind ja durch einen Bogen verbunden, der eine Menge der Mich-
tigkeit des Kontinuums von gewdhnlichen Punkten enthalten mull, da er
nur abzihlbar viele Verzweigungspunkte des Baumes enthilt ') Dali
schlieBlich der Endkern eines Baumes die Michtigkeit des Kontinuums
besitzen kann, geht aus dem Urysohnschen Beispiel einer Kurve hervor, die
in den Punkten einer linearen perfekten, nirgends dichten Cantorschen

1) Regulire Kurven, die nicht Béume sind, enthalten bekanntlich bisweilen
iiberhaupt keine gewdhnlichen Punkte, vgl. das in Kurven S. 302 angefiihrte Beispiel
von Sierpinski, Comptes Rendus 160 (1915), 8. 302
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Menge FEndpunkte und sonst nur Punkte von zweiter und dritter Ord-
nung enthilt und, wie man unmittelbar sieht, ein Baum ist!#),

5. Biume und Bogensummen. .Jeder Baum B ist Summe eines
Semikontinuums S, bestehend aus abzihlbar wvielen Bdgen, deren jeder
zwer KEndpunkte des Baumes verbindet, und einer zu S fremden Menge T,
die ausschliefilich Endpunkte des Bawmes enthdll. Die Menge T kann
leer angenommen werden, wenn B' abzdhlbar ist, und ist von der Mdchtig-
keit des Kontinuums, wenn B' unabzihlbar ist. Ein Baum™") isi Summe
abzdhlbar vieler Bogen dann und nur dann, wenn er blof abzdhlbar viele
Endpunkte enthdlt; er ist Summe endlich wvieler Bogen dann wund nur
dann, wenn er endlich wviele Endpunkie enthili.

Zum Beweise betrachten wir eine abzihlbare, in B' dichte Teil-
menge £ von B'. Wir wihlen irgendeinen Punkt von B' und verbin-
den ihn mit jedem Punkt der (auf Grund des oben Bewiesenen abzihl-
baren) Menge E --°B durch je einen Bogen. Die Summe dieser abziihl-
bar wielen Bégen bildet ein Semikontinuum S. Wir zeigen, dal
B — 8 < B' ist, und leiten zu diesem Zweck einen Widerspruch her aus
der Annahme, es existiere ein Punkt p von 'B.(B — 8). In der Tat, als
Punkt von ‘B miite ein solcher Punkt auf einem Bogen (' zwischen
zwel Punkten e, und e, von F liegen. Als Punkte des Semikontinuums S
wiren aber e, und e, auch durch einen Teilbogen von § verbunden, der
von (' verschieden ist, da er den Punkt p nicht enthilt. Das aber wider-
spricht der Baumnatur von B.— Wenn B' abzihlbar ist, kinnen wir £ — B'
setzen und haben eine Zerlegung von B in abzihlbar viele Bogen. Ist B’
von der Michtigkeit des Kontinuums, so kann B offenbar nicht als Summe
abzéihlbar vieler Bogen dargestellt werden, denn jeder Endpunkt von B
miifite Endpunkt eines der abzihlbar vielen Bigen sein und jeder Bogen ent-

i iy ay 1 . T T v S
hélt nur zwei Endpunkte!®). Ist B endlich, dann ist, wie man leicht einsieht,

Liay Diese Kurve ist in der Cartesischen Ehene die abgeschlogsene Hiille der

Summe aller Strecken, von denen der eine Endpunkt die Koordinaten hat

i

& & v s - .
E= 3828 ", n=13 und deren anderer Endpunkt die Koordinaten haf
k=0
# 3 . k 1 L] 1 P e .
& &+ pyard und ' =3 y owo k=0, 1,2, ..., §=0, ond fiir >0
£, entweder -1 oder 1 ist.

uby (Zusatz bei der Korrektur.) und daher natiirlich auch ein kempakier
Bawm im kleinen (vgl. oben %)),
') Das allgemeine Problem der Charakterisierung jener reguliren Kurven, die
Summe vom abzihlbar vielen einfachen Bigen sind, ist noch ungelist. Abzihlbarkeit .
des Endkernes ist eine notwendige, aber keine hinreichende Bedingung. Abziihlbar
keit der Menge aller nicht- gewshnlichen Punkte ist, wie ich hier erwiihnen michte,
fiir die Zerspaltbarkeit der Kurve in Bogen weder notwendig noch hinreichend.
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auch *B endlich und B ist nach Sitzen der allgemeinen Kurventheorie!*®)
darstellbar als Summe von endlich vielen Bégen.

6. Uber die Plitthbarkeit der Biume. Es gilt der Satz'®): Jeder requldare
Baum ist mit einem ebenen Kontinuum homoomorph.

Wir schicken dem Beweis einige Hilfsiiberlegungen voraus. Seien
by, by, ..., b, n feste Punkte des Baumes B; (b;, b,) bezeichne den einzigen
Teilbogen von B, der in &, und b, endet. Ist P ein einfaches Polygon
(= ein ehenes Polygon, welches topologisches Bild einer Kreislinie ist),
dann nennen wir n Punkte p,, ., ..., p, von P zu den b; hinsichtlich

n

B isomorph, wenn eine. zur Bogensumme S N(bh., b)) homéomorphe
.I'l ! L ,i_ | atl k/ F
L Ek=1

)
Menge A(S)= 3 (p;, p,) existiert, die, abgesehen von den Punkten
i, k=1

p,— A(Db;), ganz im Inneren des Bereiches (F) von P liegt. Dal} zu jedem
B,b,, b, ....b, auf jedem vorgelegten einfachen Polygon 7 zu den 0,
hinsichtlich B isomorphe Punkte angebbar sind, wobei noch die Bégen
(p;» p.) als Streckenziige angenommen werden konnen, — das ergibt sich
unmittelbar durch Induktion nach .

Nun gilt folgender Hilfssatz: Seien b, by, ..., b, n feste Punkte
des Baumes B; sei ferner P, p,, Py, ..., P, €n zu B, b, b,,..., b, iso-
morphes einfaches Polygon und sei &> 0 vorgegeben. Dann kann B als
Summe endlich vieler Kontinua &, B, B,, ..., B, dargestellt werden,
die zu je zweien hochstens einen Punkt gemein haben und zu denen in P
ein isologes System P,, P,,..., P, von Polygonen < ¢ existiert. Dabei
sagen wir von einem System P,, es sei zu den B, isolog, wenn folgende Be-
dingungen erfiillt sind: ,,Je zwei von den P, haben hichstens einen Punkt
gemein, und zwar haben P, und P, dann und nur dann einen Punkt, p;,.,
gemein, wenn B, und B, einen Punkt, b;,, gemein haben. F; hat mit P den
Punkt p, dann und nur dann gemein, wenn B; den Punkt b, enthilt. Ab-
gesehen von den Punkten p,, p,, ..., p, liegen alle P, im Inneren von (P);
je zwei Bereiche (P;) und (P,) sind zueinander fremd. Die auf P, ge-
legenen Punkte p,, und p, liegen hinsichtlich B; zu den entsprechenden
Punkten b, und b, isomorph*.

Fiir » < 2 kann zu jeder Zerlegung von B ein isologes System von
Polygonen < ¢ sehr einfach konstruiert werden durch entsprechendes An-
einanderheften von zu den B, isomorphen und nach Bedarf verkleinerten

128y Yol Kurven S. 304.

1%) Er wird in der Arbeit von Mazurkiewicz als wahrscheinlich bezeichnet. Herrn
P. Alexandroff verdanke ich wertvolle Anregungen zur Beschiftigung mit diesem
Problem.
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Polygonen. Nihere Angaben sind erforderlich, wie man fiir n > 2 zugleich
den beiden Forderungen geniigen konne, daBl die Polynome einerseits < &

sind und anderseits gewisse . Randbedingungen‘ erfiillen, nimlich durch
die n vorgegebenen Punkte p, in der beschriebenen Weise hindurchgehen.
Wir deuten die Konstruktion zuniichst fiir den Fall n = 2 an. Dem ein-
fachen Bogen (b, b,) von B lassen wir einen abgesehen von seinen End-
punkten in (P) verlaufenden Streckenzug (p,, p,) entsprechen. Die Liinge
von (p,, p,) sel < k-&, wo k eine ganze Zahl ist. Wir zerlegen sodann B

in endlich viele Kontinua < ¢, B,, B,, ..., B, , die zu je zweien hiochstens

o
einen Punkt gemein haben und die iiberdies so klein bestimmt sind, dafB
mindestens k& von ihnen, etwa die Kontinua B,, B,, ..., B, (I = k) mit
dem Bogen (b,,b,) Teilkontinua gemein haben (wobei einzelne Punkte
nicht als Kontinua aufgefat werden). Die Kette B,, B,,..., B, von
Kontinua iiberdeckt (b,,b,) vollstindig und wir nehmen an, daf} sie in
, nach b,
sich bewegender Punkt von B der Reihe nach Punkte von B, B,, ..., B
durchlanft. Auf (b,, b,) liegen { -~ 1 Punkte

der angeschriebenen Reihenfolge so geordnet sei, daB ein von b

T

e O35 CriliCassiaiey Brah Lo
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= b, ,

so daB jeder der [ — 1 mittleren Punkte dieser Reihe zwei aufeinander-

folgenden Kontinua der Kette gemein ist. Diesen Punkten ordnen wir
auf dem Bogen (p,, p,) I -1 Punkte in entsprechender Reihenfolge zu:

do =105 01, Bay v, Gyyidy =D,

20 dall (P4 Ps) durch dieselben in Stiicke < ¢ zerfillt. Kommen unter
den B, (¢ > 1) auch Kontinua vor, die mit (b,, b,) genau einen Punkt
gemein haben, so lassen wir jedem von ihnen ein den Bogen (p,, p,) nicht
durchsetzendes Polygon P, < ¢ entsprechen, das wir an (p,, p,) in einem
Punkt ansetzen und das wir so klein wiihlen, daB sein Innenbereich inner-
halb von (P) liegt, und daB je zwei der angesetzten Polygone zueinander
fremde Irmmhvrvi:-hr- besitzen; gilt fiir den Punkt ¢, welcher den Durch-
schmitt von B; (¢ > 1) mit \Fﬂl. b,) ausmacht, ¢. < ¢ <<¢.,,, bzw. ¢- ¢

80 heften wir :l.1~, entsprechende I‘uh'tfrm P; in einem I‘unl-.i d an, fiir den
d.<d<d,,,,
demselben Punkt d an ( Pys Do) anzusetzenden Polygone auf derselben Seite

bzw. n"—n’ oilt; nTnarf.Iw:. heften wir alle in einem und I

des Bogens (p,, p,) an. Ist ¢ <, so liegen nun anf dem Bogen (d,_,,d.)
im allgemeinen gewissc Punkte dy, di, ..., d;, in welchen Polygone an
\Py Ps) angeheftet wurden. Dann konnen wir aber den Bogen (d, ,.d,
in ein Polygon P, < e einschlieBen, so daBl sein Innenbereich (P,) zu den
angehefteten Polygonen fremd ist und innerhalb (P) liegt und so, daB P
mit (p,, p,) die Punkte d;_y, df, di, ..., d}, d; und nur diese Punkte ge-
mein hat. Und da in jedem Punkt df bloB auf einer Seite des Bogens
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(pys Pa) Polygone angeheftet worden sind, kann P, als einfaches Polygon
dieser Art bestimmt werden. Die Zuordnung von Polygonen zu den etwaigen
iibrigen B; bietet keine Schwierigkeiten mehr. Auf jedem der bereits vor-
handenen Polygone P, konnen Punkte angegeben werden, die zu den Be-
arenzungspunkten des entsprechenden Kontinuums B; isomorph liegen. In
jedem solchen Begrenzungspunkt eines B, ist an B, ein System von ge-
wissen B; angeheftet; zu diesem System kann ein isologes System von
Polygonen konstruiert und an den entsprechenden Punkt von P, angeheftet
werden, Damit ist der Hilfssatz fiir » = 2 bewiesen.

Ist » > 2, dann 18t § = f‘ (b;, b,) ein gewohnlicher Baum, d. h. S 1aBt

k=1

sich darstellen als Summe l‘ll'fl”icll vieler Bogen C,, C,, ..., C,, die zu je
zweien hochstens Endpunkte miteinander gemein haben und deren End-
punkte mit singuliren Punkten von S iibereinstimmen. Diesen Bigen ent-

13

7
sprechen gewisse Teilbogen C{, Ci,..., C; von >(p;, p,). Tilgt man
k=1

i,k
beide Endpunkte von C,, so zerfillt B: die abgeschlossene Hiille der-
jenigen Komponente, welche C; enthilt, nennen wir B,. B ist Summe der
solcherart entstehenden Kontinua B,, B,, ..., B, und endlich vieler Rest-

it

kontinua B, .., ..., B,, deren jedes mit 3 B, bloB einen Punkt gemein
i=1

hat, der entweder zu den n ausgezeichneten Punkten b, b,, ..., b, von B

gehort oder mehreren von den B; gemein ist. Indem man nun die C in
Polygone einschlie3t, deren Innenbereiche in (P) liegen und zu je zweien
fremd sind, und die mit jedem B, hiochstens die zwei Endpunkte von €
gemein haben, und indem man ferner Polygone P, (¢ > m), welche den
B; (¢ > m) entsprechen, in geeigneter Weise anheftet, erhélt man ein
zu den Kontinua B,,..., B, , ..., B, isologes System von Polygonen, von
denen jedes mit den iibrigen hochstens zwei Punkte gemein hat. Und auf
jedes dieser Kontinua B; und dieser Polygone P, kann die fiir » = 2 durch-
gefithrte Konstruktion des Hilfssatzes angewendet werden, wodurch auch
die Fille » > 2 erledigt sind.

Sei nun ein Baum B vorgelegt. Wir definieren durch Induktion ein
Umgebungssystem von B und ein isologes System von Polygonen. Zuniichst
zerlegen wir B in endlich viele Kontinua B, B,, ..., B, <& <1, die zu
je zweien hochstens einen Punkt gemein haben, und lassen ihnen ein iso-

loges System P,, P,, ..., P, von Polygonen < ¢ entsprechen. Wir nehmen
sodann an, es seien bereits definiert die Kontinua < e?='B;; ; = und
das entsprechende System von Polygonen < &"=1P; . ., . Dann zerlegen

wir jede der Mengen B; ;, , In endlich viele Kontinua B; ; . ., .1 < &",

vis b
die zu je zweien hochstens einen Punkt gemein haben und so, daf ihnen

in P; ;. ..., ein isologes System von Polygonen P; ;, . < &" entspricht.
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Hieraus ergibt sich folgende Abbildung von B auf ein ebenes Kon-
tinuum: Gehort der Punkt & von B bei jedem Schritt der eben definierten
Zerlegung blofl einem einzigen Kontinuum an, dann ordnen wir ihm den
Durchschnitt der entsprechenden Polygone zu; da dieselben ineinander-
geschachtelt sind und ihre Durchmesser gegen Null konvergieren, so ent-
hilt ithr Durchschnitt genaun einen Punkt. — Gehort dagegen der Punkt
b von B bei einem gewissen Schritt der Zerlegung zum erstenmal mehreren
Kontinua an, dann ordnen wir ihm jenen Punkt zu, welcher den ent-
gprechenden Polygonen gemein ist. Mit Riicksicht auf die [sologie zwischen
dem Kontinua- und dem Polygonensystem zeigt man nun in einfacher
Weise, dall die so definierte Abbildung umkehrbar eindentig und stetig ist.
Ks 1st damit ein topologisches Bild des Baumes B in der Ebene angegeben.

(Eingegangen am 2. 12. 1925.)




	Seite 572
	Seite 573
	Seite 574
	Seite 575
	Seite 576
	Seite 577
	Seite 578
	Seite 579
	Seite 580
	Seite 581
	Seite 582

