Zum Plateauschen Problem.
Erwiderung auf die vorstehende Note des Herrn Rado.
Von

Ch. H. Miintz in Berlin-Nikolassee.

Die kurze Fassung einiger Punkte meiner zitierten Arbeit () hat zu
MiBverstindnissen AnlaBl gegeben, die im folgenden behoben werden sollen.

1L

1. Herr Radé nimmt an (R1), ich hitte stillschweigend einen von
thm formulierten ,Satz iiber den Parameter =% benutzt. Diese Annahme
trifft nicht zu, und der betreffende Satz ist in unserem Falle evident falsch:
man braucht nur die Schnitte einer geschlossenen zy-Kurve mit den
x y-Spuren der benutzten Flichen zu betrachten.

Es kommen eben nicht alle Flichen @, der Familie 2 in Frage,
sondern nur solche (M §9), die im Sinne meiner Arbeit Oskulations-
flichen sind oder zumindest es gein konnten, woriiber die Kriterien (vgl. u, IT)
a. a. 0. implizite gegeben worden sind.

2. Der mir des welteren zugeschriebene ,spezielle geometrische Kon-
vergenzsatz® ist ebenfalls falsch (vgl. u. IT) und ebenfalls von mir nicht
benutzt worden!).

3. Der a. a. O. mehrfach gegebene Hinweis auf die Oskulationsflichen
(u.a. 8. 72, Z. 4 v.u,), als Stiitze der Beweisfithrung gedacht, wird von
Herrn Radé (R 6a) als ,Widerspruch zu einer friitheren Bemerkung® (8. 72,
Z.10—11) meiner Arbeit bezeichnet. Es ist mir leider nicht verstind-
lich, worin dieser Widerspruch bestehen konnte: Es wird ibd., Z. 10—11
nur gesagt, daB die fraglichen Oskulationsflichen @* einer dort ange-
gebenen Gesamtheit (2') angehéren, und dies ist richtig.

Ubrigens hingen die Flichen R* implizite nur von K ab: wie ihre
Heranziehung zu handhaben ist, sei jetzt auseinandergesetzt.

') Zur Literatur wire noch H. A. Schwarz, Werke II, 309—311 zu nennen.
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l. In einem inneren Punkfe O eines reguliiren Minimalfliichenstiickes @
18t nach vollzogener Drehung zu p— 0 (M §9) der Parameter o reell
und iiberdies, zugleich mit w !, gleichmiillig beschrinkt?®). Entsprechend
der Zweideutighkeit der GauBschen Abbildung durch parallele Normalen
1st w ebenfalls zweideutig, ebenso allgemeiner (ohne Drehung zu p =0)
die Weierstrallschen Parameter

e A ey e e : g+l p*+a°
] 4 p?

| M(14)], wobei hier |w|, |w=t|, ||, |u=1|, » gleichmiBig beschrinkt
sind; die Punkte mit % = 0 bilden auf den benutzten Hilfsflichen @* an
sich eme vertikale Gerade (Z-Achse), fiir die Jeriihrung aber kommen
nur zwei getrennte endliche Stiicke von @™ in Frage, wobei auf dem einen
stets » = (), auf dem andern stets % — 0 ist und die Wahl des Vorzeichens
uns freisteht.

2. Fiir jede Oskulationsfliche sind die reellen Parameter » und 7 — tg
in endlichvieldeutiger Weise bestimmt aus M(16) [jfi}: man kann dabei
nach Belieben und unabhiingig voneinander iiber die Vorzeichen von cos Y,
siny und x verfiigen (das Vorzeichen von » entscheidet iibrigens iiber
den somit wiihlbaren Sinn der Schraubung von @* um die Z-Achse). Fiir
r* -t 8*—co hiitte man %— 0 in allen Fillen zu gewirtigen; es geniigh
daher, den erwiinschten Widerspruch bei einer einzigen passenden Wahl
aufzuzeigen.

3. Setzt man in O an @ eine zugehérige & etwa mit u > 0, so
besitzt die (analytische) Schnittkurve S auf @ mindestens sechs von O
aquiangular ausgehende reelle Halbzweige, von denen héchstens nur einer
die Z-Achse treffen kann, wihrend auf allen anderen, auch beim jeweili-
gen (sicher existenten) Schnitt mit der Randkurve K stets u = 0 bleibt® );
®* selbst ist durch je fiinf Punkte auf K in endlichvieldentiger Weise
bestimmt. Jede durch O gehende analytische Kurve §* auf @ wird dort
von @* mindestens von der zweiten Ordnung beriihrt; es gelten daher in
O nicht nur die Gleichungen M (17*), sondern auch diejenigen, die daraus
durch zweimalige Differentiation nach der Bogenlinge s* von S* ent-
stehen.

?) In B4 wird gerade der Punkt (0, 0, 0), mit w=0, herangezogen, der fiir
die zu betrachtenden Beriihrungen nicht in Frage kommt.

*) Nur so ist M, 8.71, Z. 8—5 v. u. iiberhaupt erst zu verstehen; sonst liefert
schon z =z, geschlossene Kurvenstiicke.




Zum Plateauschen Problem. 509

4. Die betrachteten Minimalflichenstriche @ entspringen jeweiligen
gefundenen Losungen mit einer Randkurve K (&), die aus K (1) durch
Abflachung der Randwerte z*(e) — e2%(1) entsteht (M, Sitze G—H der
Einleitung); auf den heunte allein gangbaren Wegen ist dabei anch fiir die
z-Ableitungen der ersten zwei Ordnungen die Stetigkeit auch nach dem
Rande hin gesichert, und es handelt sich nachtriglich nur um gleichmiBige
Abschitzung derselben; »-— 0 besagt, dall diese Maglichkeit fiir &e— ¢,
besteht, wenn O™ — Py ist, wobei O die x 7-Projektion eines inneren
Punktes O bedeutet.

Nach dem Vorhergehenden geniigt es zu zeigen, dall wenigstens fiir
eine Moglichkeit der Vorzeichenwahl eine von 0 verschiedene untere Schranke
fiir |»| entsteht, wenn man fiir K (e,) neben M(17%) die daraus durch
zweimalige Differentiation nach der Bogenlinge s — s(&) entstehenden
Gleichungen hinzunimmt, wozu dann noch diejenigen des Durchgangs durch
drei weitere Punkte von K (g,) hinzukommen, wobei fiir die zugehorigen
u das gleiche Vorzeichen wie bei P, verlangt werden darf.

Wenn nun neben F, fiir »— 0 ein zweiter Grenzpunkt @, == P,
stehen konnte, so lilt sich jetzt die Wahl des Vorzeichens von coswp so

ent-

> . S #* s = 1 =g = -

treffen, daB Py Qo die Richtung der positiven z-Achse fiir @ erhilt,
iitber der die Vorzeichen von #u in der Grenze derart verfiighar sind, dal}
nur einmal # > 0, zweimal aber # < 0 entsteht (fiir % > 0), oder um-
gekehrt: denn die Substitution M S. 72, Z. 12 v. u. zeigt, dal} fiir = 0
die Grenzebene 1m Reellen dreifach (nicht neunfach?*)), im Positiven aber
die zu betrachtende offene Halbebene sogar nur einfach ist; nach @, wird
daher hochstens nur einer der fiinf betrachteten Schnittpunkte gehen, nach
P, mindestens vier, von denen drei hereits als regulir zusammenfallend
vorausgesetzt worden sind (vgl. o.).

Die derart in P, entstehenden Gleichungen ergeben (nach einer ele-
mentaren Durchrechnung) fiiv » — 0 die Bedingungen:

i) y r ot N .. s
(X +vY)(Z +uY)—0 (Asymptotenlinien);
i AV S £ 8
(X' oY) +ulz' +uy’) —0,
s - = . o
wegen der Beschriinktheit auch von |z also auf alle Fille
2/ +uy' =0°%);

Wenn aber hier nicht von vornherein %’ = 2’ = 0 ist, so wiirde sich nun

1y Ebenso wie etwa fiir y* = x, x = 2y, = — 0, der entstehende Punkt im Reellen
nur dreifach zu gelten hat.

%) Es darf nicht wundernehmen, dall bei einer Frage iiber hohere Berithrung

schon die ersten Ableitungen entscheiden: so hat z B. auch ein vertikales Bogen-
element eine vertikale Schmiegebene zur Folge.
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ein bestimmtes Vorzeichen fiir % ergeben, das abzulehnen uns noch frei-

steht; y" = 0 ist also von vornherein notwendig, alle sechs Schnittpunkte

sind um P, zu gruppieren, und die nichsterhaltene Bedingung lautet dann:
2" +uy”"=0,

was aus den gleichen Griinden zu y” =2z" =09%), d. h. zu einer verti-

lkalen Schmiegebene fiihrt, gegen die Voraussetzung.

Die zur Abschitzung von |x| bendtigten algebraischen Operationen
sind damit vorgezeichnet®). Bei den héheren Ableitungen hat man zu-
niichst nicht ohne weiteres die Moglichkeit hoherer Differentiationen nach s,
dafiir aber von vornherein das Hinzutreten weiterer Punkte fiir 2 — 0 zu
den drei in P, regulir vereinigten.

5. Der kaum verallgemeinerungsfihige Charakter der obigen Uber-
legungen liel die Angabe aller Details nicht als zweekmiiBig erscheinen,
solange die Moglichkeit gegeben war, dall Herr S. Bernstein, dessen Theorie
bekanntlich die allgemeinste elliptische Differentialgleichung betrifit, auf
meine Fragen hin (M § 11) die auch sonst in der Literatur®) gewiinschte
Ergiinzung seiner Darstellung geben wiirde. Dies ist jetzt erfreulicher-
weise tatsiichlich geschehen (Math. Aun. 95, 8. 585—594); danach wiiren
in meiner eigenen Arbeit nachtriiglich als nen nur die Hilfssiitze sowie die

Ausdehnung der Losung auf nichtanalytische Fille zu bezeichnen.

%) In meiner Arbeit bin ich (8.72, Z. 4 v.u.: 5. 75, Z. 21) auch nicht weiter
als zu ' =y" =0 gegangen.
") Bei den m-ten z-Ableitungen sind hierbei auf der Randkurve beschriinkte

(2m 4 1)-te Ableitungen nach der Bogenlinge vorauszusetzen.
%) Vel. Enzyklopiidie II C 12, 8, 1326.

( Bingegangen am 20, 4. T'JL’.H_J

Berichtigung
zu dem Aufsatz von L. Mandelstam und J. Tamm: ,Elektrodynamik der aniso
tropen Medien in der speziellen Relativitiitstheorie¥, Math. Ann. 95, 8. 154—160.
S. 157, Z. 14, Z, 16, Z. 17 v. 0. und Z. 3 v. u., ebenso 8. 158, Gl (10) und G (12)
ist an Stelle von ¢ (mit Indizes) iiberall 8 (mit den gleichen Indizes) zu setzen.
S. 158, Gl. (11) rechte obere Ecke

: 1
lies — — statt

£ g=

o

3. 158, FubBnote, im Nenner der linken Seite der unteren Formel
lies 8,,pp stath Sppp .

: EQ T D = - i hk
S. 159, Z. 2 v. o. lies Sapnk ghatt =7 "%,
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