Koeffizientenabschiitzungen bei ebenen und riiumlichen
harmonischen Entwicklungen.

\r":m

(. Szego in Konigsberg.

Fine im Einheitskreise 2*-} #* < 1 regulire harmonische Funktion
w(a,y) lillt sich bekanntlich daselbst in eine nach Kreisfunktionen fort-
schreitende Reihe
(k) wu(x,y)=Fky(2,y)+k (2,y)+ ks (2,9)+ ... + & (2,9)
entwickeln; hierbei ist % (a,y) ein homogenes harmonisches Polynom
m-ten Grades, das in Polarkoordinaten r, @ (x =17 cosg, ¥ = rsing)
geschrieben die besonders einfache Gestalt
(1) rf (@) =rm(a,cosmep - b sinme)
besitzt, wo @, und b Konstanten sind.

Fine in der KEinheitskugel z®-y*-42®< 1 regulire harmonische
Funktion U(x, y, z) liBt sich bekanntlich daselbst in eine nach Kugel-
funktionen fortschreitende Reihe
7t U(w,y,2) =K (2,y,2)+ K, (z,y,2) + Ky (z,y,2) +
(K) L

K. (x,9,2)
entwickeln; hierbei ist K, (a,y,z) ein homogenes harmonisches Polynom
m-ten Grades, das i Polarkoordinaten r, 0, ¢ (z=17 sinf cosp,
y=rsinbsing, z=7r cosfl) geschrieben die Gestalt

a7
7 jm I-‘”‘f.l" J

{ |' . L : \
s ;\um F',,‘- cos ) = :',1 (QmyCOBY @ b,.. 80y (v | Py, (cos 0) )
r=1 i

besitzt, wo @, @y, by, Konstanten sind und P, (£) das m-te Legendresche
Polynom, P, (&) die sogenannten zugeordneten Funktionen bezeichnen, d. h.
Yy A e ) o
(2) Py (cosf)=sin" 6 Py’ (cosf).
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In beiden Fillen kann die fragliche harmonische Funktion im Innern
ihres Definitionsbereiches durch das sogenannte Poissonsche Integral dar-
gestellt werden. Es ist fiir » < 1

w(#cos g, rsing)

D oy

J

() T AN
lim w(ocosip, osIn ) . - di.

el S = = l—2reco8(pg—gp)+r=

(1]
U(rsinf cosp, rsinfl sing, r costl)
I 5 | 7 S t o a f
7 5 lim U(osinf cosq, osinbsing, o cost)-
0 ) L Y
1l —¢2
. do,

(1—2% cosy+r2)?
wobei y die r.apit;'irim*-lm Distanz der Punkte mit den Polarkoordinaten
(1,0, %) bzw. (1,0, ¢) bezeichnet und do=sinf d dp das Flichen-
element der Einheitskugel £ ist. Mit Beachtung der Entwicklungen

R a
{ 3 . | i | € Tal-l . D= o ooy
(olie dlr @) =n—s T 1 -+ 2rcosg - 277 cos 2g
1 —»?
x(r,y :
4") (1—2rcosy+rt)=
= P, (cosy) -+ 3r P, (cosy) -+ 5r? P,(cosy) +

erhilt man also fiir das allgemeine Glied von (k) baw. (K):

- : g : [ - : o =
A k,(rcosp,rsing) =" ;)'1 lim } u(pcosqg,osinig |cosm (g — pldg
2) = o1 &
y . — )
(eg=1, ¢ £ =2,

K, (rsinf cos g, rsinf singp, r cosh)
. 2m +1 ;. OfRvialins : e x THEs .
NS === lim U(osinbicosi, osinflsinip, o cost) P (cosy)do
" i a-»l v A ¥

P

(cosy = cost cosf) - sin f) sin ) cos (F — @) ).

Die Analogie dieser beiden Entwicklungen springt sofort in die Augen.
Sie weiter zu verfolgen, bildet das Ziel der vorliegenden Arbeit. Hinsicht-
lich der Entwicklung (k) sind wegen ihrer Beziehung zur Theorie der
analytischen Funktionen einer komplexen Verinderlichen zahlreiche Eigen-
schaften bekannt. Besonders eingehend sind sie bei einer im KEinheits-

kreise reguliren positiven harmonischen Funktion w=(a,y) untersucht
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worden'). Demgegeniiber scheinen dhnliche Fragen beziiglich der zu einer
rdumlichen harmonischen Funktion U/ (x,y, z) gehorenden Entwicklung (K
bisher nur geringe Beachtung gefunden zu haben®).

Wir wollen uns hier in erster Linie mit denjenigen Fragen beschif-
tigen, welche sich auf den Zusammenhang zwischen dem Wertevorrat der
gegebenen Funktion und den Eigenschaften der einzelnen Glieder ihrer
Entwicklung (k) bzw. (K) beziehen.

In dieser Richtung ist eine Bemerkung wvon G. Pick zu erwihnen®),
die einer bekannten Bigenschaft von ebenen harmonischen Funktionen
gegeniiberzustellen ist. Diese Eigenschaft spielt in der Carathéodoryschen
Theorie der positiven harmonischen Funktionen zweier Veriinderlichen')
eine Rolle und kann folgendermalien formuliert werden:

I. Es set w(x,y) reqular harmonisch und positiv fiir z*--y*< 1;
in threr Entwicklung (k) nach Kreisfunklionen sei ferner

ky(z,y)=1.
Dann ist fiir 2*-+ y* < 1
(6) &, (2, )| < 2.
Fiir die Funktion

w(z,y)="1(r,p— @,) s
| e )' / l ] }‘ .le / ] e J_”l CﬂSf_flr' r|f-'(| ] i I_-_l

tritt hier bei r =1, ¢ = ¢, (mod =) das Gleichheitszeichen ein, so dall die

Konstante 2 durch keine kleinere ersetzt werden kann.

Nun kann die erwahnte Picksche Bemerkung wie folgt ausgesprochen
werden:

1) Vel. insbesondere C. f.‘arulha’zn(lnr:{, Uber den Variabilititsbereich der Koeffi-
zienten von Potenzreihen, die gegebene Werte nicht annehmen [ Mathematische Annalen
G4 (1907), S. 95—115]; 0. Toeplitz, Uber die Fouriersche Entwicklung positiver
Funktionen [ Rendiconti del Circolo Matematico di Palermo 32 (1911), S. 191—192];
C. Carathéodory, Uber den Variabilititsbereich der Fourierschen Konstanten von posi-
tiven harmonischen Funktionen [Rendiconti del Circolo Matematico di Palermo 32
(1911), S. 198—217].

%) Eine Ausnahme diirfte die Untersuchung der Entwicklung (K) auf der Kugel-
oberfliche, d. h. die Theorie der Laplaceschen Reihe bilden, welche — entsprechend
der Theorie der Fourierschen Reihe — bereits eine grofle Literatur besitzt. Vgl. die
Zusammenstellung bei L, Fejér, Uber die Summabilitiit der Laplaceschen Reihe durch
arithmetische Mittel [ Mathematische Zeitechrift 24 (1925), 8. 267—284], FuBnote *) u. 7).

% . Pick, Ein Abschiitzungssatz fiir positive Newtonsche Potentiale [Jahres-
bericht der Deutschen Mathematiker-Vereinigung 23 (1915), S. 329—332]; Uber posi-
tive harmonische Funktionen [Mathematische Zeitschrift 1 (1918), 8. 44—51].

) Vgl. die zweite, unter *) zitierte Abhandlung von C. Carathéodory.

a0*
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1. Esser Ulz,y,z) requldr harmonisch und positiv fiir x*-1- y*

in threr Entwicklung (K) nach Kugelfunktionen ser ferner
K,(z,y,z)=1.

Dann ist fiir x®+ y*+2°< 1

Lo}

(67) [ K (2,9,

Fiir die Funktion
Ulz, v.2)= % (1r:7) :

(1—2%cosy-t-rf)*?

wo cosy = cos b cosfl, -+ sin 6 sin 6, cos (p — ¢,) ist, tritt hier ber r=1,
y =0 oder = das (Jleichheitszeichen ein, so dall die Konstante 3 durch
keine kleinere ersetzt werden kann.

Diese Aufgaben bilden blof Spezialfille von gewissen allgemeineren,
bei denen eine vorgeschriebene lineare Kombination der m ersten Glieder
der fraglichen Entwicklung fiiv die Gesamtheit der in dem Einheitskreis
hzw. in der Binheitskugel reguliren positiven harmonischen Funktionen,
deren Entwicklung mit 1 beginnt®), abgeschitzt wird. In den §§ 1, 2
der vorliegenden Arbeit wird diese Aufgabe allgemein behandelt. Die
Giiltigkeit des Gleichheitszeichens erfordert eine etwas genauere Unter-
suchung. Hs tritt nur bei gewissen sehr speziellen Funktionen ein, die
man aus den Funktionen (4) bzw. (4") auf einfache Weise aufbauen kann.

Der auf ebene harmonische Funktionen beziigliche Teil dieses Ergeb-
nisses ist durch einen fritheren Satz von Herrn I. Schur bekannt®). Seine
Methode beruht auf gewissen Sitzen der von ihm stammenden Theorie
beschriinkter Potenzreihen?), scheint also einer Ubertragung auf den Raum
kaum fihie zu sein. Auferdem wiren aber noch andere Wege zu diesem
Satze denkbar. Man konnte z. B. die Carathéodorysche Theorie heranziehen®)
oder sich auf einen Satz wvon F. Riesz") iiber die Darstellbarkeit einer

5 Diese Bedingung kann auch so aufgefaBt werden, dall der Mittelwert unserer
Funktion auf den Kreislinien hzw. Kugelflichen um den Nullpunkt gleich 1 ist, oder
auch so, daB die Funktion im Nullpunkt gleich 1 ist.

# I. Schur, U'ber die Koeffizientensummen einer Potenzreihe mit positivem
reellen Teil [Archiv der Mathematik und Physik (3) 27 (1918), 8. 126—135], s. insh.
Satz I1I

7% I, Schur, Uber Potenzreihen, die im Innern des Einheitskreises beschriinkt
sind [Journal fiir Mathematik 147 (1917), 8. 2056 —232; 148 (1918), 5. 122—145].

8 Vgl eine Andeutung bei I. Schur, a. a. 0. %), 5. 134,

" F. Riesz, Sur certains systémes singuliers d’équations intégrales [Annales de
I'Ecole Normale Supérieure (3) 28 (1911), 8. 33—62], vgl. 8. 58—61. — Ein anderer
Beweis findet sich bei G. Herglotz, Uber Potenzreihen mit positivem reellen Teil im
Einheitskreis [Leipziger Berichte 63 (1911), 8. 501—511 ], § 3.
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positiven harmonischen Funktion als Stieltjes-Integral stiitzen. Keines von
diesen beiden Hilfsmitteln ist bisher auf den Raum iibertragen worden.
Wir haben uns also gendtigt gesehen, fiir den ebenen Fall in § 1 einen
neuen einfachen Beweis auszuarbeiten, den man in dem réumlichen Falle
ohne griffere Anderungen wiederholen kann (§2).

In § 3 werden diese allgemeinen Resultate auf den oben formulierten
Pickschen Satz 1l angewendet.

Als ein weiterer Spezialfall wird in § 4 ein Satz des Herrn I. Schur™®)
iiber die Abschnitte von positiven harmonischen Funktionen zweier Ver-
inderlichen auf drei Veriinderliche iibertragen. Man betrachte wieder die
Entwicklung einer im Einheitskreise bzw. in der Einheitskugel reguliren
und positiven harmonischen Funktion nach Kreis- bzw. Kugelfunktionen.
Bekanntlich sind dann die Abschnitte dieser Entwicklungen nicht notwendig
simtlich positiv. Sie konnen sogar im Einheitskreise bzw. in der Einheits-
kugel nach unten unbeschriinkt sein*!). Wir wollen uns die fragliche Entwick-
lung so normiert denken, daB das Anfangsglied &, (z,y) baw. K, (,y,2)
oleich 1 ist. Der m-te Abschnitt besitzt dann in dem Einheitskreise bzw.
in der Einheitskugel ein wohlbestimmtes Minimum. Wir bezeichnen mif
u,, die untere Grenze dieser Minima fiir die Gesamtheit aller harmonischen
Funktionen der betrachteten Art; dann gilt nach I. Schur in dem ebenen
Falle

Rin @

= 9 I, 3 ) \
(7) lim ;= = Min — (z reell).
n-r o 32

Im riumlichen Falle ist nun, wie in § 4 gezeigt wird,

) : T A i i
(7°) lim " = Min -

am= 4 1
fit = 0

x reell),

wo J, (x) die erste Besselsche Funktion bezeichnet.

§ 5 beschiiftigt sich mit dem ebenfalls hierher gehorigen riumlichen
(tegenstiicke zu einer interessanten Bemerkung der Herren W. Rogosinski
und L. Fejér?), die folgendermaflen zu formulieren ist. Wihrend die
Abschnitte einer in dem EBinheitskreise reguliren positiven harmonischen

10y Vel. a. a. 0. %), 8. 128.
1) Dies ist z. B. der Fall bei den Funktionen (4) und (4'). Vgl. iibrigens
auch § 4.

19y W, Rogosinski, Uber Bildschranken bei Potenzreihen und ihren Abschnitten
i.'“.'Ll-hi_-ln:lt-is-'t:ht: Zeitschrift 17 (1928), 8. 260—276], vel. § 8. — L. Fejér, Uber die
Positivitiit von Summen, die nach triconometrischen oder Legendreschen Funktionen
fortschreiten (Erste Mitteilung) [Acta litterarum ac scientiarum rtegiae universitatis
hungaricae Francisco-Josephinae, secto seientiarnm mathematicarum 2 (1925), 8.75—86]
vgl. Theorem IV. — Fejér betrachtet hier auch harmonische Funktionen und nicht
nur Potenzreihen wie Rogosinski.
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Funlktion, wie oben erwihnt, nicht notwendig in dem ganzen Einheitskreise
positiv sind, gilt dies stets (fiir alle Abschnitte) in dem kleineren Kreise

Hierbei kann die Zahl ! durch keine grioflere ersetzt werden. Bei rium-
lichen harmonischen Funktionen, die in der Einheitskugel regulir und
positiv sind, gilt nun Analoges in der Kugel

Auch hier kann die Zahl } durch keine kleinere ersetzt werden.
Wiihrend bisher nur unendliche harmonische Entwicklungen betrachtet
worden sind, beschiiftigt sich der zweite Teil der vorliegenden Arbeit mit
abbrechenden harmonischen Entwicklungen, d. h. mit harmonischen Poly-
nomen eines gegebenen Grades n. Fiir diese Unterklasse der harmonischen
Entwicklungen lassen sich manche Abschitzungssitze verschirfen. So kann
ein iilterer Satz von Herrn L. Fejér iiber nichtnegative trigonometrische
Polynome'?) als eine Verschiirfung des Satzes I aufgefaBt werden, wenn
man sich auf die Gesamtheit der ebenen harmonischen Polynome #-ten
(srades beschrinkt. An Stelle der Schranke 2 von Satz I tritt dann

oy T = o W - -
dcos . In §6 wird fiir diesen Satz ein neuer, auf der Benutzung von
PR

Enheitswurzeln beruhender Beweis mitgeteilt. § 7 bringt eine in dhnlichem
Sinne aufzufassende Verschirfung des Pickschen Satzes II, die also das
Analogon des in § 6 behandelten Fejérschen Satzes darstellt. An Stelle
der Schranke 3 von Satz II tritt dann eine Zahl von der Form 30,.
wobei ¢ <= 1 auf einfache Weise mit Hilfe der Nullstellen der Legendre-
schen und verwandten Polynome charakterisierbar ist.

§ 8 iibertrigt einen anderen Satz von L. Fejér iiber nichtnegative
trigonometrische Polynome!!), den man ebenfalls als eine Aussage iiber
ebene harmonische Polynome auffassen kann, auf den riumlichen Fall,
Man betrachte nimlich die Gesamtheit aller harmonischen Polynome
n-ten Grades u(ax,y) bazw. U(z,y,z), die im Binheitskreise bzw. in der
Kinheitskugel nichtnegativ sind und im Anfangspunkt den Wert 1 haben?).
Dann ist nach L. Fejér
(8) ulz,y)En1 fir 2*4+y*<1.

%) L. Fejér, Uber nichtnegative trigonometrische Polynome [Journal fiir Mathe-
matik 146 (1915), S. 53—82], S. 79. Hier findet sich der Satz allerdings nur fiir
Kosinuspolynome.

) A.a. 0.1, 8. 65—67. Vgl auch L. Fejér, Sur les polynomes harmoniques:
Sur les polynomes frigonométriques [Comptes Rendus 157 (1913), 8. 506—509,
571—574].

*) Vgl. die Bemerkung unter ).
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Das in § 7 bewiesene analoge Resultat lautet:

(8") Ulax,u,2) < | LA Bli= iz a2 1.

e ] b
G 8 ==

Der Beweis der Behauptungen von §§ 7, 8 kann auf gewisse, langst
geliste Aufgaben iiber Polynome einer Verinderlichen zuriickgefithrt werden,

die auf diese Weise eine nene Deutung erfahren.
Inhalt.
[. Teil. Unendliche harmonische Entwicklungen.

§ 1. Koeffizientenabschiitzungen bei ebenen harmonischen Funktionen.
2. Koeffizientenabschiitzungen bei rdumlichen harmonischen Funlk-

i

tionen.

3. Uber einen Satz von G. Pick.

4. Uber die Abschnitte der Entwicklung einer in der Einheitskugel
positiven harmonischen Funktion.

5. Noch ein Satz iiber Abschnitte.

L AL

mire

II. Teil. Abbrechende harmonische Entwicklungen.
6. Verschirfung des Satzes I.
7. Verschirfung des Pickschen Satzes II.

efry e o

8. Ubertragung eines Satzes von L. Fejér anf den Raum,

. Teil. Unendliche harmonische Entwicklungen.

§ 1.
Koeffizientenabschitzungen hei ebenen harmonischen Funktionen,

1. Es sei u(a,y) eine im Einheitskreise ® -} y* <1 regulire und
positive harmonische Funktion, deren Entwicklung nach Kreisfunktionen

(k) w(z,y)=k (2, y)+k(2,9)+k(z,y)+...+k,(2,9)+ ...

mit k,(2, y)=1 beginnt; d. h.

(9) u(0,0)- J] u(ocosp, osinp)de = 1 (o<1).
. az

Es seien ferner i, A, ..., 4, (m =1) gegebene reelle Konstanten, die
nicht simtlich verschwinden. Wir fragen nach dem Minimum und Maxi-

mum des harmonischen Polynoms

(10) Aoleg (2, 4) A by (2, )+ .o+ 4k (2, ¥),

L

wihrend u(x,y) die Gesamtheit aller harmonischen Funktionen der er-
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wihnten Art durchliuft und (#, y) im Einheitskreise 2* 4 y* < 1 beliebig
beweglich ist.

Diese Aufgabe ist auf Grund der Integralformel (5) bekanntlich leicht
zu losen. Die Extrema eines festen Polynoms werden im Einheitskreise
am Rande erreicht., Man kann sich also auf derartize Werte beschrinken.

Es gilt nun
FL
T - .
y Ay by (cos g, sin g
y=I)

o B T e e i (|
Ay~ 2 4, COB( )

15 s ' :

i lim I U (0Ccosp, pBIN ()
o-rl ,

0

F24, cosm(fp—ep)ldy.
Setzt man also
(12) 1o, p)=4y+ 24, pcosp ... 21 o™cosmyg

und bezeichnen x, M das Minimum bzw. Maximum des trigonometrischen

Polynoms #(1, ¢). dann folgt aus (11) wegen (9)

(13 i ky(cos g, sin o) < M,

Wir behaupten, dall 4 und M das gesuchte Minimum bzw. Maximum
sind. KEs seien namlich ¢,, ¢,, ..., ¢, die mod 2z inkongruenten Null-
stellen des trigonometrischen Polynoms (1, ¢ ) — u; dann tritt in der
unteren Abschitzung (13) gewil das Zeichen = ein, wenn ¢ = ¢, und

!
(14) w(reosp, rsing)= Ng t(r,p — g, — @,)
=1

gesetzt wird, wobei die g, nichtnegative Konstanten mit der Summe 1 be-
zeichnen und ¢, beliebig ist. In der Tat ist wegen (4)

G oay

) -

'r [ [0, @ —@o— @)1, § —@,)de = t(0, @,),
b
so daBl nach (11)
n : Sl ol

r:__ﬂ,:, k, (cos g, 8in g = ‘]]I)Ill, ;{1|m L0, @) = !_;:1(;;' L(1,@,) = p-

Ahnlich wird gezeigt, dall auch bei der oberen Abschiitzung (13) das
(Heichheitszeichen eintreten kann.

2. Etwas tiefer liegt die Tatsache, daB der eben angegebene Fall der
einzige ist, in dem in der unteren Abschitzung (13) das Gleichheitszeichen
eintreten kann'®), (Ahnlich bei der oberen Abschitzung.)

a0 i

%} Vgl. die Andeutungen bei G. Pick, a.a. 0. %), S.331—332.
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Es sei némlich u(z, ) eine solche Funktion, dafi fiir ein gewisses ¢,

m
L 15) l'i,, k.| cos Ppy BN @, = U
i r=I()
ausfillt. Es mull dann
S 5 _ 3
lim ;- ] u(pcos@, osing)t(l, g — @) de
o - S -il
(1}
245

lim _JE_ [ u (o cos (P -+ ¢,), osin (g -+ ¢,)) t(1,0)dg=pu,

o =1
u
d. h.
(16) Lm 5 J u (0 cos (¢ + ¢,), osin (@ + @) [(1, p) — nldp =0
P S b 2
) 258 i
sein.

Wir wollen zunichst der Einfachheit halber ¢, — 0 setzen. Hs seien,
wie oben, ¢,, @4, ..., @, die mod 2z inkongruenten Nullstellen von
t(1,p)— n. Wir zeigen zuerst, daB, unter I ein beliebiges abgeschlosse-
nes Intervall verstanden, das keine diesen Nullstellen mod 2z kongruen-
ten Stellen enthélt,

(17) lim [ w(ocosp, osing )dg == 0
p=rl I
gilt.
Der Integrand in (16) ist nichtnegativ, so dall aus (16) fiir ¢, =0

lim [rm ocosg, osing)[t(1, ¢) — puldep =0
hervorgeht. Fiir geniigend kleine Werte von 1 — o ist aber auf
t(l,p) —p>e,

wo ¢ eine feste (von I abhiingige) positive Zahl bezeichnet. Hieraus folgt
die Behauptung.

3. Es seien nun [, I, ..., I, beliebige abgeschlossene Intervalle,
welche keine gemeinsamen oder mod 2z kongruenten Punkte haben und
bzw. ¢,, @y, .- ., @, enthalten. Wir zeigen, daB fiir A=1,2,...,1

( 18] lim ‘ 2 -:_'.r_:rn:-‘. @, 0 SN ;."-:' {,TF Q7 7,
[} :I-l]h

ist, wo die g, selbstverstdndlich > 0 sind und die Summe 1 haben. (Sie
sind wegen (16) unabhiingig von der speziellen Wahl der Intervalle 7, .)
Es sei t(¢g) ein beliebiges trigonometrisches Polynom. Dann 1st
27

lim | %(ocosq, osing) t(q)dy

a-»1 0
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vorhanden. Hieraus folgt mit Beachtung von (17) auch die Existenz von

B
(10) lim 3 | u(ocosop, psing)t(p)dp.

= I‘[,{.

Wir behaupten ferner die Existenz von

i
(20 lim _\' t @, ) f (o cosq, osin .}'. ) n’.rf- .

=i h=1 ‘F.Fr

Es sei nidmlich &> 0 und I, ein ¢, enthaltendes Teilintervall von I,
auf dem
tp)—tig, | <ZE"

Die Differenz der beiden Summen in (19) und (20) ist dann absolut
genommen kleiner als

i . '
e [u(ocosq, o singldp +2G Y r u(pcosg, osing)dp,
h=17, AESten oy

i i

wobei G = Max |#(p)| ist. Das zweite Glied strebt fiir o — 1 gegen 0,
das erste ist

<ée)u(ocosg, osing)dp = 2ne.
L1}

Setzt man nun in (20) der Reihe nach

t(p) = eilt-1p (k=1,2; .. 1),

so ergibt sich die Existenz von

I.l .
lim Neik-No | y(ocosq, osing)dy (k=1,2 l);
o=wl =1 f_;l

da die Determinante

¢ (= 14r
[F,_1-L -_llffl.llllﬂ.lﬁ-: T PO

von Null verschieden ist, folgen hieraus die behaupteten Gleichungen (18).

4. Wir schlieBen aus (17) und (18) auf eine aus der Theorie der
singuliren Integrale geliufige Weise, daB unter f(¢) eine beliebige, fiir
alle Werte von ¢ stetige, nach 2z periodische Funktion verstanden,

i — J i
lim | u(pcosg, osing) f(@)dp =2xa Mg, f(¢;)
o=l 0 N T

17) Die Benutzung von imaginiiren Grifien ist offenbar unwesentlich; sie kann
ohne weiteres vermieden werden, indem man etwa f(@)=cos(k—1) (p — ') setzt,
wo ¢ so gewidhlt werden mul, dal die Zahlen cos(gz—eg’) (=1, 2, ..., 1) simt-

lich voneinander verschieden ausfallen.
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gilt. Insbesondere hat man fiir n =0,1,2, ...

B

; !
lim J u (o cos :J; 0 81N 'f- cos 7 | .'r'-: — rJ.'-:i dop =2 'T,“ll g, cosn (g, ).
o-¥1 0 1= 1

Dies heiit aber, dafi die Entwicklung der Funktion «(x, ) mit der von

24 ir,o—gy)
=

iibereinstimmt, woraus (14) (mit ¢, = 0) folgt.

Im Falle eines beliebigen ¢, muf

AW ""UR{FJ'. _:_ 1 U‘".' }'.":iil {"f" ] r];'”} .l. ”.l, f'- Fa 0 — r!r:.l‘n‘-l
=

f

sein, was die Behauptung war.

:
3

o)
Koeffizientenabschitzungen bei riumlichen harmonischen Funktionen.

1. Ein Teil der vorangehenden Betrachtungen kann fast ohne Anderung
auf den riumlichen Fall iibertragen werden.

Es séi U(z, y,2) eine in der Einheitskugel z* |- %* - 2* <1 regu-
lire und positive harmonische Funktion, deren Entwicklung nach Kugel-
funlktionen

(K) Uz, y,2)
=K, (2, ¥,2)+ K, (2, y,2)+ K, (2, 9,2)+... - K, (2,9, z)+
mit K, (x, y,2)= 1 beginnt; d.h.

(9 U000y = 4[_F [ [‘r_’.-"[ osinflcog @, o sinfsin g, o cost)do = 1
E A
(o< 1),
wo do das Flichenelement der Einheitskugel B bezeichnet. Es seien
ferner 4., 4,, ..., 2,, (m = 1) gegebene reelle Konstanten, die nicht simt-
lich verschwinden. Wir fragen nach dem Minimum und Maximum des
harmonischen Polynoms

(10") Ao Ko(zyys2)+ A, K (2, 8:2) + oo+ 4, K,

FLTE m =M l\j‘.‘ -J"r‘ :,"
withrend U(x, y, z) die Gesamtheit der harmonischen Funktionen der er-
withnten Art durchliuft und (z, 9, z) in der Einheitskugel z* 4 y® - 2% < |

beliebig beweglich ist.

Die Extrema eines festen Polynoms werden in der Einheitskugel am
Rande erreicht. Man kann sich also auf derartige Werte beschrinken.

Es glt
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m

(112 M, K, (sinflcos g, sinfl sin ¢, cosf)
v 0
l s'm e
1 lim | | U (osinflcosq, psinfising, ocost) 3 (22-+1)4, P, (cosy)doa,
W a1 E “y=0"

wobei y die sphiirische Distanz der Punkte mit den Polarkoordinaten
(1,0.%) baw. (1,0, @) bedeutet:

cos y = cos tl cosf) 4- sinfl sin b cos (¢ Q).
Setzt man
’ i -
{127) T(o,n)= 3 (2v+1)i0*P,(cosy)
r=()

und bezeichnen g, M das Minimum bzw. Maximum von 7'(1,#). so folgt
' ¢
aus (11°) wegen (9
’ __ i r T 2 : 5
(137°) n = 3, K, (sinfcos @, sinflsin g, cos) <M.
r=1

Die Zahlen g und M liefern auch hier die Losung der vorliegenden

Aufgabe. Es seien némlich 2, 9,, ..., %, die im Intervall 0 < y < xn be-
findlichen Nullstellen von T'(1, ) — u. Ist (1,0,, ¢,) ein beliebiger Punkt
der Einheitskugel, so tritt in der unteren Abschiitzung (13") gewil das
Zeichen = ein, wenn 0 =4,, ¢ = ¢, und

!
(14") U(rsinbcos g, rsinfsing, rcos) = Mg S(r, y,)

i i
h=

gesetzt wird. Hier sind die g, beliebige nichtnegative Konstanten mit der
Summe 1; y, bezeichnet die sphirische Distanz des variablen Punktes
(1,0, @) von einem beliebigen Punkte (1,0,,¢,) desjenigen Kreises C,
auf der Einheitskugel, dessen Punkte von (1,0, ¢,) die konstante sphi-
rische Distanz #, haben. Dies wird dhnlich wie in § 1 durch Beachtung
der Gleichung

1

T [ o VT r v = 1/
4 "fr.'-’ ht ;{-.]' fhs ! : I‘ r,-,,l f!“ ? i‘:uj' "ll'la'.'l

gezeigt, wobei y, die sphirische Distanz der Punkte (1,8, ), (1,0,,9,)
und y, die von (1,8, %), (1,6,, ¢,) bedeutet.

Die Kreise C, konnen sich auch auf Punkte reduzieren, nimlich dann
und nur dann, wenn 7, = 0 oder = ist; es handelt sich dann um den
Punkt (1, 6,, ¢,) selbst bzw. um seinen Gegenpol.

2. In dem Falle, wo die Zahlen #, nicht simtlich gleich 0 oder =
sind, gibt es auBer (14") offenbar noeh andere Funktionen U(x,y,z) der
gleichen Eigenschaft. In der Tat, es sei f, eine beliebige, auf C, defi-
nierte monotone Funktion. Dann tritt in der unteren Abschitzung (13")
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das Gleichheitszeichen, wie leicht ersichtlich, auch fiir die harmonische

Funktion
l ' B .
F "y \1 A e \.! _|“. g ;
\ 11 j s M I'-? 2 ;-Fr ld Jr.’a T = = _,. 1 dhl
=1, h=1 J (1—2rcosy,+1r®)®
I"l'r t.l,r

ein: hierbei seien die einzelnen Integrale im Stieltjesschen Sinne gemeint

und es sei
'l -~

Y Jdf,=1.

fi= ll‘Iflr

(Fiir den Fall 9, =0 oder = sei unter O, der Punkt (1, 8,, ¢,) bzw.
sein Gegenpol verstanden; das h-te Integral ist dann durch ein einziges
(tlied von der Form des Ah-ten Gliedes in (l-l!] zu ersetzen, an Stelle
von j. df, in der letzten Summe tritt dann einfach g,.)

{‘-ll

3. Wir kommen nun auf die Aufgabe zu zeigen, dal die eben er-

ot . ¢ 174 . . . : o :
wiihnten Funktionen (14”) die einzigen sind, fiir welche in der unteren

Abschiitzung (13") das Gleichheitszeichen gilt. (Ahnlich bei der oberen
Abschitzung. )
s sei hier z. B. fiir 8 = 6,, ¢ — ¢, das Zeichen = erreicht. Dann gilt

[ [ U (psin B cosp, osinflsing, pcost) [T (1,7,)— ]do =0,
o127 i 7 5 4 i

W #y e 1
16°) lim

wobei y, die obige Bedeutung hat.

Wir wollen zuniichst annehmen, daf 7'(1,y) — u nur die beiden
Nullstellen 0 und = hat. Dann gelten die Uberlegungen von § 1 fast ohne
Anderung.

s sei I ein beliebiger (zusammenhingender und Jordanschen Inhalt
besitzender) Bereich auf der Einheitskugel, der den Purkt (1, 6,, ¢,) und
seinen Gegenpol nicht enthidlt. Man zeigt wie in § 1,2, dal
(17°) lim | | U(osin cos g, osinfising, o costl)do = 0.

o=»1 I d

Es seien ferner I, und I, zwei Kalotten um (1,8,, ¢,) bzaw. um

seinen (Gegenpol. Es ist wegen (9N, (175
lim ( J i r
I

o=r1 _h

g
f} U(osinbcos g, o sinfsing, ocos)do =4 7.

Ferner existiert (vgl. §1,3)

lim | | U (esinfcos @, psinflsing, o costl) cos y,do

o>l K
- lin: ( __|I'J +- L[ ) U (o sinf cos g, psintlsing, ocostl) cosy,do
o 1 2

— lim(J] - [J)U(osinb cos i, osinfsinip, o cos f)da;
o-»1 I, Ia ?




11[ | (B Hll[__’“
folglich existieren auch die Grenzwerte

lim JI U(osinbeos, o sin f sin pyocosb)do=4xng, =0,
o=pq T H

(A | B
Hieraus folgt (vgl. § 1, 4) fiir eine beliebige, auf der Einheitskugel stetige
Funktion F (8, ¢)
lim | | U(esinfcosqg, osinfsinig, ocosf) F(0, ¢)do
5 \ & L 2 & ¥
=1

4 I.ﬂ: F I:HH s Po) i ¥a Fm— ”cr: = %o |
Setzt man 1nsbhesondere
F(0, %)= P, (cosfcosf - sinfsinfcos (7 — ¢)) (n=0,1,2,...),
80 ul*giht sich
U(rsinb cos ¢, rsinfisin g, rcost) =g, K(r, y,) + g U (r, 7 — p,) .

die sphirische Distanz der Punkte (1,0, ¢), (1,6,

wobel y, vs ) 18t
Diese Betrachtung vereinfacht sich auf offensichtliche Weise, wenn
T(1,%) — p im Intervall (0, z) nur einmal (fiir y = 0 oder # — x) ver-
schwindet.
4. Im allgemeinen Falle ist es zweckmilBlig, zunidchst eine Trans-
032
Nordpol iibergeht. Die Funktion U(z,#,z) verwandelt sich dann wieder

in eine positive harmonische Funktion mit dem Wert 1 im Anfangspunkt,

formation der Einheitskugel derart vorzunehmen, daB (1,6, ¢,) in den

die die Gleichung (16") erfiillt; hier ist jetzt einfach 7 =0 zu setzen.
Man zeigt dann, wie oben, die Gleichung (17"), wobei I keine Punkte
(auch am Rande keine) mit der Poldistanz %, (A=1,2,...,1) enthilt.

Es sel jetzt I, der streifenartige Bereich, begrenzt von den beiden
Breitenkreisen, deren Punkte die konstante Poldistanz %, — & bzw, 5, + 0
haben; hierbei sei & > 0 so klein, daf die Bereiche I, keine gemeinsamen

Punkte aufweisen'®). Dann existiert
" i v - ,
(19°) lim 3 JJ U (o sintlcosp, osintising, ocost) P(cosy)da,
o>l h=1T, '
wo P (&) ein beliebiges Polynom ist und y die sphirische Distanz von
(1,8, ) von einem beliebigen Punkte (1,0, ¢) bezeichnet. Setzt man

hier an Stelle von P(cosy) der Reihe nach

.I!;

' (cosB), P, (cosh), ..., P,_, (cosfB)

1%) Fiir 5, = 0 oder = fehlt die eine Hiilfte von I,; es ist dann eine Kalotte.
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ein, so ergibt sich, wie in § 1, 8, dall auch

(18’) lim [ [ U(osinficosy, osinBsing, pcosl)do=4ag, =4 ag)

o=p1 J.’l

existiert:
f
=0, g, =1.
=1

Aus (19") folgt ferner, indem man P(&)= P, (&) setzt und das Ad-
ditionstheorem der Kugelfunktionen beachtet, die Existenz von

5 4 e a & . - 1 VT

lim 3 l ) U(osintlcos g, psinflsing, ocosfl) P, (cost) e " da,

o>l h=1"T,

oder von

i 5 : :
lim > P, (cosn,) .,rf U(psinflcosp, osinfising, pcosfl)e' “do;
p-»1 h=1 ; 1,

hierbei ist » positiv ganz, n = ». Wegen (2) treten hier tatsichlich nur
diejenigen Glieder auf, welche den Nullstellen #, == 0, = entsprechen. Wenn
ihre Anzahl I’ ist, so fithrt das letzte Ergebnis fir n=», »+ 1, ...,
» 1" —1 auf die Existenz von

(21) lim | | U(osinfcos, osinfsing, pcosh)e’ Pdo— 4 g’

o—+1 1T,

=11, 258, winls

s sel nun % so beschaffen, dal g,',m = (0. Der Punkt

1 Y fa) | ¢ ¥) f 5 T
(22) 0 Ih - g O (»=1,2,..., N)

U L

des 2 N-dimensionalen Raumes fillt wegen (18") in die kleinste konvexe
Hiille der Kurve

¢ = COBYv@, illuu::";!l'll'rf'- | = 1,__“...,.“:',

wobei ¢ das Intervall [0, 2 z] durchliuft, und dies fiir alle N. Ahnliches
oilt fiir den Punkt des (2 N -} 1)-dimensionalen Raumes, den man erhilt,
% i FiEean 1 N+ . : 3 Y
wenn zu den Koordinaten (22) noch —-3 g, " hinzutritt, N=1,2,3, ... .
[ 1
Nach einem allgemeinen Satz von F. Riesz'®) gibt es also eine monotone
Funktion f, (@), die man sich anf dem Kreise C, **) gegeben denken kann,
derart, dall
Je*?af, =g (r=0,1,2,8, ..
a, .
19y F. Riesz, a. a, 0. ?), 8, 56.
20y () ist der Breitenkreis, dessen Punkte die konstante Poldistanz #, haben;
er liegt offenbar in I,.
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D. h. unter y dasselbe wie in (19') verstanden,

Ist.
J J U(osinfcos g, osinblsing, ocosfl) P, (cosy)do.

- 4
3 it :
J.“IJ‘|{_|I.‘\|’ df, o lim
L T a-ele
(2% I
Hieraus schlieBen wir weiter

I Ufosinbeos g, psinflsing, pcost )P (cosy)da

h

lim [

4 -1
o 3
{
N [P tenastds
2R [lcos il d i
h |r

d. h. die Behauptung.

)
(3

wire

Uber einen Satz von G. Pick.
1. Bevor wir auf den wichtigsten Spezialfall von § 2, nimlich auf
naheliegende

den in der Einleitung erwihnten Pickschen Satz und auf eine
Frweiterung desselben kommen, empfiehlt es sich das Analoge in der

Ebene vorauszuschicken.
Aus der Carathéodoryschen Theorie 1st der folgende, I verallgemeinernde

Satz belkannt.
‘. Es sei w(x,y) requldr harmonisch und positiv fir x* -4 y* < 1;
in threr Entwicklung (k) nach Kreisfunkiionen sei ferner
kola,y)=1.
Dann ist fiir o® -+ y* <1
= (m 1528, )

k. (x,9) =2

(23)

B by o V== O
2=k, (2, y) L2,

1) als ein Spezialfall von (13) aufgefalt werden.

Schreibt man diese Ungleichung in der Form

so kann sie (fiir 2® - y*®
oLy M 9

Es ist hier
Zo™cosmep, M

tlo, @)=

ttionen

Das Gleichheitszeichen tritt nur fiir die Fun

-7 . 2 ,TL
_\ n tir, q FoalT =
| f
| ist,

29
fi=1

[
eln, wo g, = U,
Das rdumliche Analogon von 1

das den Pickschen Satz Il als

2]

e

Spezialfall enthiilt, lautet folgendermalien:
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I1'. Es sei Ulax,y,z) regulir harmonisch wund positiv fir
4 y? -2 < 1; in threr Entwicklung ( K) nach Kugelfunktionen sei
ferner
(2, 9,2) = 1.

Dann st fiir 2*+y*+2°=1
(23") | K, (=, 9,2)| S2m 1 (m=1,2,3,..)
Schreibt man diese Unglcichumr in der Form
—(2m+1) S K, (x, 4,2) = < 2m+1,
so kann sie (fiir z°4-y*+z2*=1) :1]5 ein Spezialfall von (13") aufgefalt
werden. Es ist hier
T(o,n)=(2m+1)o™ P, (cosn). M=2m-1.

Bei ungeradem m ist ferner u= —(2m-+-1), bei geradem m ist

= —a (2m-+41), wobei «, eine gewisse Zahl mit 0 < e, <1 be-

m

zeichnet. Im letzten Falle kann f‘7" ) zZu

ool : il d = . =5 (2 1 g8 L 2% <
(237) —e, (2m4+1)Z K, (%, y,2) < 2m+1 (2 + y*+ 27 L1,

verschirft werden®!). Das Gleichheitszeichen tritt in (23") bei geradem m
und bei 2 = sinf, cos ¢,, y = sinfsin @,, z = cos H“ nur fiir

U(rsinBcos g, rsinfsing, reosp) =g, K(r,; )+ g R (r, @ — )

ein, wo ¢,=>0, g, =0, g, g,=1 und p die sphii.risc]le Distanz der
Punkte mit den Polm‘km)rf.lmutcn (1,0, @) bzw. (1,8, ¢,) ist. Bei un-
geradem sn tritt die Gleichheit nur fiir & (r, y) oder fir K(r, t —y) ein.

§ 4.
Uber die Abschnitte der Entwicklung einer in der Einheitskugel
positiven harmonischen Funktion.

1. Die Existenz einer in der Einheitskugel reguliren positiven har-
monischen Funktion, deren Abschnitte in der Einheitskugel nach unten
unbeschriinkt sind, folgt unmittelbar aus der bekannten Tatsache, dall es
auf der Einheitskugel stetige Funktionen gibt, deren Laplacesche Reihe
in einem Punkte der Einheitskugel zwischen — co und oo oszilliert. Ein
besonders einfaches Beispiel fiir dieses Phinomen stammt von F. Lukdcs **).

2ty Man zeigh leicht, dall wenn m die geraden Zahlen durchlaufend iiber alle
Grenzen wiichst,

lim e« = Min J, () (x reell)
= —0,4028 ... .
2y . Lukécs, Uber die Laplacesche Reihe [ Mathematische Zeitschrift 14 (1922),

I

S. 250—262], Fubnote ); vgl. auch L. Fejér, a.a. 0. *'), Fubnote ?). Diese Beispiele
{Fortsetzung der FuBnote 22 anf niichster Seite.)

Mathematische Annalen. 96. 40
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Setrachten wir nun den m-ten Abschnitt der Entwicklungen simt-
licher in der Einheitskugel reguliren positiven harmonischen Funktionen,
die im Nullpunkte gleich sind. Jeder solche Abschnitt besitzt ein
wohlbestimmtes Minimum m der Einheitskugel und die untere Grenze
(Minimum ) g dieser Minima ist nach § 1 gleich
i
Min ¥ (2»+1) P, (&),
=10
wobei & das Intervall [—1, 1] durchliuft *?).
Es gilt nun, wie wir beweisen wollen, die folgende Grenzwertgleichung :
(24) lim ~™ — Min =) (x> 0),
thd fn = I & z
die Besselsche Funkiion erster Ordnung bezeichnet.
<0,. Wenn

o .f! )
2. Hs ist bekanntlich
‘ a4
lim P, (cos —)=J, (8),
m—» = m/

und zwar gleichmifig in jedem endlichen Intervalle 0 <)
- () vorgeschrieben wird, dann kann ein »,(e) so gefunden werden,

also &
dall fiir » > », (&)
e
P,. COos — | — Julﬂ_
gilt; 0 <0 <6,. Es sel nun m > (&) und »,(e) <» < m; man hat
g\ ! r 03
P, | cos = P, (cos |
\ m : m v/’
d. h. i Lnad
g \
Poleos— | —J, [ =H)]| <e.
ne / YNon
Hieraus schlieit man, dall der Grenzwert
1
i it 3
- . 1, v ) : 1 P
(25) lim 5— y (27 +1) P, (cos—) = lim 3 Jyl=0)
o o = m = \ m S ::—-“ i ¥
1
\ J (8)
S ; : 1 ()
= [ ad, (0x)da r;
0
existiert, und zwar gleichmiflig im Intervall 0 <
miissen eigentlich noch etwas modifiziert werden, damit die Oszillation der Partial-
summen zwischen — oo und -~ oo erfolge. Man nehme etwa die Funktion
o 1
F0,p)= 2 (—1)" % (P (cos0) — Pyoya(cosf)).
e
I
(29 4+1) Py (&) im Intervall —1<E(<1 wird
§ 2 wire es |

gy VOLN
L Pt
=0

ind zwar wohl an der griBten relativen Minimum-
§2

') Das Minimum
Im Besitze dieses Theorems und auf Grund der Ergebnisse von

wahrscheinlich nur einmal erreicht, 1
nicht schwer, simtliche Funktionen zu bestimmen, bei denen pu, erreicht wird,

stelle.
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3. Anderseits gilt nach Stieltjes

; A
(26) PJHI_L'USH- - : (m=1,2.8. ...: 0<0<=);
) |m sin i

wobei A eine absolute Konstante ist**). Man hat also bei festem 8, > 0
U‘u - -

1. << , v =1,
1

o P

fiir - Sls5 vz

i S WLEL L et )
6  1/2,% 1%y/2’

. T T m

P, (cost)

[ 3 BINn

wo B ebenfalls eine absolute Konstante ist. Folglich haben wir fiir die
genannten Werte von 0

w ™m

T il B 11/ )
l.T:'\'.Z-J' L 1) P,(cosB)| <1 NI/ o, gy e G

ve={} I lul' v_l £28 ; “Jn

wo O eine absolute Konstante ist. Kg ist somit

w
: 1 T o 2 1 e
lim sup ;— Max \ (29 4+-1) P, (cosf) | < = ;
mown o B pe ™ Py ; T EAE
m T 3

d. h. beliebig klein, wenn f, groB genug ist.
Beachtet man schliefilich, dali

i
T \D [ E N Em (§) = Pumiq (5
_.\[\‘3»+1;P..|:‘J--—l'-m.+lj “'J[}_."( :
r=0 7
im Intervall [—1,0] dem Betrage nach kleiner als 2(m 1) ist, so
folgt, dal
e
, 1 | T ; : ; o
lim sup 5— Max \,. (29 L 1) P, (cosf)
2m* | / \ /
n-»>n Ba,

=g<x ¥ =}

m

i Jy (6 2 : Y
fiir 6, — co gegen 0 geht. Da ‘r,:”- fiir f > 0 auch negative Werte an-

nimmt, folgt hieraus die Behauptung®°).
24y Einen besonders einfachen Beweis fiir diesen Satz gab neuerdings L. Fejer,
Abschiitzungen fiir die Legendreschen und verwandte Polynome [Mathematische Zeit-
schrift 24 (1925), 8. 285—208],
25) Anstatt der Stielijesschen Ungleichung (26) konnte auch die folgende be-
nutzt werden:

m
T=¢| D(2r+1) P (&) |<)2(m+1) (-1=Es1;m=0,1,2,...),
—11]

die man wegen (39), (41) aus einem allgemeinen Satze der Abhandlung: G. Szegd,
Uber Orthogonalsysteme von Polynomen [Mathematische Zeitschrift 4 (1919), S. 139
bis 151] schliefen kann.

40*
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whe

ey

Noch ein Satz iiber Abschnitte.

Es set U(x,y,z) eine in der Einheitskugel z* -+ y? +2z® <1 regu-
lire harmonische Funktion; ferner sei daselbst
m<=Ulz,y,z2)< M.

Entwickelt man Uz, y,z) tn eine Rethe (K) nach Kugelfunktionen, so

liegen samtliche Abschnitte derselben zwischen m und M, wenn der Punkt
(, 9y, 2) innerhalb der Kugel

gelegen isl.

Es geniigt, folgenden Spezialfall zu beweisen: Wenn U(z, y, z) fiir
@® - 9?4 2z* =1 regulir, harmonisch und positiv ist, dann sind auch die
Abschnitte der Entwicklung (K) positiv, vorausgesetzt, daB (z,y,z)
innerhalb der vorhin erwihnten Kugel bleibt.

Nach den Ergebnissen von § 2 geniigt es also zu zeigen, daB simt-

liche Abschnitte der Entwicklung
’ = "
Ko, )= 3 (2%+1)¢” P,(cosy)
fiir o = L durchweg nichtnegativ ausfallen. Dies ist aber die unmittelbare
Folge eines Fejérschen Satzes, nach dem die Summen
|

HW |_':|,LUH )= P,(cosn) -+ P, (cosy)+ ...+ P, (cosn)

fiir 0 < » < & nichtnegativ sind *%). In der Tat gilt

m
2 (2»-+1)p" P.(cosy)
=0

=1 |

22y 1) — (29 +3)p*1) 1], (cos n)+(2m-+1)e™Il (cosy).

Die Faktoren neben I7,(cosy) sind fiir o = | simtlich > 0, weil ja

2r41 o 1
29 3 = 1 g.

Die Betrachtung des ersten Abschnittes der Funktion § (o, #) lehrt,
dall 1 durch keine kleinere Zahl ersetzt werden kann.

28y 1. Fejér, Uber die Laplacesche Reihe [Mathematische Annalen 67 {(1909),
5. 76—-109], S. 83—84.




K oeffizientenabschiitzungen bei harmonischen Entwicklungen. 621

II. Teil. Abbrechende harmonische Entwicklungen.

.

e

Verschiirfung des Safzes I.

In der Binleitung ist der folgende Fejérsche Satz erwihnt worden,

den man als eine Verschirfung von Satz I auffassen kann.
il *
Es sei

@ (0) =1-4 cosb -+ u,sinf4-... 4 4, cosnb + u, sinnd

ein nichinegatives trigonometrisches Polynom n-ler Ordnung. Dann st
.I ll- T

(27) ]"z'."' Loy < 2c08 ——.
1 L= n+2

Die Zahl 2cos ”J ~ kann hier durch keine kleinere erselzt werden.

Herr Fejér gelangte auf diese Ungleichung durch die a.a. 0. ) be-
nutzte (zuerst von F. Riesz bewiesene ) Parameterdarstellung der nicht-
negativen triconometrischen Polynome. Wiihrend es ihm schon friither *7)
gelungen ist, die sonstigen, a. a. O.%) bewiesenen Abschitzungssatze auch
elementar (d. h. ohne die erwihnte Parameterstellung) zu begriinden, war
ein derartiger Beweis fiir den oben formulierten Satz bisher nicht bekannt.
Dies soll im folgenden nachgeholt werden.

1. Fiir n=1 ist die Behauptung klar. Fir n =2 legt es nahe,
zuniichst die folgende Aufgabe zu stellen:

Es ist eine Ldsung des Gleichungssystems

J 2 cos — = fiir k=40,
n—T &

04 ol AT Sk
(28) 7,8 T Tafa T Taén 1 e k=1,
l 1] Rp S =" A,
zu ermitteln, fir welche
=1 £ l y 1, 2 i

gilt.
Die Eaxistenz einer derartigen Losung folgt unmittelbar aus der
(arathéodoryschen Theorie, indem man zunichst durch eine ihnliche

Rechnung wie bei L. Fejér, a. a. 0. %), 8. 7779, zeigh, dal} das Maximum
der Hermiteschen Form

) Vgl. die unter %) zitierten Comptes-Rendus-Noten
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[

- . ! - E:
unter der .\viu-nlnnlmglln_t_( 2 & Fooot |2, 1 gleich 2 cos —
- L I . }F .

=
ist. Wir wollen hier die Heranziehung der Carathéodoryschen Theorie
vermeiden und gleich etwas genauer zeigen, daf}

L 1
(5] s 5 (7] \ 3
ra f Fr Ly | i 4 "
[ on 5 = = \ 3 ¢ \
(29) 7. — |cos —— COS el e R (==l o i)
n-+32 -4 n4+z2 4

eine Losung von der gewiinschten Art ist.
Dies kann ohne weiteres verifiziert werden. Man kann jedoch auf
dem folgenden natiirlicheren Wege zu diesem Resultate kommen.

Das Gleichungssystem (28) besagt, daB

i
» 1 1 (I 7 \
(230) 5 \. vy - B0 =< — z— ((zntl))
il s — ey L + .

r=1

1st, wobel ((z"*1)) eine Potenzreihe bezeichnet, die keine niedrigeren

Potenzen von z als die (n - 1)-te enthilt®). Wir gehen nun aus von
der Entwicklung

T
1 —2cos —

-

1 ) : ™
= — 9 pna =S e
w(2) ] zn+? ! RS g A ]

((zn+2)).
Hierbei ist @ (z) ein Polynom n-ten Grades und man hat

T
w(z)= [[(1l —&z),
r=1

wWenn

gesetzt wird. Folglich gilt

= w(z)
f(z) 2

a x e,
- 08 ——— = co8 —— — z |- ((zF1)),
o b (e e : .

Die rationale Funktion f(z) hat w(z) zum Nenner und ein Polynom
n-ten Grades zum Zihler; wir zeigen, daB sie die Form der linken Seite
von (30) besitzt, wobei r, > 0.

Es ist zunfichst mit geeigneten komplexen Konstanten ¢,, ¢,, €5, ..., €, ,

'

f(2)=co+ it

25 Vgl. die erste unter ') angefilhrte Comptes-Rendus-Note von L, Fejér, wo
ein auf dhnlichen Prinzipien beruhender Beweis fiir die Ungleichung (8) gegeben wird.




Koeffizientenabschiitzungen bei harmonischen Entwicklungen.

n
x f -
08 —— und £(0)=¢,+ > ¢, =cos —5, 80
2 2 _

Hierbei ist f(oo) = ¢, -

1 n .
= 2 Cye Es ist also
& p=1

dall Cy = —

1 |
g R 1 7 T Sy,
[Le)= 2 42; G 1 —s5.2"

r=1 ¥
Die Konstanten ¢, — r, konnen hieraus ohne Schwierigkeit bestimmt

werden. Es ist

l — I 3
) R : 5 o
r, = lim (1 —&.2)f(z) =—¢ lim = —
3 \ SRR TR ) o
ZrE, Z=r ¥, = L
Nun gilt
< (n-L2)gn+ (n
i [.L-:_ | = I — =
03 a It
1 —2cos—— ¢ - & g —2 008 ——-+¢
n42 7 : ¥ T :
(n+4-2)s"
T 2 pt-1 r \?
9| 608 —— % — COB — )
\ -+ 2 n -+ 2/
so dal
i 241 a
2\ cus T — co8 | i
) n+s I\ b 92/ 9 ( 1 q-gj._:_] \
"5 E S TnE — = - oS COf 4
: ! n-42 n--2\ n--2 72 /I

woraus 7, > 0 hervorgeht.

2. Wir kommen jetzt auf den Beweis des eingangs ausgesprochenen

Satzes. Hs 1st

T 2r+1 T : .
() - 2_, 7, p ﬂ et a8 2 cos — 5 — (4, cos B -+ u, sinf)

»=1

ein trigonometrisches Polynom erster Ordnung, das fiir alle Werte von 0
nichtnegativ ist. Folglich gilt

72 1 2 < 9n
bA; + iy < 2cos —5

d. h. die Behauptung. Das Gleichheitszeichen kann hier nur dann eintreten,

wenn fiir irgendeinen Wert 0 =0,
y(0,) =0
wird, Dann hat man aber

| 2y 1 \ i
b '.Hn' ) m) =\ \¥= I-:-_--‘..Hh
\ 7 eSS e

d. h.
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wo ¢ eine passend zu wihlende Konstante ist. Sie wird durch die Be-

dinguno

LJIITJ w (') “df =1

bhestimmt. Nun ist bekanntlich

2 i
% gin (v-=+-1) =
l NT G R
: b e : T 5
Z 008 g ¥={) Bl
L n-+ 2
il I,“HI
= ki 4
" gin () 1)
1 n T i
w(z) : ; z"
7 4 — .
1 } cos 13 g2 w=10 s1n -
Es 1st somit
: o % fein(r--1) = :
L a 7 il 2
w(et?) |~ db \
9 : e ) L
8 =0 8in -
T - &
Ly 3
F1T 4
L | cos (v--1)
X ‘n4-2 n—+2
— 2o A
¥=) 1 — cos 1 —cos |
n-+32 n+2
weil ja
nt1
) 2
\ COs8 ¥ 5 1
- "+ 2
1)
ist. Wir haben folglich
) T
1 — cos ol
L2 2 iy r |
e = 81 -
n-42 w2 -2
und
: ) Sy r :
(] @) : s | ¢ 1 S
1 r 1 - i{—a
¥ ]
L7} T o
Cos s i "'II. 1 > -
1 205 ; R
4 j’[ 1 —e *7= g _ ;
T 2 E #3(8—=08q
p=1
Das sind die einzigen trigonometrischen Polynome der zugelassenen Art,

fiir die in (27) das Gleichheitszeichen eintreten kann.
3. Mit Hilfe der vorhin abgeleiteten Ungleichung (27) kann auch die
folgende allgemeinere Aufgabe geltst werden:

Welches ist das Maximum von |,.v Wy s Wenn

@ (0) =12 cos -y, 5inf 4 ... -7 cosnf ., sinp
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die Gesamitheit aller nichtnegativen trigonometrischen Polynome der festen
Ordnung n mit dem Absolulglied 1 durchlauft? (¢ —=1,2,....n.

Fiir ¢ — 1 wird diese Frage durch (27) beantwortet. Der allgemeine
Fall kann leicht auf diesen Spezialfall zuriickgefiithrt werden. Es ist nimlich

q

1 £\ TSy : e PR, oo

727 I:_H s v)=1412, cosql - .”.,HIWH-E- f._:,f{m_’qli---Iu,_,,fsln.iq”--
¥—1

e - . . . - T .
ein nichtnegatives trigonometrisches Polynom von der Ordnung |—| in

< - C f]f
gf. Wendet man darauf (27) an, so ergibt sich sofort

. P T '3 ag
(27) Vi -+ e £ 2co8— (=112 ) ™

Man sieht, daB hier das Zeichen = tatsiichlich eintreten kann. Be-
zeichnet nimlich ¢ (0 —0,) das trigonometrische Polynom n-ter Ordnung
(31) (0, beliebig), so ist dies sicher 'der Fall, wenn ¢ (68) = ¢ . (g8 —0;)

2l
oder allgemeiner ¢ (0) =g |i gb —0,)7(0), wo %(0) ein beliebiges nicht-
Lal

. . ; = n| _
negatives trigonometrisches Polynom von der Ordnung n —gq |- =g 1
= Cl = .q ——

cehrt, wenn in

mit dem Absolutglied 1 bezeichnet, gesetzt wird. Umge

- . . . N
(27") das Gleichheitszeichen gilt, dann mufl wegen 2

q

1" i = S

q :L ) '.“ gl -ilf i [ l(\("’“ H”'
- Iz

sein. Das trigonometrische Polynom auf der rechten Seite besitzt dann
wegen (31) lauter reelle Nullstellen, fiir welche siimtliche Glieder der aunf
der linken Seite angeschriebenen Summe, also u. a. auch ¢ () verschwin-
. la o ; 34303 3 (e N \ ® B ey 3o
t.if‘n mull. Es ist somit®) :;-r_(i| = H_.ung—H“ )z (6), wo ¥ fl) die obige
Eigenschaft hat. 7

e 5 J ¢ . . ! Xl 1 / ol 27 :
29} Diese Ungleichung ist in dem Spezialfall 1 (d. h. fir = <gqg=mn)
3 - q &

a. a. 0.%) zu finden. Die allgemeine Giiltigkeit von (27) ist mir vor einer Reihe
von Jahren durch eine miindliche Mitteilung der Herren J. Egerviry und O. Szisz
bekannt geworden. Sie gelangten darauf durch die a. a. 0.'*) bewiesene Para-
meterdarstellung der nichtnegativen trigonometrischen Polynome. Wie ich nun neuer-
dings von Herrn 0. Szdsz erfahre, hat er bereits vor lingerer Zeit, durch eine Be
merkung von F. Lukdes angeregt, einen Beweis von (27') gefunden, der im Prinzip
mit dem im Text angegebenen i{ibereinstimmt.

30y Wenn das stets nichtnegative trigonometrische Polynom ¢ (8) fiir 0 = 0, ver-
schwindet, so ist

p(0)=(1l—cos(@—0,))p*(0),

(Fortsetzung der Fulnote 80 auf nichster Seite.)
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Das sind die einzigen trigonometrischen Polynome der zugelassenen

. . - f KN 1 . - . .
Art, fiir die in (27°) das Gleichheitszeichen eintreten kann,

[

[

Verschiirfung des Pickschen Safzes II.

1. Hs sei Ulx, y,z) ein harmonisches Polynom mn-ten Grades; d. h.
die Entwicklung (K) von Ulwx,y,z) nach Kugelfunktionen moge berm
n-ten Gliede abbrechen:

Uz, y,2)=K,(2, ,2)+ K, (2,4, 2)+ ...+ K (=, 4,2).

1 5

. .
Es ser
| = |

Olziy, 2) =0 fr a2ty -tez¥<1,

W

ferner

o

. ’ ] s : - . :
K (2,4y,2)=U(0,0,0)= 4~ “ U(sin b cos @, sinflsin ¢, cost)do =
Dann gilt fiir x* 4+ y* -2z <1
{ Hf;} f\_l (&, %, 2) __ 30.;
hierbei bezeichnet o, die grafite Nullstelle des Legendreschen Polynoms '
P (&), wenn n=2q gerade ist und die grofite Nullstelle von P, ., (&)
i / L . AT

f’l! ol &), wenn n=2q -1 ungerade 2st.

Es ist unmittelbar klar, dafl diese Behauptung eine Verschirfung des
Pickschen Satzes II bedeutet.

Es geniigt (32) fiir einen Punkt (1, 6,, ¢,) der Einheitskugel zu be-
weisen, Betrachten wir eine Drehung der Einheitskugel, welche diesen
Punkt in den Nordpol iiberfithrt. Das in der Einheitskugel nichtnegative
harmonische Polynom U(x, ¥, z) geht dadurch in ein ebensolches iiber
und die Bedingung U(0,0,0)=1 bleibt auch bestehen. Hieraus folgt.
dal man sich auf den Spezialfall 6, = 0 (Nordpol) beschrinken kann. Es

handelt sich dann um die Abschitzung von K, (0,0,1).
Wegen (1') wird durch
B

n
(33) 5= | U(sinflcos g, sinbisinp, cosf)dy = ¥ a, P,(cosf) = P(cost)

Wt =)

wo @* () wieder ein nichtnegatives trigonometrisches Polynom ist. Es geniigt, dies
etwa fiir 0, =0 zu zeigen. Man hat dann

p(0)=p(0)—@(0)—@"(0)sind;
der letzte Ausdruck setzt sich aus Gliedern von der Form cos k6 — 1 und sinkf— ksin@

1,

zugammen, & ganz, die simtlich durch 1 — cos@ teilbar sind.
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ein im Intervall — 1 < & < 1 nichtnegatives Polynom n-ten Grades P(&)

o |

definiert, das die Bedingung
1
[P(s)as=1

(34) .

erfiilllt. Es ist ferner wegen (2)

K

1

(0;0,1)=a, == if’(f]&‘d‘f.
=1

Bezeichnet also o, das Maximum von

1
(35) 2 j P(&)EdE

fiir die Gesamtheit aller, im Intervalle — 1 <& <1 nichtnegativen Poly-
nome n-ten Grades, die die Bedingung (34) erfilllen, so ist (32) fiir
x? L y? -1 2® < 1 sicher erfiillt. Durch Betrachtung des harmonischen Poly-

noms

h
Sl IS P, (cost),
=0

das fiir r <1, 0 <0 < a2, zugleich mit

i
P(&)= Y a, Pt
b =0 i

nichtnegativ ist, ergibt sich, dall in (32) o, durch keine kleinere Zahl er-
setzt werden kann. Damit ist unsere Aufgabe auf die Bestimmung von o,
zuriickgefiihrt.

9. Die GroBe o, hat bereits Tchebychef berechnet®'). Seine etwas
komplizierte Schlufweise moge hier durch die folgende ersetzt werden,
welche auf einer von F. Lukécs stammenden Darstellung der im Intervalle

] <&< 1 nichtnegativen Polynome 7 -ten Grades P(&) beruht®®).
Diese lautet:

(36 P(E)=(A(8)*+(1— &) (B (8)" + (14 ¢) B, (&))"

41— &° )(C(&))°.
Hierbei sind A(£), ..., C(£) Polynome, deren Grade so beschaffen sind,
daB kein Glied in P(Z) von héherem als n-ten Grade ist. Der Grad von

81) (Buvres de P. L. Tchebychef 2 [St.-Pétershourg 1907], Sur le rapport de
deux intégrales étendues aux mémes valeurs de la variable. S. 374—402, insb, 3. 399.

12) Vgl. G, Pélya und G. Szegd, Aufgaben und Lehrsiitze aus der Analysis 2
[ Berlin, Julius Springer 1925], vgl. Abschnitt VI, Aufgabe 47, 8. 82, 276,
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A(E) 18t a

H - : n— 1
80 |4 |, der von B, (&)und B, (&) gleich - und der von

O(&) gleich | = . (Umgekehrt stellt ein derartiger Ausdruck offen-
bar ein im Intervall — 1 < & <C 1 nichtnegatives Polynom n-ten Grades

dar.) Es geniigt also, die Quotienten

1 1 1
[(A4(&5)°5ds [(BE)(1 £ 5¢EdE [ (CEN*(1—s*)EdE
(87 - -1 1
A 1 1 2 i
i (A (&))" dE | (BENT (1 &£ 5)dE ‘ -_.f_'-:';‘:-J"'ri 'y dE
o ’ ot
fiir die Glesamtheit aller Polynome A (&), B(&), C(&) baw. vom Grade
It n—1 n - : .
ol — |, |5 1 abzuschitzen.

Nun ist bekannt, dall das Maximum von

]' R b EM) " p(E)EdE
(38) - 3
j. (fg+t 5+ .ot &™ _]". plE)dE
wobei p (&) eine gegebene nichtnegative (nicht iiberall in 1, 1] ver-

schwindende) stetize Funktion bezeichnet, gleich der grofiten Nullstelle
desjenigen Polynoms @1 (£) vom Grade m - 1 ist, das die Orthogonalitiits-

bedingungen

(89) Jp(8)Q, . ()& ds=0 R L )
1
erfiilllt®®). Fiir p(&) = 1 ist bekanntlich
(40) Q.. F konst. P, ., (&)
fiir p(&) =14 & ist
2 P ) e &)
i1) @, 1, (&) =konst, "2 ] ir :
fir p (& | £* st
42 ) (4 lkonst. Pona (5) ! el
4 1 &

Die Nullstellen dieser Polynome sind simtlich reell und liegen im Inter-
vall -]l < E=< 1.

Das gesuchte Maximum g ist somit gleich der gréfiten unter den
orifiten (von 1 verschiedenen) Nullstellen der |,'41]}‘HU]|H‘

B R P AR R (NP L ) (R

Dieses Polynom ist bis auf einen konstanten Faktor eindeutig bestimmt.
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Fiir n = 2¢ handelt es sich um die Polynome

i

qtl

V] FEYSR PR (E)
(&), ff}[g)j:f’l_!__ll__ﬁ._}, Plai= Posie)
withrend fiir n = 2¢ -+ 1 um die folgenden:

FENG g 3 £ (E) — P £)
P 15 Pq 5-1‘\‘-'}:!:‘[.; _,._.f-.l, P”\_.t_;J .fq_,,_.l,.’],

q -+
¢ die groBte Nullstelle von P, (£); man hat bekanntlich

Es sel nun &, grofite Nullstelle )
0 < ity b= i L
Aus elementaren Eigenschaften dieser Polynome folgt weiter fiir & < &< 1
(E) D (£ .
Pm"ll."-' J“r"l( ) “*
ferner
P (E [ EY
"! ml gl = Puc +1 45 )
rol : 2 [k 1 = £ £ ] 1 T1r e 1at alar ar
weil ja P, ., (&) zwischen & und £, ., negativ ist. Es ist also finn
Ea1 <8< 1
D (£ D ()~ (EN= FEY ~ )
I”[‘-_-' I;J.-!-]L“wl- U, 'F'ql“ll Ij-lu-i-ll:.“.]- U-‘
P (E)Y—FP . (&E)=10

Bei geradem n, n = 2q, ist folglich

Bei ungeradem n, n=2q 1, ist 5,,----; mit der grifiten Nullstelle
von P £)+ P, ., (&) zu vergleichen. HEs ist fiir & ,, <& <1

e}ill q
‘EJ."'I:-E.l T o r:) 0,

1

so daB P, ., (&) — P, . o(&) nicht in Frage kommt. Dagegen hat das

Polynom J.” (&) F

. (&) sicher eine Nullstelle im Intervall ‘.'-:,f-- o e

i o
weil es dm‘-h Em E=¢ ., negativ, fiir £=1 positiv ist. Fiir n =2¢q -1
ist somit o, gleich der grofiten Nullstelle von P &)+ Pq:,, (&), 34)

3. Die Giiltigkeit des Gleichheitszeichens in | rall i.ami leicht diskutiert
werden. Zuniichst erreicht der Ausdruck (35) sein Maximum p, fiir ein
einziges Polynom P(&)= P(§) der zugelassenen Art. Es

) bei geradem n, n=2g¢,
(P,
P (&)= konst. | ="

bR

h) bei ungm‘m'lr-m n, n=2q-+1,

P (&) =konst.(1-+ &) |
. . \
wobei die konstanten Faltoren gemall (34) zu bestimmen sind.

#) Vgl. Tehebychef, a.a. 0. %}, § 10,
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s sei nun U (2, y, z) ein harmonisches Polynom der oben betrachteten

Art, fiir das K, (0,0,1)=p, ist. Wegen (33) mull dann

5 U7 (sinfl cos ¢, sinflsin ¢, cost)dp = P (cosH)

- i

|.|
sein. Nach dem Obigen besitzt P (£) im Intervall —1 < &< 1 genau
4 N

q ?f Nullstellen cos 0, |0 <0, <=; Ah=1,2,..., -,’: |, deren jede
zweifach ist. Wegen U(z, 9, 2) = 0 fir 2* - y*+2° =1 mub U(x, y, 2)

auf den entsprechenden Breitenkreisen 6§ = 8, identisch in ¢ verschwinden;:
es mufl ferner, wie man leicht sieht, fiir 6 = 6, identisch in ¢
: U(sinfcosi, sinfsing, cosfl)=0

¢

sein. Mit der Bezeichnung (1') kann man also behaupten, dall die
Ausdriicke

n "
1 o 1 ¥ \ ' (9
_\ "!n-l- IU'H‘!L""}S H,l!l ..._\. b.'.'rr jjrrll “'I]SH \¥ ]'. -}: cean )
m=v =1
t { T 3
fiir # = 0, samt ihrer ersten Ableitung verschwinden |# 257 i s
Die Polynome
] ) L 9
¥ V) ooy Y LA
_\ [T l”m' I.': I _\ b??? l ’”ril
ff? = e "
< S e - . : f - n
miissen somit die zweifachen Nullstellen &= cosfl, (h=1,2,..., |5 ]

; 2 1)
besitzen. Da ihr Grad gleich n — » ist, so verschwinden sie identisch,

wenn ¥ =2, 3,...,n oder wenn » =1 und n gerade ist; d. h. es gilt

lJt‘i gn.‘!‘;‘uh;m 1
[_"|‘si]1 fl cos w, sin f sin 7, COS f) = P (cosf).
st » — 1 und n ungerade, so liefert diese Schlullweise, dal3

n

1 Pty P(&)
bR (&) = konst. : ( :

m=1
und #hnliches beim zweiten Polynom. Es miifite dann

ria . . ; v f sin f . .
U(sin 6 cos ¢, sinf sin g, cost) = P (cost) (1 + e placosg -+ bsing)
’ \ \ cosf /

sein, @ und b Konstanten. Ein derartiger Ausdruck nimmt aber notwendig
auch negative Werte an (es sei denn, dal a =b= 0 ist), da doch 5 f_il:;}w
fiir 8 = 7 unendlich wird. ;

Die Kugelfunktionen P (cosy), wobei y die sphirische Distanz des
variablen Punktes (1, f), @) von einem beliebigen festen Punkte (1, 6,, ¢,)
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ist, sind also die Randwerte der einzigen zuldssigen harmonischen Poly-
nome, fiir welche in passenden Punkten der Einheitskugel K| (z,y,2)=0,
oder K, (2, ¥,2)=— K, (—2, —y, —2)= —o0, gelten, d. h. in (32) das
(leichheitszeichen eintreten kann. (Es tritt nur in dem Pankte (1,H0,, ¢,)
und in seinem Gegenpol ein. )

§ 8.
Ubertragung eines Satzes von L. Fejér auf den Raum.

Es sei Ulx,y,z) ein harmonisches Polynom mn-ten Girades, das in
der Einheitskugel nichinegativ ist und im Mitlelpunkte derselben den Wert 1

annimmt, U(0,0,0)=1. Dann ist fiir o*+y*+2* <1
0l n
e T i Je=aiendo)
(43) U,y s)l=\ f 4 1] — "\,

Die Konstante auf der rechten Seite dieser Ungleichung ist durch
keine kleinere zu ersefzen.

Man ersieht, wie in § 7, dall es geniigt, diese Ungleichung nur fiir
den Nordpol z=0, y=0, z=1 zu beweisen. Es ist aber P,(1)=10
fiir » = 0, so dall wegen (1)

n
U000, 1)Y= Sla, P (I)y=E(1)

¥ ]

gilt, wenn P(&) das in § 7 eingefiihrte Polynom bedeutet. Hieraus folgt,
wie dort, dall die kleinste Zahl M _, welche in (43) auf der rechten Seite
stehen kann, die Losung der folgenden Maximumaufgabe ist:

Welches ist das Maximum M, von P(1) fir die Gesamtheit aller im
Intervalle — 1 < & < 1 nichinegativen Polynome n-ten Grades, welche der
Bedingung

gentigen?

Diese Aufgabe ist von F. Lukécs gelost worden?®) mit dem Ergebnis

M :___Ir’u_ \ = __I -[_]'1

e BT 8
womit unsere Behauptung bewiesen ist.

3) ¥, Lukdes, Verschirfung des ersten Mittelwertsatzes der Integralrechnung fiir
rationale Polynome [Mathematische Zeitschrift 2 (1918), 8. 295—305].
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Lukédcs hat auch gezeigt, dal unter den erwihnten Polynomen P(£)
ein einziges P (&) existiert, fiir welches P(1)= M, gilt. Es ist

a) bei geradem n, n= 2g¢q,

1 L . ta S
B = i (Pg(&) -+ Por1()) = =2 3 |
' (g+1)° W \ =5 /
Al =
= (= 2 (27 +1) P, (&)
-.I‘)‘ T “=0 4/
b) bei ungeradem n, n—=2q¢ 41,
» Wi 2 | - '_]' LR |
P(s): (q i;.w-!-z)"l = &) (Fg+1(8))
2(g+1)(g- '.Jj” £ ) (P,(§)— P, 5_._q53j"'
(At : ] —&°
() 3
T lmlr-'-'-'f'*.-':j + &) ((2g+1) P, (5)+ (29 —3) Ppa(é) + ...);

Die Kugelflichenfunktionen P(cosy), wobei y die sphirische Distanz
des variablen Punktes (1, f. @) von einem beliebigen festen Punkte (1, 8,, ¢,)
ist, sind die Randwerte der einzigen zuldssigen harmonischen Polynome,
fiir welche in (43) das Gleichheitszeichen eintreten kann. (Es tritt nur

in dem Punkte (1, 6,, ¢,) ein, wenn n > 1 ist.)

Berlin, Mirz 1926.

( Eingegangen am 23. 3. 1926.)
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