
Sur l'intégration des équations aux dérivées partielles
du type elliptique. II. Note.

Von

S. Bernstein in Charkow (Ukraine).

1. Je crois, qu'après les quelques explications que j'ai données dans
une Note 1 ) récente au sujet des inégalités fondamentales (23) de mon
Mémoire 2 ) »Sur la généralisation du problème de Dirichlet«, je n'ai plus
besoin de revenir sur la démonstration de la proposition suivante que
j'appellerai, pour abréger, théorème A:

Si z est une solution finie et continue ainsi que ses dérivées des
deux premiers ordres de l'équation linéaire

(1) A Ü+ 2B £$hC^ + 2D£ + 2E%+F Z = M
(AC — B* > % > 0, AF£ 0)

qui s'annule sur la circonférence C de rayon B; si les coefficients du
premier membre sont des fonctions analytiques de x, y à l'intérieur de C;
si de plus les modules des dérivées des 7 premiers ordres de A, B, G et
les modules des dérivées des 2 premiers ordres de D,E, F sont bornés
supérieurement sur la circonférence C et à son intérieur par un nombre
donné P: on a les inégalités" a )

r n (01 > , r
[z],,<X[M}._.

(23) ou (2)
r i Vi

rözl (01> , r , ri '° " OZ■ s. .. .<'■[»]„•
r\ V' r,'

d" z
?y-

(01) 01,

où / est entièrement déterminé par P et y.\ (les modules trigonométriqués
normalisés qui figurent dans ces inégalités se rapportent aux nouvelles
variables x 1 ,y 1 qui transforment l'équation (1) à la forme réduite en

1) Math. Ann. 95 (pp. 585—594).
3 ) Ibid. 69 (pp. 82—136).
3a ) loc. cit. p. 109.
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faisant correspondre au cercle G un cercle C' de rayon 1 avec corre¬
spondance des centres, ces nouvelles variables ainsi que R\ et r{ dépen¬
dent donc uniquement de A, B , C).

2. C'est de ce théorème A que découle le lemme du § 14 du Mémoire
cité qui domine toute la théorie des équations du type elliptique. La
démonstration un peu trop concise de cette proposition que j'appellerai
théorème B n'étant pas bien comprise par certains de mes lecteurs, je
tiens à la reproduire avec plus de développements. Voici textuellement
son énoncé 3 ):

Théorème B. « Si z 0 est une solution de Véquation analytique du type

elliptique

(3) F {r,s,t,p,q,z,x,y,a) = 0 {F'r F'z ^ 0)

correspondant à a = a 0 qui s'annule 4 ) sur la circonférence G et admet

des dérivées bornées des neuf premiers ordres sur cette circonférence aussi

bien qu'à son intérieur, il existe un nombre e tel que, pour toutes les

valeurs du paramètre a ( réelles ou complexes ) satisfaisant à Vinégalité

\a — a n \<£, l'équation admet une solution jouissant des mêmes pro¬

priétés que la solution z 0 et se confondant avec cette dernière sur le con¬
tour C».

Avant de passer à la démonstration, je voudrais préciser quelques
points de cet énoncé et expliquer la portée du théorème. Je suppose,
bien entendu, en disant que l'équation est du type elliptique (pour les
solutions considérées z) qu'il existe pour toutes les valeurs effectivement
prises par z un nombre k > 0 tel que 4 F r F t — (F s ) > y. . he nombre

e qui est une borne supérieure du rayon de convergence du développe¬

ment de z suivant les puissances de [a — a Q) est entièrement déterminé

par la borne supérieure P des dérivées considérées des neuf premiers

ordres (du moment que x est fixé). Enfin, quand je dis que la
solution z (pour | a — a 0 | < e) jouit des mêmes propriétés que z 0 , cela
signifie que z admet également des dérivées bornées des neuf premiers
ordres; mais naturellement la borne supérieure des modules de ces déri¬
vées pourra, en général, être différente de P. C'est pour cette dernière
raison que du théorème B à lui seul on ne saurait aucunement conclure

8) On trouvera une généralisation de ce théorème pour le cas, où la condition
Fr Fz < 0 n'est pas remplie, dans mon Mémoire »Sur les équations du calcul des
variations«, Ann. de l'Ec. Normale 1912, page 481.

4) Il n'y aurait rien à changer, si la solution se réduisait à une fonction <p (6)

analytique de l'angle 0 sur C ; le cas général se ramenant d'ailleurs facilement à
celui de ç>(0) = O, o'est uniquement pour simplifier l'écriture que cette hypothèse
avait été introduite dans l'énoncé.
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(ce qui d'ailleurs, en général, serait inexact) que, en l'appliquant de

proche en proche, on aura une solution de l'équation (3) quel que soit«.
Cette conclusion ne sera légitime que four toutes les classes £ équations,
où en partant de l'hypothèse que la solution admet des dérivées finies des
neuf premiers ordres, le nombre P peut être fixé a priori indépendam¬
ment de a, car dans ce cas la valeur e sera déterminée une fois pour
toutes, et on arrivera à n'importe quelle valeur donnée de a en appliquant
le théorème B un nombre limité de fois. Voici pourquoi je maintiens

intégralement mon affirmation qui termine le § 14: «Le lemme (théorème B )

ainsi démontré nous montre que la question de la possibilité du problème

de Dirichlet se ramène à la question de la possibilité de fixer a priori

des limites supérieures des modules de la solution et de ses dérivées des neuf

premiers ordres, si on admet seulement l'existence de cette solution et de

ses dérivées de tous les ordres. Ce résultat assez compliqué devient extrême¬

ment simple grâce à l'application de la méthode des fonctions auxiliaires».

3. Passons donc à la démonstration. Pour simplifier l'écriture je

poserai « 0 = 0; de plus, pour plus de netteté, je supposerai la fonction F

entière par rapport à toutes les variables dont elle dépend. Remarquons

d'abord que la série

(4) Z = Z0 + a Z1 + ■ • • + „T z n i

qui vérifiera formellement l'équation (3), la vérifiera effectivement pour

toutes les valeurs de cc pour lesquelles cette série converge uniformément,

ainsi que ses dérivées des deux premiers ordres par rapport à x et y. Il

s'agit donc en premier lieu de former la série (4) et d'assigner une borne

supérieure à son rayon de convergence, ainsi qu'à celui de ses dérivées

des deux premiers ordres. A cet . effet, nous prenons pour z x — (J~-j

la solution, qui s'annule sur C, de l'équation linéaire

ri' c _^i i p' d i i 9 dZi i jp' BZi . p' ,' ' r° Sx i "' So Bx By ' ~By* ' v°Bx By r z° 1 a=0 1

qu'on obtient en différentiant (3) par rapport à « et en remplaçant a

par 0 et z, p, q, r, s, t par z 0 , p 0 , q 0 , r n , s 0 , t 0 , respectivement. En diffé¬

rentiant encore une fois, nous avons

Í T?'* ^ _1_ T?' — ?.2 1 H1' ^ Z2 _L Wf -—2 _1_ 7ï1' _!_ 7p' v - A
r ° 0a: 2 s°BxB~y to By- ^~ Pa ~Bx ' îo By ~r 0 2 2 '

ou

— Fr, (-M + 2 F" (Ö) l~~ ¡ ) + 2 F': (8 ' Zl
0

Bx-J '< - 1 roSo \Bx 2 ) \Bx By J 1 " T° l ° \ Sx- ) \ By

f:¡zi + 2F;:J^+... + F:,
41*



636 S. Bernstein.

et 2, = (—\ I est la solution de (6) qui s'annule sur C. En diffé-
9 V?« 7 a= o

rentiant successivement nous déterminons de proche en proche z n comme
la solution qui s'annule sur C de l'équation linéaire

/7^1 ï?' d z" i -T}' à zn i W 8 z„ , p' cz„ . d zn i et ' a

r ° Sx* "f" '°8xdy dy* r v ° dp 1 dy ^ z° „ n

dont le premier membre reste invariable et le second dépend des fonctions

z 0> z 1 , .. z n _ 1 et de leurs dérivées des deux premiers ordres par rapport

h X et y déjà déterminées.

Dans ces conditions les équations (5), (6), (7) satisfont aux con¬
ditions 5 ) du théorème A, avec les mêmes valeurs de P et x et les mêmes
variables de transformation x x , y x , de sorte qu'on pourra fixer une valeur
de l indépendante de n , telle que

r .(0,1) . r . ,(0,1) r3z 1,l (0,1) ita n' 0! 11 P z»l <0,1) ir/ii (0ll)

(Q\ r5 2 2„l (0ll) . - r A n^ 1» Í 5'"' *» 1 ^ ^ , r A 1 <0)"
\.dx*\ R [r[ A ^nWx' IdxdyiRÍrl ^ "W"

i dy 2 \ß[ r'i ^ "-Wn'

les modules trigonométriques normalisés ayant toujours les mêmes signi¬
fications.

Nous allons fixer à présent une valeur de e x telle que, pour a | < e x ,
non seulement la serie (4) converge uniformément avec ses dérivées des
deux premiers ordres, mais qu'il en soit de même des séries

qu'il suffit de considérer pour a > 0.
A cet effet, remarquons que, si dans les expressions A n qui figurent

dans les seconds membres des équations (5), (6), (7) on remplace chacune

5) L'existence des solutions des équations linéaires a été démontrée préalable¬
ment dans le § 13 du Mémoire cité; il fallait, en effet, pour éviter l'apparence d'un
cercle vicieux, démontrer d'abord le théorème B pour l'équation linéaire et constater

que pour les équations linéaires les conditions de ce théorème se trouvent toujours

remplies, le nombre e pouvant être fixé indépendamment de œ (pp. 112—114), de sorte
que la solution de l'équation linéaire correspondante existe effectivement. Il est

essentiel surtout que si, pour une valeur de a, l'éxistence est établie, les inégalités

(8) (théorème .4) les accompagnent.



Équations aux dérivées partielles. 637

des dérivées partielles de F par son module trigonométrique normalisé
, , . , » . d"z¡ d'z¡ d"z¡ dz¡ dz¡

et les fonctions de meme indice — ¡r, , 5—5-, , r— , z, par un meme
dx 2 drdy dy~ dx dy » r

nombre b¡ (pour i < n ) qui est supérieur aux modules trigonométriques

normalisés de celles-ci, on obtiendra un nombre B > [A u ] . De plus,Ri r 1

ce nombre B n s'obtiendra de la façon suivante: soit

(10) b(a) = ab 1 -(- ... + — bn ..

une série (formelle) majorante des séries (9).

Considérons la série de Taylor suivant les puissances de q , a, t ., g, r¡, Ç, a

(11) 0{q, a, r , i, r], Ç, a)
•= F(r 0 + Q, s o + 0, t 0 + r, p 0 + i, q 0 + v, V> u )

— F {r 0 ,s 0 , t 0 ,p 0 , q 0 ,z 0 , .r, y, 0) - [eK +o F', 0 + t F¿+ %K» + V^i + ^F Z'0]

= uF' - ' V T9 " ir ( r o' s o'^o'J )o'go' ;S;o> x >y>°)
"~° ' >1=2 Br" 1 ds K* 8t"' dp"' dq x* dz x> 8 a" ! * s ! x 3 ! * 4 ! x 5 ! *„! x !

qui aura, en général, des rayons de convergence bornés inférieurement par

rapport à toutes les variables; mais, comme je l'ai dit au début de la

démonstration, je fais ici, pour ne pas entrer dans des détails d'ordre secon¬

daire, l'hypothèse simplificatrice (nullement essentielle) que ce développement

est convergent dans tout le plan de q , a, t, ç , r¡, f, a; si, à présent, nous

posons Q = a = x= t; = r] — £ = b et remplaçons en même temps tous les

coefficients de la série CI> (qui sont des fonctions de x et y) par leurs

modules trigonométriques normalisés respectifs, nous obtenons une série

formelle suivant les puissances de & et « (à coefficients constants)

( 12 ) <p(b,cc)= «lsK=n]^' + J" iri m + y.= 2
Jß

alors n " sera le coefficient de a n dans le développement formel suivant les

puissances de a, auquel se réduit la série (12), lorsqu'on y substitue (10)

à la place de b : en d'autres termes, B n est la dérivée complète d'ordre n

par rapport à u, pour a = 0, de <p(b,a), si b est donné en fonction de «

par la série (10).

Remarquons ensuite que la fonction F (r, .. z, x, y, a) étant supposée

entière par rapport à toutes ses variables, la fonction 9o{b, u ) sera également

convergente pour toutes les valeurs de b et a. En effet, l'hypothèse que z 0 ad¬

met des dérivées bornées des 9 premiers ordres (les 3 premiers ordres seraient

suffisants) entraîne son analyticité, et, d'après les considérations générales de la

page 108 de mon Mémoire cité, on peut assigner une borne supérieure

Q à tous les modules trigonométriques normalisés [z 0 f°'^ ,, [Pol' 0 ''" ■Ri 7*1 Ri i"1

[¿of, 11 ,, [a:]' 0',1',, [2/] ,. Par conséquent, en tenant compte de la pro-■Hi r i iîid Ryti



638 S. Bernstein.

priété évidente des modules trigonométriques normalisés, que [f x -j- /"g]' 0' 1' ,

¿[ftf/s efc .if^ ■> nous aurons"•i r i -Ii i ri R Lr i R \ r \ R i r i

(13)
F (r 0 , 80 , t 0 ,p 0 ,q 0 ,z 0 ,x,y.Q)

dr" 1 d s"'dt"' 8 p"' 8q"'°8 z"' 8 ce"

(0,1) ,n +

iifi

< Q, Q, Q, Q, Q, Q,Q,0 )
= 8r8 s" 2 8 t"' dp" 1 8q" ¡ 8 z"'8 a*'

où F(r,s,t,p,q,z,x,y,a ) est la série majorante (partout convergente) du

développement de F(r,s,t,p,q,z,x,y,cc) suivant les puisances de r, s,

t,p,q,z,x,y,a. Donc la série (11) reste partout convergente, quand on y

remplace tous les coefficients par leurs modules trigonométriques normalisés,

et par conséquent la série (12) représente également une fonction entière

par rapport à b et a.

Cela étant, pour obtenir la série (10) qui est majorante des séries (9 ),

il suffira de prendre la solution b de l'équation

(14) b = Xcp(b,u)

qui s'annule avec a, pour le développement de laquelle suivant les puis¬

sances de a on peut trouver une borne inférieure e 1 du rayon convergence

par la méthode classique de Cauchy. En effet, de (12) nous tirons

7 i r n' l' 0' 11 1 r 4 n*0' 1'

b i — X [ a J jß i ri ~ A

donc, en vertu de (8) pour n — 1, ôj est bien supérieur aux coefficients

de a dans les séries (9). Or, en admettant que pour toutes les valeurs

de i <7i on sait que
(0,1)

&,>
g Zj
d X-

Sifi Ri r i

on aura, d'après ce qui précède,

K -i£¡ V (».«+£«■+...+ jír;,,
R i ri

par conséquent, en vertu de (8), on aura aussi

(15) b n >
8 ~ zn
8 X-

(0,1)

n '' RiriR i ri

Donc de la convergence de la série (10) il résulte que toutes les

séries (9) sont également convergentes, d'où, enfin, résulte a fortiori la con¬

vergence absolue et uniforme de la série (4) ainsi que celle de ses dérivées

des deux premiers ordres pour | a \ < ; ainsi Vexistence de la solution z pour
les valeurs considérées de a est établie.



- Jflü*-'« ■ w

Équations aux dérivées partielles.
639

4. Je passe à présent à la démonstration du fait que la solution z
(pour a < s) admet des dérivées finies et continues des 9 premiers ordres,
en suivant la méthode indiquée aux pages 117—118 que je développe,
conformément au procédé de démonstration du théorème 11 employé à la
page 113 pour le cas particulier de l'équation linéaire. A cet effet, en
différentiant terme à terme par rapport à l'angle polaire 6 la série (4), je pose

(16)

8 z
SU = Z = z,o I az 1 + ... *< + -•

en remarquant que, si les dérivées secondes par rapport à x et y de cette
série sont uniformément convergentes, z' satisfera à l'équation linéaire

(17) i/dV , j/ilfL i jf'tÄ. — A'
fi ~dx- t -*• ê^cTy + ay* — *

obtenue en différentiant (3) par rapport à 0 (en tenant compte des identités:

se S" z_
S x 2

8 , x S" z
8x8 y

8_ z
8y- 2 s), OÚFr,F¡

F t , A' sont des fonctions entières par rapport à r, s, t, p , q, z, x, y , a.
Par conséquent, en faisant dans (17)ß = 0,r = r0 , .. z = z 0 , on obtient
l'équation à laquelle satisfait z'0

(18)
w S' z'{< p/ s 2 z'0 . p 'S'

r° S x s *' dxdy S j/ B ° '

et en différentiant successivement par rapport à a l'équation (17) on a succes¬
sivement les équations pour déterminer z/, ... z,' qui sont nulles sur C

Jl' d Z !
r" 8 X- F'

s° dxcy

d . ,. S 2;
8 y*

F ta
s- Zl

8y-

, d
d a

^ ( t?' \ d g o i ( -p' \ £n
da" S x 2 d a c x 8y

UÓ) = K

I 3" z'/ \ 77*
( 19 ) r° TaT2" 1 ~"°8x8y

,8'2' , S " s 'xi « ri' n __
F'- + A ipr -

S" z'

n d / \ à 2^_ t
ci c «) 8 x"

...+ (tf)fia" ° d V
n{n- 1) d- / \

2 da- r°>

+^Uo')=4;,da' 1

où les symboles tels que ' . ( ) représentent la dérivée complète pard a 1

rapport à a d'ordre i de F'r > où, après differentiation, on fait a = 0, r =r 0 , ...,
z = z 0 .
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Puisque les équations linéaires (18) et (19) ont leurs premiers mem¬
bres identiques et satisfaisant aux conditions du théorème A, que l'existence
de leurs solutions est assurée, quand les modules trigonométriques normalisés
des seconds membres sont finis, et que, d'autre part, leur réduction à la
forme canonique se fait par l'introduction des mêmes variables x 1 et y 1
que celle des équations (5), (6), (7), on a, en conservant les mêmes modules
trigonométriques normalisés que précédemment (8), les inégalités

<0,1) / Î rjn (0,1>(20)
d" z>

d X'1

[ 5 '"'<
L sy°

Ri r i
(0,1)

ô° zL
„a- ¡ < L [ A

> 1(0,1)
Jäi ri'

- i r a ' i f0' 1'
, , K\ An\ R \ r ;R i ri

où À1 est déterminé par le même nombre P (qui limite supérieurement les
dérivées des 9 premiers ordres de z 0 ) que X dans les inégalités (8).

Or, pom a ^ 0, on a, d'après ce qui précède,

£<*€!. < +»• [■•£+» «'«■•))■
où b est la série majorante (10) suivant les puissances de a qui est la
solution de l'équation (14) considérée plus haut; donc, le rayon de con¬
vergence e1 de cette série étant fixé, on pourra fixer un nombre g, tel que

K— (#•„) <i\g 4
\-da

et de meme

(21) da
(0,1) r d i , '

, < i\g i ,Ri n l da

r di (a'
Vd^ [Ao

(0,1)

< i [-g\Ri r i
(0,1)

Ri ri < i\g i ,

quel que soit ¿>0. Prenons ensuite, en supposant g>\, un nombre N
assez grand pour que

(22)

[*o'Ç> , < N,Ri ri
dz 0
d X

(O.l)
<N,

J -ñi ri
a 2 '
8_ zo
dxpy

(0,1)

Ri r.
<N, d zo

dy 2

Sj. o
Jy .

(0,1)

(0,1)

Ri r i <N, r 8 2 z'p
d X2

(0,1)
, . ,<N,Riri

Ri r i, <N, 6X ± g < N,2g < N.

Je dis que, dans ces conditions, on aura, quel que soit n,

(23)

R i r.
8 z»
d X

(0,1)
< n\ N

ii+i

r S 3 z'n (V
d a; 2 < n\N W+ l "g" Zn

dxdy

Ri ri
(0,1)

Szñ (0,1)

< n\ N
■»+ 1

Ri r 1

L 0 2/ Jüiri
O2 'S g n
dy 2

< n\ N
n+ 1

< n\ N
»+1

iii ri
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En effet, supposons que les inégalités (23) soient vraies pour toutes
les valeurs inférieures à n 0 . Alors, pour n — n0 , on aura, à cause de (19),

(21), (22),

< 3 [V^' + W^ 1 + ... + n¿.g n 'N] + n 0 \g n"

< n 0 l 6gN Uj ;

donc, en vertu de (20) et (22), on a également
Su 'Zr,

dx 2 <6^7i 0 \gN n" <n 0 \N n ' +1
R i ri

et des inégalités pareilles pour les autres dérivées. Les inégalités (23) sont
donc exactes quel que soit n, et par conséquent, pour | a | < , la série

(16) satisfait à l'équation (17) et admet non seulement des dérivées finies
et continues des deux premiers ordres, mais ces dernières admettent égale¬
ment des modules trigonométriques normalisés finis.

Cela étant, en difïérentiant encore l'équation (17) par rapport à 6,
on formera une équation linéaire analogue

as.» i)2 z "
(24) F; + F / f- +F;^T = A",r 8 X2 s Sx8y t dy-
à laquelle satisfera

(25) 2 " - f r ; - V' + «v +... + ,

tant que cette dernière série convergera uniformément avec ses dérivées
des deux premiers ordres. Le premier membre de l'équation (24) est le
même que celui de l'équation (17), seulement A" (qui est une fonction
entière de r, s, t, p, q, z, x, y,a) est de plus un polynome par rapport
à z' et ses dérivées des deux premiers ordres par rapport à x et y . Donc,
en difïérentiant successivement un nombre quelconque n de fois l'équa¬
tion (24) par rapport à c, et en faisant a— 0, on obtient des équations
linéaires pour déterminer z" de la forme

3 2 z" d-z" S 2 z''
(26) r^ + Kàfi.+rt-tf-A:

qui ne se distinguent des équations (19) que par leurs seconds membres,
de sorte que le théorème A est applicable avec les mêmes inégalités (20)
(avec la même signification des modules trigonométriques normalisés et
la même valeur de Aj). Ainsi on peut déterminer, comme plus haut, un

nombre N1 , tel que, pour œ|<-^-, la série (25) satisfasse à l'équation•"1
( 24 ) et possède avec ses dérivées des deux premiers ordres par rapport
h x et y des modules trigonométriques normalisés finis.
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Le même procédé de différentiation par rapport à 0 pourra être ap¬

pliqué autant de fois qu'on voudra, le théorème A étant toujours applicable

avec les mêmes inégalités (20), puisque les premiers membres des équa¬

tions linéaires correspondantes restent toujours les mêmes. La différentiation

étant poussée jusqu'au septième ordre, on choisira la plus petite des 8

limites supérieures pour | a ainsi obtenues, et cette valeur fixe e jouira

de la propriété que la solution z de l'équation (3) aura pour toute valeur

de I a < e des dérivées finies et continues des 9 premiers ordres.

En effet, en introduisant les coordonnées polaires g et 0 nous avons

déjà démontré par ce qui précède que toutes les dérivées de z d'ordre

non supérieur à 9, où la différentiation par rapport à g n'est pas effectuée

plus de 2 fois, sont finies et continues. Ainsi, en particulier, il en est

ainsi de r J-, , ' et Or, si nous différentions par rapport à g
d0 ■' d Q do* o q" o 0

2 2 ....

l'équation (3), en considérant . comme fonction implicite de q , toutes

les autres fonctions entrant dans cette équation ayant des dérivées finies et

continues par rapport à g, nous obtenons en chaque point à l'intérieur

d'une couronne circulaire S formée par la circonférence C et une autre

circonférence C' concentrique de rayon fixe aussi petit qu'on veut (et sur

ces circonférences également) des valeurs finies et continues parfaitement

déterminées bornées supérieurement. Naturellement le même procédé

d 4 z
de différentiation par rapport g pourra être appliqué pour déterminer

en partant de l'équation (17) et ainsi de suite; donc, en opérant de cette

façon, on parvient à limiter supérieurement toutes les dérivées des 9

premiers ordres (quel que soit le nombre i 9 de differentiations par

rapport à g) pour les valeurs indiquées de |«j < e, à l'extérieur du petit

cercle C'; mais nous pouvons supposer ce cerle C' assez petit pour que du

seul fait que ^ [ 3 ]«' r 011 puisse conclure l'existence des dérivées

de tous les ordres et l'analyticité de z à son intérieur. Ainsi toutes les

dérivées des 9 premiers ordres existent et sont limitées supérieurement

à l'intérieur du cercle entier G ainsi que sur son contour.

Le théorème B est donc entièrement démontré.

5. Je voudrais indiquer encore quelques conséquences du mode de

raisonnement que nous avons suivi dans cette démonstration (chap. IV,

pp. 132—135 du Mémoire cité). Je souligne d'abord encore une fois que,

le premier membre de l'équation
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obtenue en différentiant l'équation (3) x fois par rapport à Ö, satisfaisant
quel que soit x aux conditions du théorème A , lorsqu'on sait que z admet
des dérivées bornées des 9 premiers ordres, sa solution (dont l'existence
est assurée et qui satisfait aux inégalités fondamentales (2)) qui se confond

g*z . d*z
avec 2 (k) = sur le contour C représente effectivement pour toutescd" 80*

les valeurs de x, y à l'intérieur de C. On sait, en effet, que —— satisfaitu dO"
d" z

à l'équation (24 bis ) et, puisque z est analytique, on sait aussi que —-
d 6 '

admet des dérivées des deux premiers ordres finies et continues à Vintérieur
de C\ or, Véquation linéaire (1) ne peut avoir deux solutions différentes
ayant des dérivées des deux premiers ordres finies et continues à l'intérieur
de G qui prennent les mêmes valeurs sur C ( sans faire aucune supposition
sur Vexistence des dérivées sur le contour). Je reproduirai ici la démon¬
stration très simple de ce fait (dont l'idée est due à M. Paraf 8) qui semble
avoir échappé à l'attention de plusieurs géomètres. Il suffit, évidemment,
de montrer que la solution u de l'équation

(27) A d~ + 2B-f^ + C^ + 2D^ + 2E d̂0'Fu==Oy ' dx' dxdy • dy" dx 1 dy
(AC-B*>K> 0, iM^O)

admettant à Vintérieur de C des dérivées finies et continues des deux premiers
ordres est identiquement nulle, si elle est nulle sur C. En effet, en supposant
d'abord FA < 0 (soit A > 0, pour fixer les idées), on voit que u ne peut
avoir à l'intérieur de C de maximum positif (ou minimum négatif), car en

, , -, ..du du _ , 3 2 m 0 2 m ( d 2 u \ 2 \ Aun tel point on aurait — = — = 0 et — „ • ——; — -—— > 0 avec
r Sx 8 y dx 1 dy* \dxdyJ —

d ^ u • • •
u ® ' ce es ^ incompatible avec (27). Dans le cas général posons

u = b [1 — e-ais+iï,)] 5

où R x > R et a est un nombre positif assez grand. On aura 6 = 0 sur C
et de plus b satisfait à l'équation

[ 1 - e-« »+*•>] \aÇ\ + 2B~- + CÇ-]L J L dx 2 dxdy dy J

—(—2 r C1 — e~ a <»+*)) D + A a ~
L\ /I J ? X

—|—2 [( 1 — e~ al-x+R ' ) ) E -f- B ae~ ai-x+Ri) ] ^ [ F(1 — e~ a(x+Ji,i )
+ 2 Da — a" A e-«( :c+ iî i>] 5 = 0;

6) Annales de Toulouse 1892. Voir aussi ma lettre à M. Radó publiée dans
Math. Zeitschr. 1926.
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cette équation est de la même forme que (27) et il suffit de prendre
2D

a > —j~ pour que le coefficient de b soit certainement négatif pour toute
valeur de x , y à l'intérieur de C . Donc b est identiquement nul , et u
de même.

Ainsi, si la solution z 0 pour a — 0 qu'on a pris pour point de départ
admet des dérivées bornées des 9 premiers ordres, on est certain d'abord que
ses dérivées de tous les ordres existent sur le bord également (nous allons plus
loin préciser ce résultat) et, de plus, pour toutes les autres valeurs de a
il n'est nullement nécessaire, pour legitimer l'application de la méthode
des fonctions auxiliaires qui suppose l'existence des dérivées, d'appliquer
des considérations nouvelles pour prouver cette existence, — celle-ci résulte
du théorème B et du procédé de détermination des dérivées successives
par le procédé indiqué plus haut moyennant l'équation (24 bis ). C'est pour
cela que, grâce à la méthode des fonctions auxiliaires qui borne supérieu¬
rement ( uniformément T), quel que soit a, les dérivées successives, si on
connaît une limite supérieure des modules des dérivées des 2 premiers
ordres seulement , on a le théorème général suivant*).

Théorème G. L'équation (3) admet toujours une solution analytique
pour a — 1, se réduisant à une fonction analytique donnée <p (0) sur G,
si elle admet, pour a — 0, une solution bornée avec ses dérivées des
9 premiers ordres prenant les mêmes valeurs <p (6) sur C, et si, de plus,
il est possible de limiter supérieurement les modules des dérivées des
2 premiers ordres des solutions (supposées dérivables autant de fois qu'on
veut) de (8), quel que soit «(O^a^l), se réduisant à cp (0) sur C.
(Si l'équation est linéaire en r, s, t, la limitation des dérivées premières suffit ;.

6. Enfin, en restant dans le même ordre d'idées (et sans utiliser la
méthode des fonctions auxiliaires) je développerai les calculs qui précèdent
pour établir la généralisation suivante d'un théorème connu de Schwarz:

Théorème D. Si z est une solution admettant des dérivées bornées
des 9 premiers ordres à Vintérieur du cercle C de Véquation analytique du
type elliptique
(28) F (r , s, t,p,q,z,x,y) = 0
qui s'annule sur la circonférence G, elle peut être prolongée analytiquement
à l'extérieur de G. En tenant compte de la méthode des fonctions auxi¬
liaires on peut généraliser cet énoncé, (voir la page 133 du Memoire cité)

7) Au contraire, le procédé que nous avons employé pour démontrer le théo¬

rème B , donne des limites supérieures qui augmentent, lorsque | a \ s'approche de s.

8) Pages 131—135 loc. cit. On trouvera des applications de ce théorème dans

mes Mémoires, „Sur les surfaces définies au moyen de leur courbure. ' Ann. Sc. de
l'Ecole Norm. 1910. „Sur les l'équations du calcul des variations." Ibid. 1912.
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en remplaçant les dérivées des 9 premiers ordes par celles des 2 ordres
seulement 9).

d z
Il suffira évidemment de prouver que sur la circonférence C,

est une fonction analytique de l'angle 6. Or ceci sera établi, si nous par¬
venons à construire une série majorante

yZ MJ" ^ MJ"
1 0

convergente pour des valeurs assez petites de 6, telle que (pour toute
valeur de x ^ 0)

(30) MK >
- 2 (y.)d Z { 1

d X -
(0,1)

M,>
8~ ¿

dx 8 y
(0,1)

etc. ,

d y' z / /
où z (x) — satisfait à l'équation linéaire obtenue en différentiant (28)

y. fois par rapport à 6 que nous pouvons mettre sous la forme

F[ + F',oi , sV*' , p 'dz <*> , w dz^
( 31) r +* dxoy ' 1 dy 2

+ F'z {x) = A ,1 7 y.7

+ FfV dx 1 Q dy

ou
1 V

de"
JJ

. r

II .* 1
1

de*
r

+ [W—L r \dd y-

a3 .r<*>
(«)

dx'

f 3" r
de *

a* z (x)

+ .. . + -F 2

F' d " S + . 4 -F's de" z se*

d z " + F1 ä
d y i 3 -(*)d'z
de" dxdy - +

d"q dz <*>

On vérifie d'abord par un calcul facile l'identité

(32)
8 r
dd"

d'zl" 1 -, d*z<"~ l)s 2 pî
Sx" dxdy

*(x-l)(x- 2) o3 d'z (x ~ 3)
3! dxdy

+ x{x — 1) (x — 2) (j< — 3)
4!

2!

3 s z (* _4)

r _(x-2)
3 a;"

*«<*-4)

dy

d'z {"~ 2)
ay¬

s' z
dx" dy

9) De plus, à cause de l'existence d'inégalités analogues aux inégalités fonda¬
mentales (2) dans le cas d'un anneau limité par deux circonférences concentriques
(voir ma Note précédente, p. 593), les dérivées de z pourraient n'être bornées que
dans le voisinage de C. Le cercle C peut être évidemment remplacé ici par une*
courbe analytique fermée quelconque; mais l'étude du cas, où z ne serait analytique
que sur un arc de courbe analytique seulement, présente des difficultés spéciales
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et des identités analogues pour les autres dérivées; donc, les inégalités
(30) étant supposées remplies jusqu'à l'ordre y. inclusivement, on a

(30 biB)
8"r
86*

(0,1)

<N„,

8"s V 0' 1 '
de * \ ' 'J R r

< N„ etc.,

où Nx est défini par la série

Car
d"r
06"

(0,1)

, , < i/ x -|-h(2il/, 2 *MK- a

à cause de (32); et en même temps

8* +i r d'z
L de x+1

2 _(x+l)

8 X-

(0,1)
< NX+ l My, + 1 Lx ., 1,

où L, est défini par le développement (sans terme libre)
co

(33) ' (e 2 0- l)(Jf 0 + &) = .

De plus, en supposant que M0 I qui est une limite supérieure de

8" z
8 x s

(0,1)

[z\j¿' r > j est aussi supérieur à [%\ R ' / > \_y\ R ' r '> nous aurons
""l r\ 1 1 / J 1 11

aussi pour toute valeur de y.

8" x'
(34) M0 > se"-

(0,1)

, .. M o>
Iî r rr i

8 y
L ?6"

(0,1)

puisque toutes ces dérivées sont égales à + x et + y .
Par conséquent, en admettant que les inégalités (30), donc les inéga¬

lités (30 b,s ) également, sont remplies pour toutes les valeurs i < y,, nous
pouvons les utiliser pour limiter supérieurement [^]' 0;1 ', , car A x est un

1 r \

polynome par rapport à ' ~ , ... (J < *)> a Yan t pour coefficients les

dérivées partielles de F prises pour les valeurs de r, s, ..., z, x, y . Donc,
en tenant compte des inégalités pareilles aux inégalités (13) (nous sup¬

posons toujours que F est entière) et en supposant que [F'r ] {̂ 1.... %
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sont inférieurs à un nombre positif H, on aura (grâce à (30 bl9 ),

(33) et (84))

B, > [A,}^\ ,i i
22

où est le coefficient de 0" dans le développement suivant les puissances

de 0 de

(35) <p(b,d) = F(e*o(MMb), e 2 « (M 0 + b), ..., M 0 e°, M 0 e°)

- f{m 0 , m 0 ,...,m 0 )-b \f' t (m 0 , m 0 ) + i

+ 5JÏ(e*8- 1) (M 0 + b),

lorsqu'on remplace b par la série (29), dont les coefficients d'indices

inférieurs à y. interviennent seulement, car ç?j((), 0) = ç>(0, 0) = 0.

(D'ailleurs <p(b,0 ) est une fonction entière par rapport à b et 6).

Donc, grâce aux inégalités (2) qui sont applicables avec le même

f ac teur À, quel que soit y., nous pouvons affirmer que la solution b de

l'équation
b — X(p{b, 6)

donne précisément une série (29) qui converge pour des valeurs assez

petites de 9, d'après le théorème des fonctions implicites, satisfaisant aux

inégalités (30) pour toute valeur de y.. Le théorème est donc dé¬

montré 10 ).

10) En modifiant un peu les calculs (en faisant passer F z z dans le second
membre de (31)) on peut facilement se débarrasser de l'hypothèse F z < 0 qui est
utilisée implicitement dans la démonstration quand nous appliquons à (31) le
théorème A.

(Eingegangen am 11. 5. 1926.)
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