Sur lintégration des équations aux dérivées partielles
du type elliptique. II. Note.
Von

5. Bernstein in Charkow (Ukraine).
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1. Je crois, qu'aprés les quelques explications que j’ai données dans
une Note'!) récente au sujet des inégalités fondamentales (23) de mon
Mémoire*) »Sur la généralisation du probléme de Dirichlet«, je n’ai plus
besoin de revenir sur la démonstration de la proposition suivante que
Jappellerai, pour abréger, théoréme A:

St z est une solution finie et continue ainsi que ses dérivées des
deux premiers ordres de Uégquation linéaire
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qur s‘annule sur la circonférence C de rayon R; si les coefficients du
premier membre sont des fonctions analytiques de x, y a Uintérieur de C:
si de plus les modules des dérivées des 7 premiers ordres de A, B, C et
les modules des dérivées des 2 premiers ordres de D, E, F sont bornés
supérieurement sur la circonférence C' et a son intérieur par un nombre
donné P: on a les inégalités®®)
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ow 4 est entiérement déterminé par P et x; (les modules trigonométriques
normalisés qui figurent dans ces inégalités se rapportent aux nouvelles
variables x,, 7, qui transforment I’équation (1) 4 la forme réduite en

') Math. Ann. 95 (pp. 585—594).

*) Ibid. 69 (pp. 82—136).

M loe. cit. p. 109.
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faisant correspondre au cercle C un cercle ¢' de rayon ] avec corre-
spondance des centres, ces nouvelles variables ainst que Ry et r{ dépen-
dent done uniquement de A, B, C).

9. (Pest de ce théoréme 4 que découle le lemme du § 14 du Mémoire
cité qui domine toute la théorie des équations du type elliptique. La
démonstration un peu trop concise de cette proposition que Jappellerai
théoréme B n’étant pas bien comprise par certains de mes lecteurs, je
tiens & la reproduire avec plus de développements. Voici textuellement
son énoncé?):

Théoréme B. «St z, est une solution de Uéquation analytique du type

elliptique

A 3 ’ 1]'
(3) Fir,e,t,0,q,2,2,9,¢)=0 (F.F,<0)
correspondant @ ¢ = ¢, qui sannule') sur la circonférence C et admet

des dérivées bornées des nmeuf premiers ordres sur cetie circonférence ausst
bien qu'a son intériewr, il existe un mnombre & tel que, pour toules les
valeurs du paramétre o (réelles ou complexes) satisfaisant d Pinégalité
¢ — «,| < e, Péquation admet une solution jouissant des mémes pro-
priétés que la solution z, et se confondant avec cette derniére sur le con-
tour Oy,

Avant de passer & la démonstration, je voudrais préciser quelques
points de cet énoncé et expliquer la portée du théoréme. Je suppose,
bien entendu, en disant que I’équation est du type elliptique (pour les
solutions considérées z) qu’il existe pour fnutcs les "u’d.lt'lll‘:: effectivement
prises par z un nombre x > () tel que F F— ’I' "= x. Le nombre
¢ qui est une borne supérieure du rayon de convergence du développe-
ment de z suivant les puissances de [rc — rcoj est enliérement déterminé
par la borne supérieure P des dérivées considérées des neuf premiers
ordres (du moment que x est fixé). Enfin, quand je dis que la
solution z (pour |e¢ — ¢, | < &) jouit des mémes propriétés que z,, cela
signifie que z admet également des dérivées bornées des neuf premiers
ordres: mais naturellement la borne supérieure des modules de ces déri-
vées pourra, en général, étre différente de P. (Pest pour cette derniére
raison que du théoréme B & lui seul on ne saurait aucunement conclure

#) On trouvera une généralisation de ce théoréme pour le cas, ou la condition
FlFl<0 nlest pas remplie, dans mon Mémoire »Sur les équations du caleul des
'nuutlum\, Ann. de 1'Ec. Normale 1912, page 481,

4) Il n’y surait rien & changer, si la solution se réduisait & une fonetion @ (@)
analytique de I'angle 6 sur C; le cas général se ramenant d’ailleurs facilement
celui de @ (@) =0, c’est uniquement pour simplifier lécriture que ocette hypothése

avait été introduite dans 1'énoncé.
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(ce qui d’ailleurs, en général, serait inexact) que, en Pappliquant de
proche en proche, on aura une solution de I'équation (3) quel que soit «.
Cette conclusion mne sera légitime que pour toutes les classes déquations,
ow en partant de Uhypothése que la solution admet des dérivées finies des
neuf premiers ordres, le nombre P peut élre fixé a priori indépendam-
ment de «, car dans ce cas la wvaleur & sera délerminée une fors pour
toutes, et on arrivera ¢ wimporte quelle valeur donnée de ¢ en appliquant
le théoréme B wun nombre limité de fors. Volel pourquol je maintiens
intégralement mon affirmation qui termine le § 14: «Le lemme (théoréme B)
ainsi démontré nous montre que la question de la possibilité du probléme
de Dirichlet se raméne & la question de la possibilité de fixer a priori
des limites supérieures des modules de la solution et de ses dérivées des neunf
premiers ordres, si on admet seulement ’existence de cette solution et de
ses dérivées de tous les ordres. Ce résultat assez compliqué devient extréme-
ment simple griace & Papplication de la méthode des fonctions auxiliairess.

3. Passons donc & la démonstration. Pour simplifier Pécriture je
poseral «,= (; de plus, pour plus de netteté, je supposerai la fonction F
entiére par rapport & toutes les variables dont elle dépend. Remarquons
d’abord que la série
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qui vérifiera formellement I'équation (3), la vérifiera - effectivement pour
toutes les valeurs de « pour lesquelles cefte série converge uniformément,
ainsi que ses dérivées des deux premiers ordres par rapport a x et y. Il
s’agit donc en premier lieu de former la série (4) et d’assigner une borne

supérieure & son rayon de convergence, ainsi qu'a celul de ses dérivées
f ey
[ O&

des denx premiers ordres. A cet effet, nous prenons pour 2 = '

\de/a=0
la solution, qui s’annule sur C, de I’équation linéaire
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qu'on obtient en différentiant (3) par rapport 4 e et en remplagant «

par 0 et 2z, p, g, r, 8,1 Par 2,, Pys Qos o> Sos 1y» Trespectivement. En diffé-
rentiant encore une fois, nous avons

1o, = 2, I gz I dz, i
Fﬁrl ' | 1 P‘ -:" _I : ﬁ'[ 3 a
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(3% ; _ : i

et z. .I\ — ) est la solution de (6) qui s'annule sur ¢'. En diffé-
i GL™ fu=0

rentiant successivement nous déterminons de proche en proche z, comme

la solution qui s’annule sur €' de ’équation linéaire

a a a
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i) . o xdy | Fi, oy Fa, o Fao ay ! Feoy = 4,

dont le premier membre reste invariable et le second dépend des fonctions
%y 2y - - s 2,_, €t de leurs dérivées des deux premiers ordres par rapport
i a et y déja déterminées.

Dans ces conditions les équations (5), (6),(7) satisfont aux con-
ditions®) du théoréme A, avec les mémes valeurs de P et » et les mémes
variables de transformation z,, %,, de sorte qu'on pourra fixer une valeur
de i indépendante de n, telle que
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les modules trigonométriques normalisés ayant toujours les mémes signi-
fications.

Nous allons fixer & présent une valeur de &, telle que, pour | <e¢,,
non seulement la serie (4) converge uniformément avec ses dérivées des
deux premiers ordres, mais quil en soit de méme des séries
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qu'il suffit de considérer pour « = 0.
A cet effet, remarquons que, si dans les expressions 4, qui figurent
dans les seconds membres des équations (5), (6), (7) on remplace chacune

ment dans le § 18 du Mémoire cité; il fallait, en effet, pour éviter I'apparence d'un
cercle vicieux, démontrer d’abord le théoréme B pour I'équation linéaire et constater
que pour les équations linéaires les conditions de ce théoréme se trouvent toujours

5) L'existence des solutions des équations linéaires a été démontrée préalable-

remplies, le nombre & pouvant étre fixé indépendamment de « (pp. 112—114), de sorte
que la solution de l'équation linéaire correspondante existe effectivement. Il est
essentiel surtout que si, pour une valeur de «, 'éxistence est établie, les inégalités
(8) (théoréme A4) les accompagnent.
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des dérivées partielles de F par son module trigonométrique normalisé

0 2 721 gz oz 0%

et les fonctions de méme indice _,-;__- , Z; par un méme
Py

] 3 R e
drdy”“dy=" dx° dy
nombre b, (pour i < n) qui est supérieur aux modules trigonometriques
W % " ; ; (031)
normalisés de celles-ci, on obtiendra un nombre B, > [;1,.]“_ .. De plus,
L 71

ce nombre B, s'obtiendra de la fagon suivante: soif

(10) bl@)=uwb, ... a5 +. ..

nln

une série (formelle) majorante des séries (9).

(fonsidérons la série de Taylor suivant les puissances de ¢, 0, 7, &, 4, , @
(11) P(e,0,7,& 1,0, )
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qui aura, en général, des rayons de convergence bornés inférieurement par
rapport & toutes les variables; mais, comme je I’ai dit au début de la
démonstration, je fais ici, pour ne pas entrer dans des détails d’ordre secon-
daire, I'hypothése simplificatrice (nullement esgentielle) que ce développement
est convergent dans tout le plan de o, 0,7, £, , £, @; si, & présent, nous
posons 9 =o0—71=£=19n=7_=>b et remplacons en méme temps tous les
coefficients de la série @ (qui sont des fonctions de x et y) par leurs
modules trigonométriques normalisés respectifs, nous obtenons une série
formelle suivant les puissances de b et « (4 coefficients constants)

10 / gl =4 m =
'-_ l o .-I Ir." l'_ i‘? @) = [ I j‘ =) JR"I ,-.Ir | _\. ('Hf. b b (4

mp =2
B v , : ]
alors ;e!.'l sera le coefficient de «" dans le développement formel suivant les
puissances de ¢, auquel se réduit la série (12), lorsquon y substitue (10)
a la place de b: en d’autres termes, B, est la dérivée compléte d’ordre 7
par rapport & ¢, pour ¢ = 0, de ¢(b,e), si b est donné en fonction de «
par la série (10).

Remarquons ensuite que la fonction F (r, ..., 2, @, y, «) étant supposée
entiére par rapport & toutes ses variables, la fonetion ¢ (b, «) sera également
convergente pour toutes les valeurs de b et ¢. En effet, 'hypothése que z, ad-
met des dérivées bornées des 9 premiers ordres (les 3 premiers ordres seraient
suffisants) entraine son analyticité, et, d’aprés les considérations générales de la

page 108 de mon Mémoire cité, on peut assigner une borne supérieure

N A A 1 i = {0 1) - 0,1
@ & tous les modules trigonométriques normalisés [z, | Dy '.R-
= Ryry 171
(0.1} I {0,1) [ {0;1) » £ ;
LG o (2] . [g]n° .. Par conséquent, en tenant compte de la pro-
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priété évidente des modules trigonométriques normalisés, que [f, + fo].",
; “TRaira
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ou F(r,st,p,q,z @, y,¢) est la série majorante (partout convergente) du
développement de F(r,s,t,p.q,z,2,y.¢) svivant les puisances de 7, s,
t,p,q,2.@,y,¢. Done la série (11 ) reste partout convergente, quand on y
remplace tous les coefficients par leurs modules trigonométriques normalisés,
et par conséquent la série (12) représente également une fonction entiére
par rapport & b et «.

Cela étant, pour obtenir la série (10) qui est majorante des séries (9 ),
il suffira de prendre la solution & de I'équation
(14) b=121¢(b )
qui s'annule avec «, pour le développement de laquelle suivant les puis-

sances de « on peut trouver une borne inférieure £, du rayon convergence
par la méthode classique de Cauchy. En effet, de (12) nous tirons

r' H F; 10,1} 3 (1)
by = A Bl = A[A,] s
done, en vertu de (8) pour n =1, b, est bien supérieur aux coefficients

de « dans les séries (9). Or, en admettant que pour toutes les valeurs
de 7 < nm on sait que
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b, > | === | e s
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on aura, d'aprés ce qui précéde,
= ”- 7t ; _ u,; n I-' Eﬁ = hn y s \\I
b =1 e(be) =1 Pl Gt T 0 e
¥ e v e d o™ \ Z (&L 1) Fa=D
5 - (0,1}
=B >S9 [A.]555

1] Iﬂ'1 r
par consequent, en vertu de (8), on aura aussi

- a2 - (0, 1)
(1% 3;__: P s RiES [.‘:” ]"EI',“ i
dz* J g o ELL
Done de la convergence de la série (10) il résulte que toutes les
séries (Y ) sont également convergentes, d'on, enfin, résulte a fortiori la con-
vergence absolue et uniforme de la série (4) ainsi que celle de ses dérivées
des deux premiers ordres pour | «| < &, ; ainsi Uexistence de la solution z pour
les valeurs considérées de « est élablie.
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4. Je passe 4 présent & la démonstration du fait que la solution z
(pour |e| < &) admet des dérivées finies et confinues des 9 premiers ordres,
en suivant la méthode indiquée aux pages 117—118 que je développe,
conformément au procédé de démonstration du théoréme 11 employé a la
page 113 pour le cas particulier de I'équation linéaire. A cet effef, en
différentiant terme & terme par rapport & ’angle polaire B la série (4), je pose

(16} gl=—z!-twz, +...F+—2

en remarquant que, si les dérivées secondes par rapport a @ et y de cette
série sont uniformément convergentes, z* satisfera & 'équation linéaire

= reg 2 - -frll:;' fﬂ.lﬁ
(17) F, + F - Fy = A’

B

i Saxdy g Ifj"'

obtenue en différentiant (3) par rapport a f (en tenant compte des identités:
; g T

2 i 0 o i Z - - ’ [
Ly —1, —= (1) = 2s), ou F,, F,

[ %3 . = y i f >
&l oy

()= g (‘8) = =
- 90\ T exdy

/. A" sont des fonctions entiéres par rapport & r,8,t.p,q,2 &, Y, .

Par conséquent, en faisant dans (17)e= 0,7 =7 , 2 = 2,, on obtient

I'équation & laquelle satisfait z;
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rgoz A A A '
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et en différentiant successivement par rapport & ¢ 'équation (17 )on a succes-

sivement les équations pour déterminer z,’, ...z qui sont nulles sur C
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ot les symboles tels Hore F.) représentent la dérivée compléte par
de’
rapport & ¢ d’ordre 7 de F,» o, aprés différentiation, on faite = 0, r =7, ...,

= -

FA ~i
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Puisque les équations linéaires (18) et (19) ont leurs premiers mem-
bres identiques et satisfaisant aux conditions du théoréme A. que l'existence
de leurs solutions est assurée, quand les modules trigonométriques normalisés
des seconds membres sont finis, et que, d’autre part, leur réduction a la
forme canonique se fait par Pintroduction des mémes variables z, et y,
que celle des équations (5), (6), (7), on a, en conservant les mémes modules
trigonométriques normalisés que précédemment (8), les inégalités

[z 10 0.1} | e LAl 0,1)
{ \ “n ST I L “n ! S L L
‘..QU‘I 1 4 ]:]“ i;,"l sl S e = 1 A, II.": it
: Riry i . Ryry
(il '_"r 11 7 (1}
T | !‘ ! : ‘ I- -
) "o AL IR
oy 'Riry -

ou 4, est déterminé par le méme nombra P (qui limite supérieurement les
dérivées des 9 premiers ordres de %) que 4 dans les égalités (R).
Or, pour e

(0, on a, d'aprés ce qui précéde.
I |

E 110,1) ”.j

“;.e' f 1’ ot (0. 1) ; (1) \
: ) | <= 7\ £r Ilr”-!r'-‘ b, -.-".._]-}.- 40, ....9,0,¢a
(¢ ] :'L e da N\ 1T Vi 5

ou b est la série majorante (10) suivant les puissances de « qui est la

solution de Péquation (14) considérée plus haut: done, le rayon de con-
vergence & de cette série étant fixé, on pourra fixer un nombre g, tel que

11 ey M0 S
f .. .!’"_r .I | ?!'l,,,.
{det Y it
et de méme
- rf’- . (0,1) : A1 ¥ (0,1} : !
(21) | Sl ilgi, - F, ) ¢! g, !
N o 2 - ; & 1 : : L
Lde Ri r d e yry [
””' . '|"-'||-' - : g i|
; FA= G < 3lg®,
LA 4 i I|_ rl| .:
| s 50iF 4~ Pra ; TR ’ bre N '
quel gque soit ¢ = (). renons ensuite, en supposant ¢ =, Un nombre /[
l = .fr 4]
assez grand pour que
. Fi0 1) F=00.1) 1] (0.1
I 1(0,1) - 0z 5 gz Aty )
£ il e < ] A 0 o el N
_ “Ryry Ladz fur 8y Rt i W
(22)
a ¥ (1) [l
— N, et <N, 64Lg<N,2¢g<N.
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Je dis que, dans ces conditions. on aura, :{1:1:[ que 80it 7.
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En effet, supposons que les inégalités (23 ) solent vrales pour toutes
les waleurs inférieures i T - Alors, pour n = m,, On aura, f cause de (19),

(21), (22),

1

. I'.U.]: il

/ -y ) AT ) 1 ATH I B AT i
[.l Rt < BInlgN nglg* n,'g ' N|-+mnlg

"
> * I-H 4
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done, en vertu de (20) et (22), on a également

s 3;: (0,1 . 1 Tho+1
64, nlgN™ <n\N™
dx® e
Ity ra

et des inégalités pareilles pour les autres dérivées. Les inégalités (23 ) sont
donc exactes quel que soit n, et par conséquent, pour |e| - \: , la série
(16) satisfait & 1'équation (17) et admet non seulement des dérivées finies
et continues des deux premiers ordres, mais ces derniéres admettent égale-
ment des modules trigonoméfriques normalisés finis.

(ela étant, en différentiant encore I'équation (17) par rapport a 0,
on formera une équation linéaire analogue

r_-J o F aq ..M [ a
By I | " = - Firt e
(24 ) e e e B I
2 xdy oy

a laquelle satisfera

= , N
Vs / 0 & FT LR A L8 L
L] _.)1".' ) ~ a02 = 29 — o 1 L | i “n 3

tant que cette derniére série convergera uniformément avec ses dérivées
des deux premiers ordres. Le premier membre de I'équation (24) est le
méme que celui de Péquation (17), seulement A" (qui est une fonction
entiére de r, s, {, p, ¢, 2, @, y,«) est de plus un polynome par rapport
i 2" et ses dérivées des deux premiers ordres par rapport a x et y. Done,
en différentiant successivement un nombre quelconque n de fois I'équa-
tion (24) par rapport & «, et en faisant ¢ = 0, on obtient des équations
linéaires pour déterminer 2, de la forme

- ﬁ___.'.' .-’"::;" F; _'_.,fJ
f » " 0 g L 1 (] it "
| 2”1 Jilrrll oG lh_\ '1 y =K Ff - ;_I — ‘.'!N
/ ¢ i i Ly N i Gy

qui ne se distinguent des équations (19) que par leurs seconds membres,
de sorte que le théoréme A est applicable avec les mémes inégalités (20)
(avec la méme signification des modules trigonométriques normalisés et

la méme valeur de 4,). Ainsi on peut déterminer, comme plus haut, un

¥ i 1 e e . p Ty .
nombre N,, tel que, pour |« - o la série (25) satisfasse a l'équation

24) et posséde avec ses dérivées des denx premiers ordres par rapport
A x et y des modules trigonométriques normalisés finis,
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Le méme |Jr|'u":'~ql£- de différentiation par rapport & f pourra étre ap-
pliqué autant de fois qu'on voudra, le théoréme A étant toujours applicable
avec les mémes inégalités (20), puisque les premiers membres des équa-
tions linéaires correspondantes restent toujours les mémes. La différentiation
étant poussée jusqu'au septieme ordre, on choisira la plus petite des 8
limites supérieures pour |e! ainsi obtenues, et cette valeur fixe & jouira
de la propriété que la solution z de I'équation (3) aura pour toute valeur
de |e ¢ des dérivées finies et continues des 9 premiers ordres.

En effet. en introduisant les coordonnées lJHi;i[l"L'F o et B nous avons
déja démontré par ce qui précéde que toutes les dérivées de z d'ordre
non supérieur & 9, o la différentiation par rapport & o n'est pas effectuée

plus de 2 fois, sont finies et continues. Ainsi, en particulier, il en est

.

|I,i.— a%=

ot EPLEL

i Or. =1 nous différentions par rapport a4 o
EOR YL I Pl 0

ainsi de
:

I'équation (3), en considérant :“ comme fonetion implicite de o, toutes
les autres fonetions entrant dans cette équation ayant des dérivées finies et
continues par rapport & ¢, nous obtenons en chaque point & lintérieur
d’une couronne circulaire § formée par la circonférence C' et une autre
circonférence €’ concentrique de rayon fixe aussi petit qu'on veut (et sur
ces circonférences également) des valeurs finies efi continues parfaitement
déterminées f”a bornées supérieurement., Naturellement le méme procédé
L -
ifap®
en partant de U'équation (17) et ainsi de suite; donc, en opérant de cefte

de différentiation par rapport o pourra étre appliqué pour déterminer
¢

facon, on parvient & limiter supérieurement toutes les dérivées des 9
premiers ordres (quel que soit le nombre ¢ <0 de différentiations par
rapport & o) pour les valeurs indiquées de || < ¢, & l'extérieur du petit
cercle ('; mais nous pouvons supposer ce cerle €’ assez petit pour que du
seul fait que [z Itfl". :'u > [2]5:, on puisse conclure l'existence des dérivées
de tous les ordres et l'analyticité de z a son intérieur. Ainsi toutes les
dérivées des 9 premiers ordres existent et sont limitées supérieurement
a l'intérienr du cercle entier C' ainsi que sur son contour.
Le théoréme B est done entiérement démontré.

-

5. Je voudrais indiquer encore quelques conséquences du mode de
raisonnement que nous avons suivi dans cette démonstration (chap. IV,
pp. 132—135 du Mémoire cité). Je souligne d’abord encore une fois que,

le premier membre de I'équation
|

) 13 (%) - () ;
(24 bis) el =l e I e S
o= dxdy &Y=

—
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obtenue en différentiant 1'équation (3) % fois par rapport a 0, satisfaisant
quel que soit » aux conditions du théoréme A, lorsqu'on sait que z admet
des dérivées bornées des 9 premiers ordres, sa solution (dont I'existence
est assurée et qui satisfait aux inégalités fondamentales (2)) qui se confond

= r = " - - s Ao~
avec z\ — PE Sur 1U contour I'L'}“'('.‘..‘SE’HT.-(' effectivement - Y pour toutes
il il B

T g - . . . oz - -
=} e 1 a3 ue i, Y ¢ Aa Sl c Ly, (JUS o =1 b
les valeurs de y & U'intérieur de C. On sait, en effet, qu — satisfait
G A

a I'équation (24"¥) ef, puisque z est analytique, on sait aussi que

2
admet des dérivées des deux premiers ordres finies ef continues a Uintérieur
de C; or, Uéquation linéaire (1) ne peul avorr deux solutions différentes
ayant des dérivées des deux premiers ordres finies et continues a Uintérieur
de C qui prennent les mémes valeurs sur C (sans faire aucune supposition
sur Uewistence des dérivées sur le contour). Je reproduiral ici la démon-
stration trés simple de ce fait (dont l'idée est due a M. Paraf®) qui semble
avoir échappé a l'attention de plusieurs géométres. Il suffit, évidemment,
de montrer que la solution » de I'équation

@At At qegp St gl N arn I8 Lo g ing g
fx* droy ¢y® 7 2y
(AC—-B*>K>0, FAX0)
admettant & Uintérieur de C des dérivées finies et continues des deux premiers
ordres est identiquement nulle, si elle est nalle sur €. En effet, en supposant
d’abord FA < 0 (soit 4 > 0, pour fixer les idées), on voit que u ne peut
avoir a 'intérieur de €' de maximum positif (on minimum négatif), car en

1] & o \
. . o 1k o g W o0°u f 0=t )T
un tel point on aurait -—=-— =10 et =——— ] | = 0 avec
o 8 ('y fu it oo aus L "'y' 7 =
o u - . ' ‘ = - o
Uo—g S 0, ce qui est uwmnpatlble avee (27). Dans le cas général posons

w=D0[1 —e sEri],

ou B, > R et @ est un nombre positif assez grand. On aura b = 0 sur C
et de pius b satisfait & 1'équation

[ — p-nemifigéb s opidt b | ndt b
' ! dx? == gway " =8yl
:-']l_tl — pgalz+R)) [) L A(.',c rr{::‘.:ﬁ{l'j".'h
% v \ r|:’£
i L Il { Il | r”"’j I 1 i T 3
- 2“1 — e—alz+R)\ B - Bae ezt "_J,l —+ F(1 et (x+ 1) \
12y L

1L 9Dge*@tR) _ q®ge-atrtR) b= 0;

%) Annales de Toulouse 1892. Voir aussi ma lettre & M. Radé publiée dans
Math. Zeitschr. 1926.
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cette équation est de la méme forme que (27) et il suffit de prendre
a -2_1” pour que le coefficient de b soit cerfainement négatif pour toute
valeur de z, # & lintérieur de €'. Donc b est identiquement nul, et wu
de méme.

Ainsi, si la solution z, pour ¢ — 0 qu’'on a pris pour point de départ
admet des dérivées bornées des 9 premiers ordres, on est certain d’abord que
ses dérivées de tous les ordres existent sur le bord également (nous allons plus
loin préciser ce résultat) et, de plus, pour toutes les autres valeurs de «
il n'est nullement nécessaire, pour legitimer l'application de la méthode
des fonctions auxiliaires qui sSuppose I'existence des dérivees, d’appliquer
des considérations nouvelles pour prouver cette existence, — celle-ci résulte
du théoréme B et du procédé de détermination des dérivées successives
par le procédé indiqué plus haut moyennant 1'équation (24%#). ('est pour
cela que, grice & la méthode des fonctions auxiliaires qui borne supérieu-
rement (uniformément®), quel que soit «, les dérivées successives, st on
connait une limite supérieure des modules des dérivées des 2 premiers
ordres seulement, on a le théoréme général suivant®).

Théoréme C'. L'équation (3) admetl toujours une solution analytique
pour « =1, se réduisant a une fonction analytique donnée @ (6) sur C,
st elle admet, pour «— 0, une solution bornée avec ses dértvées des
9 premiers ordres prenant les mémes valeurs @ (0) sur C, el si, de plus,
il est possible de limiter supérieurement les modules des dérivées des
2 premiers ordres des solutions (supposées dérivables autant de foils quon
c=1), se réduisant a ¢ (0) sur C.

veut) de (3), quel que soit ¢ (0 <

(8i I'équation est linéaire en r, s, ¢, la limitation des dérivées premiéres suffit
6. FEnfin, en restant dans le méme ordre d'idées (et sans utiliser la

méthode des fonetions auxiliaires) je développerai les caleuls qui précédent

pour établir la généralisation suivante d’'un théoréme connu de Schwarz:
Théoréme D. Si z est une solutton admeltant des dérivées bornées

des 9 premiers ordres a Uintérieur du cercle C de légualion analytique du

type elliptique

(28) Filors 8y s gy 2oy =0

qut sannule sur la circonférence C, elle peut élre prolongée analytiquement

a Cextérieur de €. En tenant compte de la méthode des fonetions auxi-

liaires on peut généraliser cet énoncé, (voir la page 133 du Memoire cité)

‘) Au contraire, le procédé gue nous avons employé pour démontrer le théo-
reme B, donne des limites supérieares qui augmentent, lorsque | « | s’approche de .

%) Pages 131135 loc. cit. On trouvera des applications de ce théoréme dans
mes Mémoires, ,,Sur les surfaces définies au moyen de leur courbure.” Ann. Sec. de
I’Ecole Norm. 1910, ,,Sur les I'équations du calcul des variations.** Ihid. 1912.
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en remplagant les dérivées des 9 premiers ordes par celles des 2 ordres
seulement?).
. g 0z £ -
Il suffira évidemment de prouver que -, sur la circonférence C,
- a0
est une fonction analytique de l'angle . Or ceci sera établi, si nous par-
venons & construire une série majorante

o o
— M _0F M 6%

e b f L " \T ”

(29) b(0)= D — > — M,
1 0

convergente pour des valeurs assez petites de #, telle que (pour toute
valeur de = =>0)

2 L47i01) =2 (x] q(01)
2 [(x)7] oz
i 2 4 . o
(30) M, > ' : M,.> |=— ete. ,
azdoy Ipy
11

om= | BT
= R r
171

L o F
.{'lﬂz
» fois par rapport & 6 que nous pouvons mettre sous la forme

ou zi# satisfait 4 I'équation linéaire obtenue en différentiant (28)

;AR g l) e satsln) ) ppl®) ) gzl®)
31) FZE: 4 p2f 4 FZ 4 F— +F—
k r gat ] s dxoy I dy* \ P dx g dy
r

+ F2" =4

ol
4* }'1 2z [z} ; 5 I 'I;
A il Ut et
de* S :
e I T A i L
e Fr il o Fr : i |
dg” IR I S e g8" _
[ o ¥ a2 () M Al () ) y o 3 A
R i )"z vf 8% 8 a°z X R i 0z \
RN e dz / L dady/ \ag* dy /]

On vérifie d’abord par un calcul facile l'identité

PRy ol i g | mdiaiy
e T aigl*} A -1 Rln—1) ., 25 {la et 7z '
()i =g 2x : e e
af” 8T dxdy 21 AN Ay® /
x(x—1)(% 2) B (x—3)
=] 3 A og ¢ 2
T 2
it croy
: i T a
#le—1)(x—2)(2 3) 2 I/ :I <) i ’ |
= = 1 a
41 N £ oy !

% De plus, & cause de l'existence d'inégalités analogues aux inégalités fonda-
mentales (2) dans le cas d'un anneau limité par deux circonférences concentriques
(voir ma Note précédente, p. 598), les dérivées de z pourraient n’étre bornées que
dans le voisinage de ¢, Le cercle ' peut étre évidemment remplacé ici par une-
courbe analytique fermée quelconque; mais I'étude du cas, ol z ne serait analytique
que sur un arc de courbe analytique seulement, présente des difficultés spéciales
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et des identités analogues pour les autres dérivées; done, les inégalités
(30) étant supposées remplies jusqu'd 'ordre 3 inclusivement, on a

‘lf.i‘ (1) r"'-.' (1)
( §()bis) = N-.. — - N, etc..
J = n 3
Gl 'Ry el I B o

ou N, est défini par la série

SN
e20 [ M, +b(0)]= > —=0
I_J o~
||I/.r_1|_1',1| (s I
Car = M, +=(2M,_, e 2* M, _.
Ld8 l&'y v 21
(ox(e—=1)(x &) 8 0,
e | 31 o A,
3!

a4 cause de |:_:5'_JI; et en meme tC”!]‘-“

%41 2 (x4 701D

(88) (g2 — 1) (M, + b) — ¥ == ¢~
; it

De plus, en supposant que M, | qui est une limite supérieure de

T [ {01} Y
| 87z | (0,1) . it \ (0,1 [,,]i01) 3
Z s «oes [2]0) ] est aussi supérieur & [«]'7° ., [y]\'), nous aurons
dar|pr INER MR ES
"7 AR r i E T 15 iRt
- Bl |
aussi pour toute valeur de
Fax b1 o 01
¢ \ | B ¥ | 7
(54 ) . M, > |— y My>|—=|
Lag* g’y LA™ lg'y

puisque toutes ces dérivées sont égales 4 + x et =+ y.
Par conséquent, en admettant que les inégalités (30), done les inéga-
lités (30"%) également, sont remplies pour toutes les valeurs 7 < », nous

aye i ow Fon - 1(0;1)
pouvons les ufiliser pour limiter supérieurement |.-IH!L,. r, car A, est un
FE r
1
r iy f ‘i: ; .
polynome par rapport Pal-ce =t (¢ << =), ayant pour coefficients les
.-’H o E

dérivées partielles de ¥ prises pour les valeurs de r, s, ..., z, @, y. Donc,
en tenant compte des inégalités pareilles aux inégalités (13) (nous sup-

- 1 = A : - f 1 (0,1)
posons toujours que K est entiére) et en supposant que [F,]

pl et e
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- (0,1) : : : S . T e
[Fy fp.'r. sont inférienrs & un nombre positif H, on aura (grace a (S0:1E).
.J

(33) et (34)
J(i:a_ ..-" |I .-"I..ul.,III'J If 3

1.-F

B

ot ,T est le coefficient de 6” dans le développement suivant les puissances

de B de

(35) @ (b,0)= F(e20(M,+ D), €20 (My+b), ..., Myet, Myed)
B(M, M,, ..., M) —b|F (M, ..., M)+ ...+ Ff
5H(e2®— 1) (M b,

lorsqu'on remplace b par la série (29), dont les coefficients d’indices
inférieurs & x interviennent seulement, car ¢,(0,0)=@(U, =
(D’ailleurs ¢ (b, 0) est une fonction entiére par rapport a b et B).

Done, grice aux inégalités (2) qui sont applicables avec le méme
facteur 4, quel que soit x, nous pouvons affirmer que la solution b de
I’équation

b= Aig(b,h)
donne précisément une série (29) qui converge pour des valeurs assez
petites de 0, d’aprés le théoréme des fonctions implicites, satisfaisant aux
inégalités (30) pour tonte valeur de x. Le théoréme est done dé-
montré1’),

19 En modifiant un pen les caleuls (en faisant passer Fyztr! dans le second
membre de (31)) on peut facilement se débarrasser de Phypothése F- =10 qgui est
utilisée implicitement dans la démonstration gquand nous appliquons & (31) le

théoréme A.

( Eingegangen am 11. 5. 1926.)
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