Zur Integration der Wellengleichung auf Riemannschen
Fliichen.
Von

A. Rubinowilez in Lemberg.

I. Problemstellung.

Im folgenden behandeln wir ein Problem, das wir kurz in der nach-
stehenden Weise formulieren konnen:
F' sel eine n-blittrige Riemannsche Fliche mit beliebig vorgegebenen

Verzweigungspunkten. Zur Zeit t =, sei auf F_ein beliebiger Anfangs-

zustand, d. h. die Werte von % = f(z, ) und ::::QL x, i) vorgegeben.
Es wird fiir £ > ¢, nach einer Losung der Wellengleichung i—:-lt-_!_.!— = i; i :M:E
gefragt, die dem angegebenen Anfangszustande entspricht und auf der
Fliche F iiberall regulir ist.

Oder priizie gesprochen: Es ist eine Funktion u(z, y,f) der Ver-
anderlichen @, y,¢ zu finden, die den folgenden Bedingungen geniigt:

1. u(@,y,t) ist fir alle Punkte der Riemannschen Fliche F, mit
eventueller Ausnahme der Verzweigungspunkte eindeutig definiert.

2. u(a,y,t) erfillt fiir 1 =1, die Anfangsbedingungen:

(A8

= f(x,y) und : =9 (x, 7). Y
ot /

3. u(w, y,t) 1st samt ihren Ableifungen der beiden ersten Ordnungen
nach ihren Verdnderlichen fir alle Werte von @, %, t endlich und stetig,
mit Ausnahme der Verzweigungspunkte und der singuliren Stellen, die
durch die Anfangsbedingungen zur Zeit ¢t =1, verursacht werden?)

) Um die Beweise nicht zu komplizieren, nehmen wir im folgenden stets an,
dal die Anfangswerte zur Zeit f = ¢, partielle Ableitungen der :_\r:atf:nl:]n:-i Ordnungen
nach @ und y besitzen,

*) Vgl. A, E. H. Love: The propagation of wave motion in an isotropic elastic
solid medium, Proe. Math. Soc. London (2} 1 (1904), 8. 201,
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4 : o . ¢
In den Verzweigungspunkten sollen % und 57 endlich bleiben. Ist o
der Abstand von einem Verzweigungspunkte, so darf dagegen die

. a1 . .
Ableitung > hier zwar unendlich werden, aber doch nur so, daf
e
o L
— = () wird.
i

[

lim p
n=

4. u(x, y, t) geniigt, bis auf die unter 3. genannten Ausnahmestellen,
der Wellengleichung:

a a

d % du o, du
L= — —

T e T
dz* (h SR i

Die eben formulierte Aufgabe ist als ein Cauchysches Randwertproblem
in einem Riemannschen Raume R, der Minkowskischen Welt z. 9, t auf-
zufassen, wobei R, durch eine Bewegung der Riemannschen Fliche F,
lings der senkrecht auf ihr stehenden Zeitachse ¢ entsteht. Den Ver-
zweigungspunkten der Riemannschen Fliche F, entsprechen dann in unserem
Riemannschen Raume R zueinander und zur Zeitachse parallele Ver-
zweigungsgerade. Wir haben es hier also mit einem speziellen Riemannschen
Raume R, zu tun, da seine Verzweigungskurven Gerade sind. Beliebigen
Verzweigungslurven in B, entsprechen Riemannsche Flichen F . auf denen
die Verzweigungspunkte ihre Lage mit der Zeit indern.

Im folgenden zeigen wir nun zuniichst mit Hilfe von Eindeutigkeits-
sitzen, dall es zur Losung des oben angegebenen allgemeinen Problems
hinreicht, ein spezielles, in dem oben angefiihrten enthaltenes Problem zu
lisen, wo die Riemannsche Fliche F, einen einzigen im Endlichen ge-
legenen Verzweigungspunkt besitzt. Die Lisung des allgemeinen Problems
liBt sich nimlich durch »Zusammenstiickelung” aus den Lésungen des
speziellen Problems herstellen. Die Methode, mit der wir dabei die Losung
u(a, y,t) in diesem letzteren einfacheren Falle gewinnen, verwendet im
wesentlichen die unter Benutzung des Charakteristikenbegriffes zuerst von
Volterra®) und dann von Hadamard*) modifizierte Verallgemeinerung der
tiemannschen Integrationsmethode. Die Funktion u(z, y,t) werden wir
demnach in unserem Spezialfalle mit Hilfe einer »Fundamentalltsung*
( analog der Loésung 117 im Falle der elliptischen Differentialgleichung A4 U)
und einer ,Fundamentalformel (analog dem Greenschen Satze) unter Ver-
wendung einer von d’Adhémar®) und Hadamard!) zuerst eingefiihrten
Operation herstellen, die als die Bildung des endlichen Teiles eines un-

Y) Vito Volterra, Acta mathematica 18 (1894), S. 161,

') J. Hadamard, Acta mathematica 81 (1908), S. 333.

) R. d’Adhémar, Journ. de Mathématiques (5) 10 (1904), S. 131 und (6) 2
(1906), 8. 357,

Mathematische Annalen, 96. 42
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endlichen Integrales (partie finie d’une intégrale infinie) bezeichnet wird.
Dabei wird eine iibersichtliche Einfachheit der Fundamentalformel, sowie
eine gewisse Eleganz der Rechnung durch die Beniitzung des von d’Adhémar?)
eingefiihrten Begriffes der Konormalen erreicht.

Indem wir den Weg, der zur Herstellung der Fundamentallosung
dem obigen Spezialfalle dient, ein wenig verallgemeinern, werden wir gleich-
zeitig ein anderes Problem ldsen, das wir folgendermaBien formulieren:

In der z. y-Ebene seien durch die Relation @ - iy =r-e" die Polar-
koordinaten r, @ eingefiihrt. Wir bezeichnen ferner mit K, ein Winkel-
gebiet, dessen Punkte durch die Ungleichungen 0 < ¢ < %, 0 =7 gegeben
sind. Es ist dann eine Funktion u(z, y,t) zu bestimmen, die folgenden
Bedingungen geniigt:

1’ wu(z,y,t) ist auf K, mit eventueller Ausnahme des ,Scheitels®
y — 0 fiir alle Zeiten ¢ > ¢, eindeutig gegeben.

'l

9’ wulx,y.t) erfiillt fir 1=1¢, die Anfangsbedingungen:

2 ',
: kT :
w=f(x,y) und : =4 (z, )

! z ! .

und auf den Halbgeraden ¢ =0 und ¢ =z zu allen Zeiten die Rand-
bedingungen:
(k[

) = =) oder g) u=0
'

(m ist dabei die innere Normale an die Halbgeraden ¢ = 0 bzw. ¢ = z).

3'. w(a, y, 1) ist samt seinen Ableitungen der beiden ersten Ordnungen,
abgesehen von singuliren Stellen, die durch die Anfangsbedingungen ver-
ursacht werden, und abgesehen von dem Punkte »=0, fiir alle Punkte

von K

, endlich und stetig. In dem Punkte » = 0 fordern wir die Endlich-

- = 3 : . . au
keit der Funktion u selbst, sowie die der Ableitung — und verlangen ferner,
; -
du - . ] : a1 .
daB %% dort hochstens so unendlich wird, dafl limr - =0 1st.
& [ 4
T=

=1l
4'. wu(z,y,t) geniigt bis auf die unter 3’. angefiihrten singuliren
Stellen der Wellengleichung:

iz’ ai ot

Die jetzt formulierte Aufgabe stellt im a, y, t-Raume ein ,gemischtes
Randwertproblem“ (probléme mixte) dar. Sie wird ndmlich teilweise durch
,Cauchysche Randbedingungen“ (die Anfangsbedingungen fiir t=1t,) und
teilweise durch ,Dirichletsche Randbedingungen® (die Bedingungen «)
oder f) fiit ¢ = 0 und @ = ) bestimmt. Wir bemerken noch, daf sich
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durch ,Zusammenstiickelung“ aus den obigen Funktionen das gemischte
Problem fiir den Fall losen liBt, wo die Berandung in der , y-Ebene
aus einem geschlossenen oder ungeschlossenen Streckenzuge hesteht®).

SchlieBlich bedarf es wohl kaum eines besonderen Hinweises auf die
Tatsache, daf man in dem obigen Probleme die Cauchyschen Bedingungen
statt auf der Ebene ¢ = {; auch auf einer nicht ebenen Fliche & vorgeben
kann, die, sonst beliebig, nur der Einschrinkung unterworfen ist, daB ihre
Normalen mit der ¢-Achse immer einen Winkel kleiner als a/4 bilden,

Physikalisch von Interesse sind die Losungen des durch 1. bis 4. be-
stimmten Problems in dem Falle, wo wir es mit einer zweiblittrigen
Riemannschen Fliche zu tun haben, deren Verzweigungspunkte alle in einer
Geraden liegen. Mit Hilfe des Thomson-Sommerfeldschen Spiegelungsver-
fahrens lilit sich nimlich aus solchen Lésungen der Wellengleichung das
zweidimensionale Beugungsproblem fiir einen ebenen, vollkommen reflek-
tierenden Schirm erledigen, in dem die beugenden Offnungen von Geraden
begrenzt werden, die zueinander parallel sind. Als wichtigste Beispiele
nennen wir den Spalt und das ebene Gitter.

Die erwihnten, durch wZusammenstiickelung® aus den Lésungen des
durch 1°. bis 4", bestimmten Problems hergestellten Funktionen stellen Lé-
sungen noch allgemeinerer zweidimensionaler Beugungsprobleme dar, wo die
Beugung an einer oder mehreren Zylinderfliichen stattfindet, deren K
zueinander parallel sind und deren senkrechte Querschnitte
oder ungeschlossenen Streckenziigen bestehen,

rzeugende
aus geschlossenen

II. Eindeutigkeitsheweis.

Zuniichst wollen wir zeigen, daff die Losung des Problems, das wir
im Abschnitte I an erster Stelle formuliert haben, durch die dort an-
gegebenen Bedingungen 1. bis 4. eindeutig bestimmt ist.

Um das Eindeutigkeitstheorem bequem aussprechen zu kénnen, definieren

wir einen Kegelraum K in der nachstehenden Weise: x,, 7,,%, sei ein
Punkt in einem bestimmten Blatte des Riemannschen Raumes Y A
soll iiber der Fliche ¢ — 1, liegen, es sei also £, — {

ir
o Mit z,, 9., 1, als
Spitze errichten wir einen Halbkegel I'), dessen Punkte durch die (lei-
chung (2 — x,)® I (y — ¥o)® — (t —1,)* = 0 gegeben sein mogen, also
einen gewohnlichen Kegel mit einem Offnungswinkel von 90°, dessen Achse
parallel zur ¢-Achse verliuft. Der Kegel I, wird nun im allgemeinen
irgendwelche Verzweigungsgerade des Raumes R schneiden, Denken wir
uns dann die durch die betreffende Verzweigungsgerade gehende Erzeugende

des Kegels aufgezeichnet, so mage die Kegeloberfliche lings jenes Teiles

%) A. Rubinowicz, Monatshefte fiir Math. u. Phys. 30 (1920), S. 65.

42%
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dieser Erzeugenden aufgeschnitten werden, der auf der Verzweigungsgeraden
beginnt und nécht durch die Kegelspitze geht. Diese Kegelfliche 77 soll
nun in der Weise ergiinzt werden, daf} wir den eben erwihnten Teil der
Erzengenden des Kegels, lings dessen wir I aufgeschnitten haben, um
die Verzweigungsgerade rotieren lassen. Wir beginnen dabei mit der Ro-
tation dieser Geraden bei dem einen Ufer des aufgeschnittenen Kegels I',
und rotieren unsere Gerade entsprechend der Vielfachheit des betrefienden
Verzweigungspunktes so lange, bis wir in dem Riemannschen Raume R,
zum anderen Ufer von I}, gelangen. Der so erhaltene Halbkegel mdge
mit Iy

gerade, so moge der Kegel, der um diese neue Verzweigungsgerade

bezeichnet werden. Trifft nun Iy auf eine weitere Verzweigungs-

aus Iy in der gleichen Weise entsteht wie I'f aus I'y, mit I'Y bezeichnet
werden, I sei dann ein aus I'; entstehender Kegel usf. Analog wird
bei allen anderen Verzeigungsgeraden, die I', schneiden, vorgegangen. Die
(esamtheit aller dieser Kegel I'', Iy, ... mdge dann im folgenden kurz
mit I'" bezeichnet werden. Die aus dem Kegel I', und der Gesamtheit
aller Kegelflichen I')' bestehende Fliche bildet, wie man aus dem folgenden
erkennt, den zur Wellengleichung und zum Raume R, gehorigen charak-
teristischen Kegel. Als den Kegelraum K wollen wir nun alle Punkte
z, 4, t bezeichnen, die innerhalb von I', oder eines Halbkegels I gelegen
sind und deren #-Koordinaten der Ungleichung 7, =t > ¢, geniigen. f; sei
dann jener Teil der Riemannschen Fliche F,. den die dem Zeitmomente
t —t, entsprechenden Punkte von K bilden. f; ist also sozusagen die Grund-
fliche von K.

Eindeutigkeitstheorem: Durch die Anfangsbedingungen auf f, 2st
eine den itm Abschnitte 1 unter 1. bis 4. formulierten Bedingungen ge-
niigende Funktion u(x, y,t) in dem Rawme K eindeutig bestimmd.

Den Beweis fithren wir nach den bekannten Greenschen Methoden?).

Zunichst definieren wir einen Raum R: Aus dem ,Kegel® K bilden

e ey
L I’:u.-'
schneiden und auBlerdem die Verzweigungsgeraden von K durch Zylinder-

wir einen , Kegelstumpf®, indem wir K durch die Fliche ¢t =1, (¢, > ¢

flichen vom Radius o aus dem Raume R ausschliefen. Dabe1 sollen
mit f; die Schnittflichen von K und { = {, und mit Z, die (der Vielfach-
heit der Verzweigungsgeraden entsprechend vielfach gewundenen) Zylinder-
flichen um die Verzweigungsgeraden bezeichnet werden. Die Begrenzung (R )
von R besteht also aus den Flichen fy. fi, I, und der entsprechenden
Anzahl von Flichen I')* und Z,.

Auf den Raum R und seine Begrenzung (R) wenden wir nun zu-

) Vgl. A. Rubinowicz, |. o
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niachst eine schon von Volterra®) benutzte Integralrelation an ( Fundamental-
formel):

w

# und » sind dabei zwel in B zweimal ableitbare Funktionen,

{v[lu—ullo}dzdy di J I '{u ;: . v: !:}ﬂ';".

()

(:2) " e

o q T 5

. o - . v - 0 »
und endlich die Ableitung nach der inneren Konormalen'), d, h. (im
oy ’
Falle der Differentialgleichung [ lu — 0);

iy [} ) f d
(2) e o B ¢
dv dx - oy ?
wenn m,, .., 7, die Richtungskosinus der inneren Normalen an die
Fliche ( R) sind.
Setzen wir nun voraus, dall # der Differentialgleichung [ % = (0 ge-
(48 1]

ist, so wird:
ot

H L0 fow) o o :
I:;‘IJ{H.’!'L-‘E_?') ot F'J}H"r e

Wir bezeichnen die auf die verschiedenen Teile der Begrenzung (R) be-

ziiglichen Integrale J mit I, fr:_. I,. usf. Um sie zu berechnen, nennen
n n 0

wir s die Entfernung von der Kegelspitze wx,, y,, t, lings der Erzeu-

niigt und »

genden auf J/j, und ¢ die Entfernung von der Spitze eines Kegels
" lings einer Erzeugenden auf diesem Kegel. Ferner fithren wir in
jeder Fliche ¢ = konst. Polarkoordinaten r, @ (bzw. o, y) ein, deren
Ursprung in dem Durchschnittspunkte der Kegelachse I', (bzw. ) mit
der Fliche ¢ = konst. liegt. Fiir die auf I, bzw. I’ liegenden Punkte
a

. &
ist dann r = und o
)

sind dann auf den einzelnen Begrenzungsflichen von (R) gegeben:

Die Ableitungen (3) nach der Konormalen »

) Vito Volterra, l. c.

") Im allgemeinen Falle wird die Konormale in einem bestimmten Punkte P
einer Fliche S durch die Richtung definiert, die zur Tangentialebene an S in P in
bezug auf den charakteristischen Kegel, dessen Spitze durch P geht, konjugiert ist,
Die Konormale fillt also in die Richtung der Tangentialebene, falls in dem betreffen-
den Punkte / der charakteristische Kegel die Fliche S beriihrt. In dem Spezialfalle
der Wellengleichung wird die Richtung der Konormalen einfach durch Spiegelung
der Normalenrichtung an der z, y-Ebene erhalten.




654 A. Rubinowicz.

auf der Fliche £ durch: IF ]
3
. | i
? In Y
(4) Z, Jf [ B
- 1 d g\ d
'Ir" T e ng f s
I & (£ | i f
!f-:' l | E [} (i rf. |
f2 do gt do |
Es wird somit: ‘
[ o ;ri!""l ;
I.o ‘ ' kg — - | df,
1, olin ‘ ot \Ngr/ I f
s :-.':.zt. fon '\:l .
T tes l‘ I t—5 = | df,
I JJ o Tikar ) S
i [ @ [du dit o {
!/u JI IHrnlr'f,' .f!r'r_;jﬂf'il
?J
7, iJ Juw /i dw r-r“ | du 1 fou  ou Hdh
JJ 2L arat | o ot }2 \ar  ot/)
b (i Ee T i TR ko T ¢ 1 fon gty .
1. ‘[i (—— )+ —=— (= Var.
» ..;' lk_‘ g oo dt ot at I..j A OD at I
7

Auf den gleichen Raum R wenden wir nun eine zweite aus dem
GauBschen Satze

(5) — P_f'f.]"dix' adr = H a, df
it (R)

folgende Integralrelation an. Wir setzen
a — curl [, u-grad «]
so dall diva = 0 und daher
e ihy re v
I"— [ Jeuwl [f. u-gradu]ldf=0
()
wird. Sdmtliche Vektoroperationen sind dabei in dem =z, y, t-Raume aus-
zufithren. [ bedeutet den Einheitsvektor in der Richtung der ¢-Achse
und n die nach innen gerichtete Normale. Nun ist:

: ' o du . ( 1 2
curl [F, . grad | = ¢ grad u — u-grad — - fu Adu -+ (grad u )~}
f g 8 : 3 .
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und da die Normalenrichtungen bestimmt sind:

auf der Fliche £ durch: - f,

s " fir Sl t,

» Z, »  die Richtung von p,
(6) S 1 PO TRy ey
; 5 . S » den Einheitsvektor: — i COS @1 — 7 8N ¢ s i
o ] : ¥ |. . . | ¥
Vi L n ” 4 =cosyl — —=siny] — =1

)2 f2 |
so sind die Beitrige, die die einzelnen Teile von (R) zu I" liefern, ge-
geben durch:

2 » .J sl a¥%en o pauNE A \_-:.l k
i ;= = a— - | —— i | | I | ! [! -
.-’r“ I I 1 2l fx* ay= J dx/j '-\.»-Ia; ,-l | /
'IrJIII
* [y, (2w [0 u\*\ 4
'rn".: = _J"lul "'.'J’E' I iz f-’,l)l J |f-
ol
"l!I
® : j o o m’l
z, = L= — % —= o0
Jr).'.. t['i 1 il (a7 do rfl rf
z,
g i 1 dwdw T 1 d u o wh Bu\? | fou\” [P
= e : Ahis— Lefe—]) 4 {=—]) !
!! [‘l 2§t 3r 2 at 9 ”(q i aye) ' \gm/ \dy/ |de
Ut I2 at dv |2 ar je aa y : y
I)s- jf e I L T O
b % l] 2.4t do |2 dodt J2 \da® dy®/ Nga/ Nyl - ,!
g |

Nach dem Obigen ist nun /- I*= 0 und daraus folgt unmittelbar unser
Eindeutigkeitstheorem. Um diese Summe zu bilden, bemerken wir, dall
mit Riicksicht auf [Ju = 0:

l : » I ran ".2 I Pr IR 2 Ty, .1.-'7{ ..II'.‘.sl : I
i li Waz) T \ay) T \5t) por |

Iy
H
i wh fo d 0 "’]
2 et eviis (ex il g
1 j,: D \\oz \a Y \ét/ | f
i
Ferner ist:
g du
I 1z — 2 l [ o
¥ ¥ AL f_.‘f (a7 |
Zl
Pl . fou\®, [éu \® fow\® 1 fou I"' . . H
Mit Riicksicht auf [l =0, |=—) 4 (= = | =— L = | == | wird weiter _
57 diy vor r® \Ndmp/
' =1 [ 1 GG u -:[ y
Iro+ If. = —H (= df
4 & J 1o e \ag i gt
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und schliefilich analog:

l'_l
rir,‘\l 1

* o hiled g .
""“: J"r.: = JcJ ]-'J-ln"' r-'.'; II" do s dt -"'I J‘d!

Lassen wir nun das o des Z, gegen Null gehen, so wird mit Riicksicht

w0 . . v o' " . c
darauf, dall lim — endlich Ist, lim 05— =0 wird und df = odydl 1st:
o=0 o=0 o
. [ * \ ]
lim ( Iz, + Iz,) = 0.

n=1

Somit entsteht im Grenzfalle o = 0 aus I-- I* —= 0 die Relation:

1\az / \dy / \at) | \\éz / ey / NCR |
(7 1
i 1 [ 1 [du 2 S E-u\'“'l X
. |+ — ——] ¢d
‘!.‘f F2 | b (\ﬁq. jo s af/ I /
o ‘\_‘ J‘ jl 1 I 1 X |'I: i_'i, & Ltk o |3] df “’
Sl I'_’.Iga: \w.r-.'rl."" o i ot j
¥ ‘l:'l*

wobei die Summe iiber alle in Betracht kommenden Kegel IV zu er-
strecken ist?*). Mit Hilfe dieser Beziehung konnen wir jetzt sofort unser
Eindeutigkeitstheorem beweisen.

Nehmen wir némlich an, es gibe zwei Funktionen %, und w,, die
beide in R die im KEindeutigkeitstheorem angefiihrten Eigenschaften be-

gitzen, so miillte thre Differenz UJ Uy — Uy mit Riicksicht darauf, dal
beide Funktionen auf f, die gleichen Anfangsbedingungen erfiillen, der
Gleichung
. ‘j.' : {l.—_'_' . .I,_;-_‘_' : ,fslld J-I. 1 I 1 ..-r!r"."" I_'r-f- r'.f,.".ll'-'\l ¢
2 4l ] et (hh : = [ ; . i
.JI\J 1 \da \dy vt Jl / !f" l‘_f 1 ¥ \dg ar ot/ .l 'III
' a

geniigen. Da alle Integrale das gleiche Vorzeichen besitzen, so mufl aber

_ U 80U aU
auf £ :Jt: = T.,', L f.r'af o

“2) Anm. b. d. Korrektur. Einfacher ergibt sich die letzte Beziehung aus dem
GaulBschen Satze und der in Hinblick auf Owu = 0 identisch erfiillten Relation:

a
A

g (" fow)"
da gt dx/ dy ot r"'li_,r.' ot 2 ar \¢ Yy vat/

T s
0 [ ow du) [l o 0w I N LT

==
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= aly dl
auf I, = —— =)
o g s 2
AT d T
andy s il —_—— =)
i do
sein. Es ist also auf den genannten Flichen w, — %, = konst.. Da aber

u, und u, auf f, die gleichen Anfangsbedingungen erfiillen, so muB auf
der Schnittlinie von £ mit I, und mit den I u; = Uy sein. Wegen der
Stetigkeit dieser beiden Funktionen mull aber dann auch auf allen anderen
hier in Betracht kommenden Flichen », = u, sein. Daraus folgt zuniichst,
daB u insbesondere auch auf der Fliche £, eindeutig bestimmt ist.

Da aber die Lage der Fliche £, d. h. des Schnittes von ¢ = t, mit K,
nur der Bedingung #, >, > {, unterworfen ist, so wird die Funktion
u(x, y,t) durch die auf f, vorgegebenen Anfangswerte im ganzen Raume K
eindeutig festgelegt. Damit ist also unser Eindeutigkeitstheorem voll-
stindig bewiesen,

Mit Hilfe unseres Eindeutigkeitstheorems ldBt sich nun das im Ab-
schnitt I durch die Bedingungen 1. bis 4. bestimmte Problem auf ein viel
einfacheres reduzieren. Wir behaupten nimlich: wir kinnen das in Rede
stehende Problem fiir den Fall einer beliebig vorgegebenen Riemannschen
Fliche F, bewiltigen, wenn wir es fiir Riemannsche Flichen @ , die
nur einen einzigen Verzweigungspunkt im Endlichen besitzen, losen kénnen.

Denken wir uns namlich in dem zu der Fliche I gehorigen Riemann-
schen Raume einen Kegelraum K gegeben, der so gelegen ist, dal er keine
oder hochstens eine einzige Verzweigungslinie dieses Riemannschen Raumes
enthilt. £, sei wieder die durch K aus F herausgeschnittene Riemann-
sche Fliche. Nach unserem Eindeutigkeitstheorem werden dureh die auf
fn gelegenen Anfangswerte die Werte der Funktion % innerhalb K ein-
deutig festgelegt und zwar unabhingig davon, welche Anfangswerte auf
F  auBerhalb f; vorgeschrieben sind und unabhingig davon, wie die
Riemannsche Flache weiter auBerhalb f; verliuft. Wir erhalten also
offenbar innerhalb K die gleiche Funktion u, ob wir f, nun weiter zu
elner nur einen einzigen Verzweigungspunkt im Endlichen besitzenden
Riemannschen Fliche @, oder zu einer beliebigen Riemannschen Fliche F),
erginzen. Nach unserer Voraussetzung, daB wir unser Problem fiir die
Riemannsche Fliche @, losen konnen, ist es uns also méglich, auch auf
der Fliche F, fiir jeden solchen Raum K die Funktion u anzugeben.
Daraus folgt aber, daBl wir im Falle der Riemannschen Fliche F  die
Funktion w(x, y,t) fiir alle Punkte des zu F gehirigen Riemannschen
Raumes angeben konnen, die innerhalb irgendeines Raumes K gelegen sind,
der héchstens eine Verzweigungsgerade des zu F gehiérigen Riemannschen
Raumes enthilt. Bezeichnen wir mit ! die Entfernung der beiden Ver-
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zweigungspunkte auf F,, die den kleingten Abstand voneinander besitzen,
0 sieht man leicht ein, daB » nach dem Obigen sicher fiir alle Raum-
punkte angegeben werden kann, deren {-Koordinaten der Ungleichung
! .

-t — 1, = 0 geniigen.

Ist nun ¢’ ein die obige Ungleichung befriedigender {¢-Wert, so
kénnen wir % und Tr: fiir ¢ auf der ganzen Fliche F, berechnen. Be-
niitzen wir diese Werte als Anfangswerte, so konnen wir die Funktion w
fiir alle #-Werte berechnen, die die Ungleichung I >1 —{, = !, erfiillen.
ein Verfahren, das wir offenbar beliebig oft fortsetzen konnen. Wir er-
halten so durch ein Verfahren, das wir als die Zusammenstiickelung der zu
F gehérigen Losung w(z,y,t) aus den zu @ gehorigen Losungen be-
zeichnen koénnen, die Funktion % (2, y,¢) in dem ganzen der Riemann-
schen Fliche F entsprechenden Raume R, fiir alle Zeiten, die der Un-

gleichung t = ¢, geniigen.

I1I. Anwendung des Spiegelungsverfahrens auf das gemischte Problem.

Wir wollen nun zeigen, wie wir durch Anwendung des Spiegelungs-
verfahrens unser gemischtes Problem 1. bis 4'. auf ein einfacheres zuriick-
fiihren konnen. Um dies zu erreichen, stellen wir die Losung (2, y,1)

w(r, @, 1) unseres gemischten Problems, je nachdem sie die Rand-
bedingungen ) oder f) erfiillen soll, als Summe bzw. als Differenz zweier
Funktionen w, und u, dar, die auf einer, einen einzigen Verzweigungspunkt
im Endlichen enthaltenden unendlichvielblittrigen Riemannschen Fliche @,
definiert sind., Die Punkte auf @, legen wir durch Polarkoordinaten r, ¢
fest, deren Ursprung in dem Verzweigungspunkt von @ liegt. Die Funk-
tionen u, und w, bestimmen wir durch die Anfangsbedingungen:

1
fH.l

u, =f(r,9), 3 = Hlre)
; ) EET
Uy = fo (5 @), 3t g.lr, @),

die wir in der nachstehenden Weise wihlen: Ist zur Zeit t =1,

AT

w=1f(r, o), gl(r, o),
f--.f.- gt ""r

so setzen wir zunichst im Bereiche 7y = ¢ = 0:
im Falle der Bandbedingung «): f=f, + fi-
v o f’l" = J]f‘i ,P‘_» 4
Weiter bestimmen wir in beiden Fillen die Funktionen f, und f, auf der
ganzen Fliche @, in der Weise, daB sie be einer Spiegelung an der
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Geraden ¢ — ( wechselweise ineinander iibergehen (es ist also £ (r, @)
=fy(r, — @) und f,(r, @)= f,(r, — ¢)) und in bezug auf die Veriinder-
liche ¢ periodisch mit der Periode 2y sind. In der gleichen Weise defi-
nieren wir auf @, unter Zugrundelegung der Funktion g¢(r, @) die An-

fangswerte g, und g,.
Wir kénnen nun, wie dies sofort gezeigt werden soll, eine allen Be-

- r - r . . E; -l nl .

dingungen 1. bis 4. unseres gemischten Problems entsprechende Funktion #

. . . "

herstellen, wenn es uns gelingt, zwei den nachstehenden Bedingungen 1

. o i .

bis 4 . geniigende Funktionen u

" . . - - &
| . u, und u, sind in dem durch die Ungleichungen

, und u, anzugeben:

0L, =< ooy fySt

bestimmten Bereiche des zur Fliche &, gehorigen Riemannschen Raumes £,

eindeutig definiert.

" o e . .
2. u, und u, erfiillen fiir ¢ = ¢, die Anfangsbedingungen:

04,

¥y I'{]' Ir.I."zln?lil‘
b it o U,
a=hy =g,

- . . . .
3. wu, und », sind samt ihren Ableitungen der beiden ersten Ord-

nungen, abgesehen von der Verzweigungsgeraden und abgesehen von den

singuliren Stellen, die durch die Anfangsbedingungen zur Zeit t — ¢, ver-

< 5 ‘ " ;
ursacht werden, iiberall in dem in 1. genannten Raume R_ endlich und

stetig. In der Verzweigungsgeraden sind u, und u, sowie ihre Ableitungen

1
i,

at

& Uy - s . o & T3S -
und - endlich, ihre Ableitungen ——* und 2 werden hier aber
7 ! ar

. . o . . d ”,- : -
hochstens in einer solchen Weise unendlich. dal} lim # = 0 (r=1,2) ist.
s

r=10

4". u, und w, entsprechen im allgemeinen, d.h. mit Ausnahme der

Ve

unter 3. genannten Sillglﬂfil'en Stellen. der D[i"ferentin]gleich[[||g;

%= — hp el
fx ay’ att
Wir behaupten nun: Die beiden Funktionen

’

w' = +u, and w'=u —u

1 1 H

stellen fiir den Fall der Randbedingungen «) bzw. ) die Losung unseres
gemischten Randwertproblems dar. In der Tat ist ja sofort zu sehen, dal
w' und %" simtlichen fiir % vorgeschriebenen Bedingungen 1°. bis 4.
geniigen. Nur das Erfiilltsein der Randbedingungen an den Ebenen ¢ — 0
und ¢ = y erfordert eine kleine Betrachtung.
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Mit Hilfe unseres Eindeutigkeitstheorems erkennt man zunichst leicht,

daB auch die Funktionen %, und wu, die nachstehenden, ihren Anfangs-

1
bedingungen auferlegten Eigenschaften besitzen: Sie gehen bei einer Spiege-
lung an @ — 0 wechselweise ineinander iiber und sind in bezug auf die
Verinderliche ¢ periodisch mit der Periode 2 y.

Daher ist

(1, 0,2) n_:ij.a'._{_l,!:,
i & ¢
w,(r,0,t)=— —u(r,0,1),

o (A " b k.
was aber nichts anderes bedeutet, als daB die Funktionen %' und «” die
Randbedingungen 2’. an der Ebene ¢ = 0 erfiillen.

Um noch zu zeigen, daB sie auch den Randbedingungen an der Ebene
@ = y geniigen, bemerken wir, daB nach den jetzt angefiihrten Eigen-

gchaften von u, und u,:
U, (1, s B) =g (T, — 1, 0) =Ug (7, %, 1),

f C v [
) (1.3 ) == —— ks Iy oo yL = — (/5 Sy i f:
dy ty ) f-" Gl H— ! ; t) l:.?ﬂf u' s £

18t.
"

Nun sieht man ohne weiteres, daB unser durch 1”. bis 4". defi-
niertes Problem, das durch 1. bis 4. bestimmte als Spezialfall in sich
schlieBt, falls die Riemannsche Fliche F, nur einen einzigen im Endlichen
gelegenen Verzweigungspunkt hat. Setzen wir nimlich in unserem jetzigen
Problem y —ma (m—=1,2,8,...), so ist die in diesem Falle auf @
definierte Funktion schon auf einer m-blittrigen Riemannschen Fliche @
eindeutig darstellbar. Nach den Uberlegungen im Abschnitt IT geniigt es
also, das jetzige Problem zu losen.

Dies kann jedoch erst im Abschnitt VI geschehen, da wir in dem nun
folgenden Abschnitt IV an ein zur Bewiiltigung unserer Aufgabe erforder-
liches Hadamardsches Operationssymbol erinnern und im Abschnitt V. zu-

niichst die Fundamentallosung fiir unser Problem herstellen miissen.

IV. Ein von Hadamard eingefiihrtes Operationssymbol 1%).

Wir betrachten das Integral

4 (x)
Ti{i) = l da,
X (h = :jl Lo

[1]
wo p eine ganze Zahl bedeutet und ¢ zwischen 0 und 1 gelegen ist, ohne
jedoch diesen beiden Grenzen jemals gleich zu werden. Von der Funktion
A(a) setzen wir voraus, daB sie mindestens (p — 1)-mal ableitbar ist

10y J, Hadamard, 1. c.
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und daf} ihre (p — 1)-te Ableitung 4" V() die Bedingung von Lipschitz

(A" (b)) — APV (z) | < K-|b— 2 |) erfiillt.
Ist p >0, so ist im allgemeinen der IiTl} I(z) nicht vorhanden. KEs
x=b
lifit sich aber leicht zeigen, dall in diesem Falle zu I(2) eine Funktion
=)

der Form
B(x
Iflr: _r-.!'_l"'
addiert werden kann, so dall der Grenzwert
e e Bz
) |]|'|1'f{.'1=: T j
J =5 b i_-)j.'—l f- F

existiert. Setzen wir voraus, daB B(a) ebenfalls p — I Ableitungen be-
sitzt und dali seine (p — 1)-te Ableitung die Bedingung von Lipschitz er-
fiillt, so ist der Grenzwert (7) von der sonstigen Wahl der Funktion B (z)

unabhingig, wird von Hadamard mit

(8) [ Ly
3 (b - .]_)n-ﬂ.

bezeichnet und heillt der endliche Teil des unendlichen Integrals:

[}

A ()

] (a ’f'.":i.‘,
J (b — z)Pte
[

Es ist nicht schwer, fiir den Wert der durch den Hadamardschen
Operator angedeuteten Operation (8) einen Ausdruck in den gebriuchlichen
Operationssymbolen zu geben. So ist z. B. in dem fiir uns in dem folgen-
den allein in Betracht kommenden Falle p — 1:

b ) b
j' Az Y i : _.-{ () — _-_l [.b‘l o A(h)

(h — ..«'_Jl il (b — z)ite e(b —a)"
a a

ks ist nun fiir das weitere sehr wichtig zu bemerken, daB der Aus-
druck (8) im Falle, wo b und 4(a) von einem Parameter ¢ abhiingen:

h = f)f f"-, A {; .?,':I = A LT, f}

in der Weise nach ¢ abgeleitet werden kann, daB man einfach unter dem
Integralzeichen den Integranden nach t differenziert. Es ist also:

| b

i h '{I

d Az, i ; \ il A

o j L —dg=— [ ~ _(p+a) =S
atl ) (b(t) — 2)P* &b —wyRra * dt (b—z)Ptlte

[
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Die Definition des Hadamardschen Operationssymbols liBt sich auch
leicht auf den Fall mehrfacher Integrale erweitern: Es sei 7' eine n-dimensio-
nale Mannigfaltigkeit, deren Punkte durch die rechtwinkligen, kartesischen
Koordinaten z,, @,, ..., #, bezeichnet werden mogen und die abgesehen
von anderen auch durch die Fliche

I gy Loy oens i) )

begrenzt wird, Unter dem endlichen Teile

i e B (0 s, e
(9) 12 : dx, dx....da
=y }. 4o 1 - "
My
des iiber das Gebiet 7' erstreckten Integrals
(it (e iy, oy )
[ i dz, d, ... dz
] o o f P - n
o

wird dann folgendes verstanden: Sind 4,, 4,, ..., 4 I" krummlinige Ko-

n—12?

ordinaten und

d, :‘.".?',_. e u".;‘“ - :‘\'-rﬁii di, di dl’,

n—1

so ist der Ausdruck (9) gleich

[] ‘ ‘._['ff;r.l Rl ) [,: K ar.

"___'_,
n—1

Bs 148t sich somit, wie dies ja aus(7) unmittelbar folgt, der Ausdruck (9)
als der Grenzwert der Differenz eines n-fachen und eines (n — 1)-fachen
[ntegrals auffassen.

V. Die zu unserem Randwertproblem gehirige Fundamentallosung.

Hadamard!') gewinnt die Losung des Cauchyschen Problems mit Hilfe
der Fundamentallosung der partiellen Differentialgleichung, die zur gegebenen
adjungiert ist. Unsere Differentialgleichung (Wellengleichung) [ 1w = 0 ist
nun mit der zu ihr adjungierten Differentialgleichung identisch. Um hier
das Cauchysche Problem zu losen, wird man also die zur urspriinglich
segebenen Wellengleichung []u = 0 gehorige Fundamentallésung zu bilden
haben. Diese wird nun, falls &, 7, ¢ die Spitze und z, ¥, ¢ einen Punkt im

Innern des charakteristischen Kegels

= —(2—%)—(y—9)" -+ (¢ —)le=1p

1) J. Hadamard, 1 e.
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bezeichnet (tiir solche Punkte a,y,t ist I, > 0), dargestellt durch die
Funktion:

1 1

H'” f—(z Zr'-_'].:"l- [y —y =)

Um die Funktion w(r,¢.t; ¥,¢,t; ), die die obige Fundamental-
losung in unserem Randwertproblem ersetzt, bequem definieren zu kénnen,
wollen wir zunichst die zu ihr gehorigen charakteristischen Kegel angeben.
Dabei legen wir die Punkte in dem der Riemannschen Fliche @_ ent-
sprechenden Riemannschen Raume R_ durch die Zylinderkoordinaten 7, g, ¢
fest, wie wir es im Abschnitt III getan haben. Um die Losung unseres
Problems gleich in einer entsprechenden Form zu erhalten, wollen wir da-
bel w so definieren, dali schon die im Bereiche 0 < r, 0 < < 24 auf
der Fliche @, liegenden Anfangswerte der Funktionen %, und wu, (die im
folgenden beide einfach mit # bezeichnet werden sollen) zur Herstellung
der Lésung geniigen, Dies bedingt, wie man aus dem folgenden sieht,
dafl w in bezug auf die Verinderliche ¢ periodisch mit der Periode 2y
1st und daher der charakteristische Kegel I') in R_ in unendlich vielen
Exemplaren auftritt.

Um nun die charakteristischen Kegel anzugeben, fassen wir in R
emen Punkt ins Auge, der die Koordinaten 7, y, { besitzen mége. Die
entsprechenden Zylinderkoordinaten seien 7, i, {. Errichten wir nun in
R, mit diesem Punkt als Spitze einen zur Differentialgleichung [[1u = 0
gehorigen charakteristischen Kegel I', = 0, so lautet seine Gleichung:

10) /Bl x—%) —(y—y)Q+0—12)°
r® —7* L 2r 7 cos | p—@)+(E—£()>=0
|— <@ — o< fmx).

Dabe1 ist der den Variabilititsbereich der Veriinderlichen ¢ beschriinkende
Zusatz ganz besonders zu beachten. Durch die Gleichung I, = 0 allein
wiirde némlich eine unendliche Anzahl solcher Kegel (10) dargestellt werden,
deren Spitzen in B, in den Punkten 7, @ |- 2»a, ¢ gelegen sind. Der Zu-
satz besagt aber, dall die beiden Geraden:

P =gq 9, L= () Sund P = — 7, ]‘0 = ()

eine Begrenzung der Kegelfiiche I'y = 0 bilden, mithin I, durch die Ver-
zweigungsgerade r = (0 sozusagen aufgeschnitten wird, wie wir es uns schon
beim Beweise des Eindeutigkeitssatzes vorgestellt haben.
Errichten wir nun in R_ weitere ebensolche charakteristische Kegel
auch in den Punkten:
s @g=2ey b, (=01, +2. -8 ...)

von denen jeder durch eine um die Verzweigungsgerade, um den ent-
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sprechenden Winkel — 2y y ansgefiihrte Drehung in den Punkt 7, ¢, ¢ iiber-

gefiithrt wird, so lassen sich alle diese Kegel durch die Gleichnng:

1) I ¥ P 2rr-cos(p o 22 9) [ = Fdeant

o v q el pt R T e LR fre— R l_, "'"_J.,_..

darstellen. Ferner werden bei der Funktion ¢ die beiden unendlichviel-
blattrigen Kegelflichen:

L 3

M= —(r4+7)'+(t—10)"=0, (—o<p<-+om)
i r—7F) L (l—F) =0, (—oo < < -+ ),

von denen wir I'* schon von frither her
kennen, eine ausgezeichnete Rolle spie-
len. Sie entstehen durch eine in R
um die Verzweigungsgerade als Achse
stattfindende Rotation der in Fig. 1
ausgezogenen Geraden. Jeder Kegel /5

-Achse

-
L

und I'** besteht aus Jje zwel ein-
fachen Halbkegeln, deren Spitzen in
zwel verschiedenen Punlkten der Ver-
zweigungsgeraden gelegen sind. Man
kann sich auch I'* bzw. I'** durch
ein Auseinander- bzw. Ineinanderschie-
ben von zwei Halbkegeln entstanden
denken, die zusammen einen unend-
lichvielblittrigen Doppelkegel bilden.

Die Spitzen der beiden Halbkegel i
fallen aber mit den Spitzen der bei-

3 T
r-Aohse den Halbkegel I zusammen. Wir

bemerken noch, dall in den beiden
Geraden:

(12) =0, o=¢1+2vy+ta (»=0,41, +£2,...),

die einen Kegel I', begrenzen, der Kegel I', die beiden Kegel I'* und I
beriihrt und daB ferner die beiden auf der Verzweigungsgeraden gelegenen
Punkte:

r=0,1=1¢t+7¥

y - - . . — Lok Ve S :
zugleich allen Kegeln [, sowie den beiden Kegeln I'" und [/ gemein-
sam sind.

e % . i o 5 1 : ;
Wir definieren nun die die Fundamentallsung ersetzende Funktion
el
w(r,p.t; ¥,¢,t; z) in der nachstehenden Weise:
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1*. Die Funktion w ist in allen Punkten des Raumes R, eindeutig
definiert, die einer der beiden Bedingungen:

i L

8) V>0 und —a<g—@+2vy <2 oder b) I =0

geniigen, d. h. in allen Punkten von R_, die innerhalb eines Kegels I', oder
. - 5%k . . i .
innerhalb des Kegels I'* gelegen sind. Dieser Raum soll R* heiBen.

s L 2 . . v - 5 &
2% In R” ist w iiberall endlich. In den Kegelflichen I',— 0 wird w

. 1 . : iy
wie —— unendlich. Ferner ist w, abgesehen von den charakteristischen

7
T v T #4 . .

Kegeln I', und I'", iiberall stetig und besitzt auBerhalb der genannten
Stellen und der Verzweigungsgeraden r — () stetige partielle Ableitungen
beliebiger Ordnung nach r, ¢, ¢. In der Verzweigungsgeraden sind w und

d

ow . dw . . - i . £

& endlich und = wird hier héchstens so unendlich, daB lim 7 - =0
ag I =0 or
wird.

3*. Abgesehen von diesen singuliren Stellen geniigt ferner die Funk-
tion w in allen Punkten von R* der Differentialgleichung:

W= — rw S = -+ tn =105
: Ly

4% w 1st schliefilich in bezug auf die Verinderliche ¢ periodisch mit
der Periode 2.

Zur- Herstellung der Funktion % kénnte man sich nun vollstindig
analoger Betrachtungen bedienen, wie sie etwa Sommerfeld*?) in der Theorie
der Beugung beniitzt. Auf einem solchen Wege gelangt man zum folgen-
den Resultat: Wir behaupten: w ist der Realteil der durch das nach-
stehende Integral dargestellten Funktion:

(13) Wir,p, t;7 @, x)
+K
2 i a
el i o e
22 . 1'Il'—?""—i‘ﬁ-.'-2-?'.3' cos (p—e)+(t—t)" {u il T
(U, +T,) e x e

Der Integrationsweg (U, U,) ist dabei in der komplexen «-Ebene
iiber die Schleifen (I7,) und (U;) zu erstrecken, wobei (I7,) z B. von
p -+

bis ¢ 47 — w,—4 00 liduft. In den obigen Integrationsgrenzen ist dabei

fiir die reellen Konstanten w, eine der Ungleichung 0 < @, <z ent-

%4 @ +100 bis ¢ — 7 -+ w,~+ ¢ 0o und (U, ) von P—7— Wy — 400

sprechende Wahl zu treffen. (Vgl. Fig. 2, in der alle w, = o einander gleich

) A. Sommerfeld, Math. Ann. 47 (1896), S.317. Eine Ubersicht iiber die
Sommerfeldsche Theorie der Beugung gibt P. 8. Epstein in der Enzykl. d, math.
Wiss, Bd. V,, S. 488, (Anmerkung bei der Korrektur.) Vgl anch Sommerfelds
Beitrag zur neuen Riemann- Weber-Ausgabe, 2, Kap. XIII (im Erscheinen).

Mathematische Annalen. 98 43,
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angenommen sind und die dem Falle entspricht, daBl I"" = 0 ist, der
Punkt r, @, ¢ also innerhalb des Kegels I'" liegt.
Von den Integrationswegen (U, ) und

| ' R e e Al saatet. dab &
_ - 11 (T7,) wird weilter vorausgesetzt, dab sie
w270y I Vgl | SRl s ol : :
iiber die im Endlichen gelegenen singu-
|\ oc-fbene || liren Stellen des Integranden der Funk-
wl | II tion W nicht hiniibergezogen werden
e . . -
4' (Us) | diirfen. Dabei sollen die von der Funk-
1 I A
| [P & i P+ _ A
I | tion — — herrithrenden, auf der
I | i '):--". i ; [
| | e |
I I reellen Achse der «-Ebene befindlichen
: @0, | dop+270-04 einfachen Pole
4, ;
| f .
| I (14) g--2ry
Fig. 2. (» 0; L= )

alle stets auBerhalb des von (U,) bzw. von (U,) umschlossenen Gebietes
liegen. Von den unendlich vielen, durch die Quadratwurzel des Inte-

granden bedingten Verzweigungspunkten :

e—=@itf +2um ITIH=U', +1, £25..4)
(15) : y W S B T e X I.-’ T I'\II
8. = arccos — arccos | ==
P1 2rr it 2ry /
sollen sich aber die beiden
116 @ .I"II und QP — ll-:l

stets innerhalb (U,) bzw. (U,) befinden, wiihrend alle iibrigen Verzwei-
gungspunkte der Wurzel insbesondere auch

B — 2n f {;1 und Q- 2a — Ir'fI

stets auBerhalb der Schleifen (U7,) und (U,) liegen sollen.

Das Vorzeichen der in (13) in dem Integranden auftretenden Quadrat-
wurzel ist so festzulegen, daBl die Wurzel auf der reellen Achse der
«-Ebene, falls hier kein Verzweigungspunkt des Integranden liegt (vgl.
unten), einen positiven Wert hat. Die zu den Verzweigungspunkten (16)
gehorigen Verzweigungsschnitte sollen in der «-Ebene innerhalb (U, ) bzw.
innerhalb (7, ) so ins Unendliche verlaufen, daB sie von diesen Integrations-
wegen nicht geschnitten werden.

Wir wollen noch ausdriicklich darauf hinweisen, dall die Integrations-
4+ 2 unx sich
FPe— (b —£)"

27

wege (U,) und (U,) und die Verzweigungspunkte ¢ + f,

mit ¢ zugleich dndern, jedoch derart, dal, falls der Ausdruck 4
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seinen Wert beibehillt, ihre gegenseitige Konfiguration die gleiche bleibt.
Die in den Punkten (14) befindlichen Pole haben dagegen eine von ¢
unabhingige Lage. Im folgenden ist auch immer zu heachten, dali der
Punkt ¢ — oo fiir unseren Integranden eine wesentlich singuliire Stelle ist.

SchlieBlich sieht man noch sofort, dafl das Integral (13) 1m all-
gemeinen konvergieren wird, d. h. mit eventueller Ausnahme der Fiille,
wo die Verzweigungspunkte des Integranden ins Unendliche riicken oder
wo der Infegrationsweg gezwungen wird, durch einen singuliren Punkt
des Integranden hindurchzugehen. Der Integrand von (13) verhilt
namlich, falls die Verzweigungspunkte im Endlichen 1

sich
iegen, im Unendlichen
auf den Geraden R («) = ¢ + 7 + wy,, wenn wir die Integrationsverinder-

liche @ durch die Gleichung ¢« - ¢+ a4 w, 4 ia einfithren, fiip grofle
1

7T 1
negative @ wie ¢ * und fiir grolie positive a wie e {z""—'-}"r_

Bevor wir zur Diskussion der Funktion w — R (W) iibergehen, wollen
wir sie noch in reeller Form angeben, da sich aus dieser Darstellung einige
ihrer Eigenschaften miihelos folgern lassen. Bei dieser Umformung miissen
wir iiber die Lage der Verzweigungspunkte
(17) (7: o Pais =N 2y J-'J'J J

niher orientiert sein. Liegt zuniichst der Punkt r, @, t innerhalb des
Kegels I'*, so ist I'™ > ( und infolgedessen

. rr
i}
cos ., — — = b e i
I"Jl _J »r

Setzen wir

: Py =120 7
s0 wird
b, : T4
(18) Cos2a, = — -1,

arr

a, also reell sein. Die Punkte (17) liegen daher unter dieser Voraus-
setzung in der «-Ebene in

pE(ta,+a) wmd ¢ (ia,—n),

also auf den Geraden 9 (e)= @ &+ & symmetrisch zur reellen Achse der
«-Ebene. Diesem Falle entspricht die Fig. 2. Nihert sich nun der Punkt
r, ¢, t der Veraweigungsgeraden r — 0. so wird. wie aus (18) zu ersehen
ist, @, gegen oo wandern. Nihert sich aber r. ¢, t dem Kegel ' = (),
nimmt also I’ > 0 ab, so wird a, kleiner, und wenn der Punkt r, @, 1t
in die Kegelfliche I'* — () zu liegen kommt, verschwindet @, und die beiden
auf jeder Geraden M(¢)= ¢ -2z bzw. R(e)= ¢ — z befindlichen Ver-
zweigungspunkte fallen miteinander zusammen. Fiir r'*—0 muB also
der Integrationsweg (U,) durch den Punkt e @ -+« und der Weg (U,)
45%

[
|
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durch den Punkt ¢— ¢ — x gehen. Ist endlich der Punkt #, ¢, ¢ auller-

v ¥

halb des Kegels I'*, aber innerhalb I'*™ gelegen (TS0l e 10)
80 ist
IIl..:\i: Ir=|= H5
S & — == = (08 B — ! - -
I T ] = cos f, g T 1 1

f, hat jetzt also einen reellen Wert und die uns interessierenden, auf der
Strecke (¢ — @, @ -+ @) befindlichen Verzweigungspunkte liegen nun auf
der reellen Ache der ¢-Ebene und zwar in den Punkten

p-+p8, und @ —p,.

Wir kénnen uns daher vorstellen, daB sich die beiden Verzweigungspunkte
¢ % (7 -+ 7a,) mit abnehmendem r* auf den ausgezogenen Wegen (1)
und (2) der Fig. 3 im Sinne der Pfeile
bewegen. Die beiden Verzweigungs-
punkte ¢ + (7 —iq, ) werden dann auf
(1) den gestrivhcltml Wegen (3) und (4) n
die Punkte ¢ +(2x — p,) iibergehen
miissen. KEs soll aber betont werden,
daB, wenn im folgenden gemif} der oben

(4

e B R N

< | pur erwihnten Maglichkeit stets angenom-

:

A — & r—=>- men wird, ‘die Verzweigungspunkte
I ¢ + p, verschoben sich in der in Fig. 3
& angedeuteten Weise, dies eine wesentliche

""-\
n,

und notwendige Erginzung der friiher
angegebenen Definition der Funktion W
ist. Beriicksichtigen wir nimlich unsere

e

Fig. 8. Voraussetzung, daB (U,) und (U,) iiber
singulire Punkte nicht hiniibergezogen
werden diirfen, so werden wir jetzt folge-
richtig mit abnehmendem r'* die ge-
nannten Integrationswege so, wie dies
(L) Fig. 4 anzeigt, deformieren.

Wir wollen nun die gesuchte Dar-
p2reely| N prff prin-py stellung der Funktion w = N (W) zu-
CE TR nichst in dem Falle angeben, wo die
Verzweigungspunkte ¢ + f, des' Inte-
granden von W in den Geraden
N (¢) = @ + x gelegen sind. Zu diesem

L)

Zwecke miissen wir nur die Integrations-

wege (U,) und (U,) in die beiden Gera-
Fig. 4. den M(e)=¢ +x und das zwischen
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ihnen befindliche Stiick der reellen Achse der «-Ebene deformieren. Die

Verzweigungspunkte und Pole des Integranden in (13) sind dabei mit

kleinen Halbkreisen zu umgeben (vgl.

fio. 5)

i !._.- 5.'. 3 : ﬁf'!;fl
Zuniichst erkennt man, daBl die

auf der reellen Achse verlaufenden Teile

der deformierten lnt-r;-.grat.im}sw_ege (U,) O p-zaa, $ 0P+ iz

und (U,) sich bis auf die Schleifen

um die hier etwa vorhandenen Pole ,

A R &

P4+ 2vy(r=0, +1, &= 2,...) des In- . P
tegranden der Funktion (13} gegenein- FreX »
ander wegheben., Eine Schleife um Ay e
¢ -+ 2»y gibt aber nach dem Cauchy- AR G
schen Residuensatze die Funktion :
T (U;)

Das Residuum E‘ ist daher stets vor-

VL Fig. 5.

handen, sobald der entsprechende Pol
P - 2vy auf der Strecke ¢ —z, @4 liegt, d.h. sobald p — 7 <
277z <@-+x 1st. Der Beitrag der zwischen ¢ — 7 und ¢ - 7 ver-
laufenden Integrationswege zur Funktion W it sich daher immer durch eine
unendliche reelle Summe

S= M9, (@)

— 0

]
/T,

darstellen, wo ¥, (¢) ein Diskontinuititsfaktor ist, der nur fiir die zwischen
¢+2vy+ax und §-F2vy — a gelegenen @-Werte den Wert 1, auber-

halb dieses Intervalles aber den Wert 0 hat. Das obige Resultat bleibt .
unveriindert bestehen, selbst wenn der in Fig. 5 nicht beriicksichtigte Fall
emtritt, daB die Verzweigungspunkte @+ f, auf der reellen Achse der
«-Ebene liegen. Es diirfte wohl kaum notwendig sein, zu erwihnen, daB
wegen des Diskontinuititsfaktors #, () fir jede Wahl der #, @, t-Werte

nur eine endliche Anzahl der unter dem Summenzeichen stehenden (ilieder

zu nehmen ist.

Jetzt eriibright es nur noch, den Anteil zu berechnen, den der in den
Geraden M («)= ¢ + ¢ sowie der in den kleinen Halbkreisen um die
vier Punkte ¢ + =z + 7@, verlaufende Teil des deformierten Integrations-
weges zur Funktion w — R (W) liefert. In die Integrale, die auf den
Geraden M (w) =@ -+ a7 baw. R(¢) = ¢ — x selbst verlaufen, fiihren wir
durch die Gleichung:

e=@+a+tia bzw. a=p—a-tia
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eine neue Integrationsvariable @ ein und erhaltea so als Beitrag zum
Integral (13) den Ausdruck:
el b 1 1 |
¥ * FRE T ‘ : da.
X ) (I H2rr—2rvcosta) 'I iZ(g—pta—ia) i (p=p—x—{n)
1 i A

&k | e !

Das Integral ist hier, wenn o den Radius der kleinen Halbkreise um die
vier Punkte ¢ + & -4 ¢a, bedeutet, von — o0 bis — a, — 0, von —ay+@
bis @, — o0 und schlieBlich von a, + ¢ bis +-oo zu erstrecken. Die Wurzel
(I' -+ 27 — 277 cosia)’* ist dabei nach der oben gemachten Festsetzung
zwischen — a, + o und @, — ¢ reell und zwar positiv, auf den anderen
Teilen des in Rede stehenden Integrationsweges (wegen des Umlaufes um
die Verzweigungspunkte auf den kleinen Halbkreisen) aber rein imagindr.
Auf dem zwischen den Grenzen —a, o und a, —o verlanfenden
Stiicke des Integrationsweges erhalten wir nun fiir unser Integral, wenn
wir es in ein Integral zwischen den Grenzen 0 und @, — ¢ verwandeln,
mit Riicksicht auf die Relation:

1 1 et e i : sin o

. 1 3 - e : : o] ] — & =
1 I'rrug;.. 1 1'“'c—"h pf Gt -['i".'—t!_i"l' (-05::_-__[\0,.-,]1{

11

den rein reellen Ausdruck:

Lo I
7 Sl ‘ 1
ay . (r'+-2¢yr¥—2rrcosza)
0
S 4 T
Bin g —1pT7T) BN — (g — o )
X Z
- da.
s T I, ¢ o 7%
cos— (g —@—+a)—cosl—a cos— (g — ¢ a)—CD81— @
4 X X Z

Die iibrigen liings der Geraden N («)= ¢ +a verlaufenden Teile des
Integrationsweges werden, wie man jetzt sofort erkennt, einen rein imagi-
niiren Beitrag zu W liefern, in den Ausdruck fiir w = R (W) also gar nicht
eingehen, Da die iiber die kleinen Halbkreise erstreckten Integrale mit
abnehmendem g gegen 0 konvergieren, so wird der Realteil des Beitrages,
den die lings der Geraden % (¢) = @ 4= = sowie die lings der vier kleien
Halbkreise verlanfenden Teile des deformierten Integrationsweges zu der
Funktion W liefern, durch das Integral dargestellt:

a4y
1 [ 1
(19) I
“«r ) (I'"+2+7¥—2rrcosia)
(1)
S IAE . s
gin — (p — g+ x) gin — (p—@—a)
X X
da.
T g o Er . %
cos (p—opt+a)—cosi—a 0os — (p —p—m)—cosi—a
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Fir die Funktion w erhalten wir so die gesuchte reelle Darstellung
in der Form:

o |
(20) W(r, @, 7§, t; x) =S4+ 1= 3~ ﬂ-’,.i';ﬁ_il“_

iy
15 [& 1
2y (I'"+2rr—2rrvoosia) s
i
N S ;
Bin—(p—g-+m) BN — (@ —@—1)
Z = : da.
L - e . 7T
co8 —(g—@-+n)—cost— a c08s — (g —p—a)—CcOBL— @

rd 4 X

Wir haben diesen Ausdruck fiir w unter der Annahme abgeleitet, dal
die Verzweigungspunkte @ &= f, auf den Geraden R («)= ¢ + x gelegen
sind. In dem Falle, wo diese beiden Verzweigungspunkte auf der reellen
Achse der «-Ebene liegen, ist das Integral I gleich Null zu setzen und w
wird einfach durch die Summe S dargestellt.

Eine andere Darstellung fiir I, die wir an einer spiteren Stelle ver-

wenden, ergibt sich aus (19), wenn wir die Integrationsveriinderliche a
ok 3

mittels der Relation cosia=y2*+ 1, y=-cosia, — 1 = 5,7 durch die
nene Integrationsvariable z ersetzen. Es wird dann:
! in — (g ) in = (
Sln — (@ — @4 sin— (@ —p —x)
Z 7

1 dz
(21) I=— f Pl et
Zl et ) LSs et 2 COR LSt X S G0RE (Fs e ) = X

- & JF &y =
wo X = cos¢ —arcesh(yz® 1) ist.
7 :

Nunmehr wollen wir zur Diskussion der Eigenschaften der Funktion
w = (W) tibergehen und wollen vor allem zeigen, dall sie die unter 1%
bis 4% genannten Higenschaften begitzt. Zuniichst stellen wir fiir den
Fall, dall # <=0 ist, die Lage der singuliren Punkte der Funktion  in
ihrem Definitionsbhereiche R* in R. zusammen:

I. r = 0: die Punkte in der Verzweigungsgeraden. Denn setzen wir
voraus, daB nicht gleichzeitig I'* verschwindet, wir uns also nicht der
Spitze des Kegels I'™ nihern, so wird fiir r — 0 nach (18) @, = - co.

[I. I'* —0: die Punkte auf dem Mantel des charakteristischen
Kegels I'*. Wird nimlich angenommen, daB nicht gleichzeitig r gegen
Null geht, wir uns also wieder nicht der Spitze von I'® niihern, so wird
fiir I'* = 0 nach (18) a,=0 und der Integrationsweg mull, wie wir
gesehen haben, durch einen singuliren Punkt hindurchgehen.

. I',=0, —a<g—p-+2ry <+ a: die Punkte auf den K egel-
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minteln der charakteristischen Kegel I',. Dieser Fall entspricht dem
Zusammentrefien eines Verzweigungspunktes ¢ =& f, mit einem Pole des
Integranden von W, wobei der zwischen den beiden singuliren Punkten
eingepflockte Integrationsweg (vgl. Fig. 4) gezwungen wird, durch den
singuliren Punkt hindurchzugehen, der durch das Zusammenireffen der
beiden genannten Punkte entsteht. Die Ungleichung laBt sich némlich auch

in der Form ¢ — 2 < §--2»y < ¢ - 2 schreiben und besagt dann, daBl
der Pol @ - 2» 7 auf der Strecke ¢ — z, ¢ 4 = gelegen ist. Aus I, =0
@
reiyFe—(t—1)°

folgt aber nmach (11) cos(p — @ -}-2rz2) = ; welchem Ans-
- : Ary

drucke nach (15) cos B, gleich ist. KEs muB also ¢ —¢ | 2vy =

S .I’_'II

-2um (u=0, +1,...) semn, so dab P+ 2vy =@+ 6, +2ua ist,
was aber nichts anderes als das Zusammenfallen eines Poles mit einem
Verzweigungspunkte bedeutet.

Weitere besonders zu betrachtende singulire Stellen sind Schnitte
der drei jetzt angefithrten Mannigfaltigkeiten von singuliren Punkten in R .

Alle im Definitionsbereiche von w gelegenen Punkte, die keinem der
drei unter I, IT und III angefiihrten Fille entsprechen, wollen wir als
regulire Raumpunkte bezeichnen.

Zuniichst zeigen wir, dall w allen ihr durch 1*. his 4. in den regu-
liren Raumpunkten auferlegten Bedingungen geniigt.

DaB die Bedingung 1% erfiillt wird, ist nach den vorhergehenden
Uberlegungen selbstverstandlich.

Was nun 2% betrifit, so haben wir ebenfalls oben schon gezeigt,
daB w in den reguliren Raumpunkten endlich ist. DaB w hier auch
partielle Ableitungen beliebig hoher Ordnung nach 7, ¢, ¢ besitat, erkennt
man aus (13) ohne weiteres. Fiir regulire Raumpunkte sind ja die singu-
laren Fille I bis III ausgeschlossen und die Konvergenz der betrefienden
aus (13) durch Differentiation entstehenden Integrale ist durch ein hin-
reichend starkes Verschwinden ihrer Integranden im Unendlichen gesichert.
Bei der Bildung der Ableitungen der Funktion W nach ¢ wire dabei aller-
dings zu beriicksichtigen, daB die Wege (U, ) und (U,) von der Variablen ¢
abhiingen und mithin Glieder auftreten miilten, welche der Verinderlich-
keit der Enden dieser Integrationswege Rechnung tragen. In Wirklichkeit
treten aber diese Glieder nicht auf, da der Integrand in (13) verschwindet,
wenn wir in der «¢-Ebene auf (U,) und (U,) ins Unendliche gehen.

Mit Riicksicht auf diesen Umstand konnen wir auch sicher sein, dali
in allen reguliren Raumpunkten, wo nach dem Obigen die in der Wellen-
gleichung vorkommenden Ableitungen von W nach r, ¢, ¢ vorhanden sind,
W und damit auch w sicherlich der Wellengleichung geniigt; denn die




b ——— N
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Verinderlichen #, @, ¢ treten in dem Integranden in (13) nur in dem

Ausdrucke l

/ a —3 . \ a.1f
{ ) :_‘_)'_l'}‘ cos (@ — {i_.'---lf---” j]"'

auf, der, als Funktion von r, ¢, 1t betrachtet, offenbar eine Losung der
Wellengleichung ist. Damit ist aber gezeigt, daB w der Bedingung 3"
entspricht.

Das Erfiilltsein der Bedingung 4%. folgt unmittelbar aus der Dar-
stellung (13) der Funktion w.

Nunmehr miissen wir noch das Verhalten der Funktion w in den
singuliren Raumpunkten I bis IIT untersuchen, wohbei wir zunichst vor-
aussetzen, daB die betreffenden Raumpunkte immer nur einer dieser drei
Bedingungen geniigen.

[. ¥=0. In diesem Falle kénnen die Eigenschaften der Funktion iw
einfach aus einer Darstellung fiir I¥ erschlossen werden, die in der folgenden
Weise gewonnen werden kann: Wir defor-
mieren den Integrationsweg (U,) bzw. W)
(U;) so, daB er zu beiden Seiten der 1IN
Geraden M (&)= @ |} 7 bzw. der Geraden
NR(a) = @ — n verliduft (vgl. Fig. 6). Wir P, 2T o+
setzen dabei in den jetzigen Erorterungen

wie dies auch in der Figur zum Aus-

drucke kommt —— voraus, daB '™ =0 177
1st, weil nur in diesem Falle fiir kleine
r-Werte der Punkt #, ¢, # in dem Defini- N oo, w27
tionshereiche der Funktion w liegt. Da die
Wurzel in (13) bei einem Umlaufe um -
die Verzweigungspunkte ¢ 4 g, nur ihr 1 @)
Vorzeichen é&ndert, so sind die beiden

a 1 . pt vy = A il — e L
lings einer Geraden R (e¢)=¢ + a2 ver- Pig. 6.
laufenden Integrale einander gleich. Fiih-

ren wir nun durch die Relation:

o=@t (x1+1()

eine neue Integrationsverinderliche ¢ fiir die beiden auf R (¢) =@+ n
verlanfenden Integrale ein, so ergibt sich:

o0

W— 1 ¥ al
1(2rF)e, (cosil—cosia,)
@,
3 1 1
7 - = by 8
‘ f-_fl;—-'_,' T —14) t—=(p—gq T L
l—e * l—e £




674 A. Rubinowicz.

Ersetzen wir nun hier mittels z-cosza, = cos¢{ die Integrations-
variable ¢ durch z, so erhalten wir:

ORs o dz
(22) W : Joos: ri.]- = TERPE T g . Vs
y(2r7)ls | (= 1)7: (2" cos ia,—1)"
1 1
T == L
 Beeeh 1 el i fl= 1 =y i 4T £
l1—e * - l1—e * A
i - '_1 arcesh (zeosda,) r 4 o s Vs
wobeli Z—e ¢ = (z-cos¢a, + Vz cos®7iag, — 1) *.
Jetzt ist der lim W leicht zu berechnen. Es ist lim cos i a, e
r=0 =0
und daher lim Z = 0. Da schlieBlich lim 2+¥-cosia, = —F* 4+ (£ — ¢ )
r=0 r=0 i

wird, so erhalten wir:
: : - | : dz 7 I
(23) lim W _ : — == — .,
Vg t=0)* ) 2(z=1)" ZV_F4(t-1)°
1
Mit Hilfe von (22) liBit sich ferner noch unschwer zeigen, daf}

. W : : aWw : st - ’
lim — endlich und lm¢ === 0 1st. Damit ist nachgewiesen, dall W und
r=10 r=10

somit auch w in r = 0 das durch 2%, geforderte Verhalten besitzen.

[I. ' = 0. Da der von der Summe S in (20) herriihrende Beitrag
zu der Funktion w. falls er nur nicht verschwindet, sich auf dem Kegel by
vollkommen reguldr verhilt, so miissen wir lediglich noch das Verhalten
von I auf I'* untersuchen. Zuniichst sehen wir, daBl, wenn der Punkt

. - v o - o T
r, @, 1 in den Kegel I'" riickt, wenn also der Ausdruck I'" gegen Null
geht, das Integral I gegen einen im allgemeinen endlichen und von Null

verschiedenen Grenzwert konvergiert. Es ist ja nach (21):

S \ e
sin— (@ — @) sin— (@ —@ —x)
. . b 4 % .
(24) lim I=1limI- - : i 4 :
\ 531 i PR e £ T T :
=0 p=0 dir (w1 008 — (p—pta)—1 OB T — ]
X X

Da die Funktion w auBerhalb des Kegels schon durch die Summe S allein
gegeben wird oder iiberhaupt verschwindet, so erleidet w in allen Punkten
von I'* einen Stetigkeitssprung.

In dem folgenden Abschnitte VI werden wir mit Grenzwerten einiger
partieller Ableitungen erster und zweiter Ordnung von I auf dem Kegel '™

operieren. Ks ist daher wichtig festzustellen, dall diese Grenzwerte endlich

sind. Unmittelbar einleuchtend ist diese Tatsache fiir die Ableitungen
nach ¢, BSie gilt aber auch fiir die Ableitungen nach » und ¢. Als Funktion

f % e & = . .'.:' J’ ! .
von y aufgefaBt (vgl. (21)) haben ndmlich die Ableitungen - und 5 in

) ]
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dem Punkte y = 0 (der den Raumpunkten I * = ( entspricht) endliche
Grenzwerte, wie leicht mit Hilfe der Darstellung (21) zu begriinden ist.
Andererseits sind aber auch die Grenzwerte der partiellen Ableitungen
von y nach ,¢ auf dem Kegel I'* endlich. SchlieBlich sind auch die
partiellen Ableitungen der beiden ersten Ordnungen der Funktion I nach
¥, @, t, sowie die gemischten Ableitungen nach r, ¢, ¢, 7, ¢, auf I'*
endlich, da die Ableitungen von y nach den genannten Veriinderlichen
fiir '™ = 0 endlich sind.

Dazu bemerken wir noch: Berechnet man die entsprechenden Ab-
leitungen mit Hilfe von (21), so kann man nachweisen, dall auf dem
gegen abnehmende ¢-Werte gedfineten Kegel I'™ die nachstehenden Re-
lationen gelten:

f ‘ ary

e (0 T S R

I\ \ar ot / J >
[25]) / :
a L (d g I\

lim | 7 3}'-!_-r-f--_-—.. | | U
f"::l1l o gt '/

II. I'=0, — <@ — @+ 29y < - 7. Dieser Fall ist sofort er-

ledigt. Aus der Darstellung (20) fiir die Funktion 0 folgt unmittelbar,

s AR > :
dall w auf den Kegeln I, wie ——— unendlich wird.

Bei der Behandlung der obigen drei singuliren Fille haben wir bis-
her vorausgesetzt, dal die betreffenden Raumpunkte immer nur einer der
drei Bedingungen I, II oder ITI geniigen. Entpricht aber ein Raumpunkt
gleichzeitig zwei oder drei solchen Bedingungen, so werden die Verhiiltnisse
in unseren Ausdriicken fiir 2 und J/ komplizierter und erfordern eine neue
Untersuchung. Wir behandeln zunichst das Verhalten von w und I in

den Raumpunkten, die gegeben sind, durch:

I ud II: I =0, IN=0, —2<g—p+2vy< -} a.
Diese Raumpunkte liegen auf den Geraden (12), die die Kegel I', be-
grenzen. Sie liegen in den entsprechenden Halbebenen:

-_),“ q _——[r.: __’_'J';‘_' I- T

wiiifolln o . » . = y . i
und in ihnen beriithren die Kegel I, den Kegel I'". Geht nun ein Punkt P
im Raume R, gegen eine dieser Geraden, so riicken in der komplexen
«-Ebene gleichzeitig ein Pol ¢ =@ -+ 2»y und die beiden auf der ent-

sprechenden Geraden $H (&)= ¢ + = liegenden Verzweigungspunkte gegen
einen der Punkte ¢ — ¢ 4+ z und in diesen Punkt wird im Grenzfalle einer
e

von den Integrationswegen (U,) oder (U, ) hineingedringt.
Betrachten wir nun das Integral I. Zunichst bemerken wir: Da die

Funktion w =S -- I, wie sofort aus ihrer komplexen Darstellung (13)
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folgt, in den Halbebenen (26) (mit Ausnahme unserer Geraden) stetig ist,

! .o : S I 3
die durch § dargestellte Funktion hier aber Spriinge VT besitzt, so

L ¥

e ] ; : : 1
muld auch I hier Spriinge = 5 erleiden, die das unstetige Verhalten von §

gerade kompensieren.

In dem folgenden Abschnitte wird uns nun das Verhalten von I in
dem Falle interessieren, wo sich ein Punkt P lings einer Geraden auf
einer Riemannschen Fliche ¢ = konst. dem Schnittpunkt P, unserer Ge-
raden (12) mit ¢ = konst. nidhert. Die Polarkoordinaten von P bzw. P,
sind dann 7, baw. R, §-+2»y £, wo R=1{ — 11— 7. Bezeichnen
wir nun mit i den Winkel, den die beiden Verbindungsgeraden PP,
und P, -Verzweigungspunkt miteinander einschlieflen, so ist offenbar
tang i B 4 i]‘I:_:I-FF._ W0 e= (T - 2¥y¥tm) — @ ist. Nihert sich P dem
Punkte P,, so verschwindet mit e gleichzeitig auch I'*, und da fiir kleine &
und kleine I (d. h. fiir r- Werte, die sich von R wenig unterscheiden )
tangyw=2R (R -+ F) ‘:* ist, so fordert die Bedingung der geradlinigen
Anniherung von P an P,, daB bei diesem Ubergang y einem Grenz-

werte zustrebe. d. h. daB £ und I'* unter Voraussetzung —. = konst.
= lf-..:.

vegen Null gehen. Betrachten wir nun speziell den Punkt F,", mitb

g
den Koordinaten R, @ -+ 2%y -7, 8o miissen wir e=¢ -+ 2vy+n— @
setzen. In dem Ausdruck (21) fiir 7 ist dann der erste Term in der

: - s . Lk 4 = o T

eckigen Klammer fiir kleine e und I'" = 277 y- Werte, da X = cosz 2z V2y
7

()

wird, gleich — =% so daB wir fiir 7, soweit es von diesem ersten
: 5

1
0y

B

@
g~
cB

Term abhingt (der zweite verhiilt sich fiir & = 0 and I'* = 0 vollkommen

regulir) erhalten:
oy v
(27 = : ._l_ ﬂf_z. .
we ) 2vy | fl—22 )zttt 2 ]..‘—):"&-:

. : : : o o S e
Dieser Ausdruck wird jedoch im Grenzfalle ¢ = 0 und y = 0, fiir — einen

endlichen, von Null verschiedenen Grenzwert vorausgesetzt, gleich

: 1 fr \
— (slgnum &) — — (signum &) \
R 212rvy higes "oy r*
- e - v + £ . .
Da nun fiir kleine ¢ I, Poil %) wird, so erhalten wir wunter

. . A s £ . . e F -
der obigen Voraussetzung fiir — schlieflich fiir (27):

(signum &)
i | - YA
T,
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Das gleiche Verhalten von (27) ergibt sich aber auch, wenn der Grenz-
iibergang so vollzogen wird, daB@ man zunichst I'* = (0 setzt, d.h. auf
der Puriphurir_'. des Kreises I'™ — 0, t = konst, gegen P, geht, was iibri-
gens auch aus (24) folgt. Setzt man schlieflich von vornherein ¢ =0,
nihert sich also P dem Punkte P;” auf der Verbindungsgeraden: Ver-
zweigungsgerade- Py, so verschwindet (27). Da nun in P,” der Beitrag
- II , fiir &< 0 aber verschwindet, so

"

von S fiir & >0 gleich wird

sehen wir endlich, dal sich die ganze Funktion w in P, wie -;-_—).-‘—lf—‘
verhilt. :

Die beiden weiteren Kombinationen je zweier Fille, nimlich des
Falles T und II und des Falles T und ITI, oder die Kombination aller
drei Fille I, IT und III fithren zur Untersuchung des Verhaltens von w
in dem Punkte P, mit den Koordinaten # =0, { = ¢ — r. Dieser Punkt
liegt auf der Verzweigungsgeraden dort, wo sich die Spitze des gegen ab-
nehmende #-Werte getffneten Halbkegels I'™ und zugleich der Schnittpunkt
aller Halbkegel I', mit der Verzweigungsgeraden befindet. Nihert sich nun
ein Punkt P dem Punkte P, lings einer Geraden, die mit der Verzwei-
gungsgeraden (und zwar mit der negativen ¢-Achse) den Winkel « bildet,
so besteht zwischen r und ¢ die Relation: r=tge-(f —¢t—7). Da [
auBerhalb des Kegels I'™ verschwindet, so interessieren uns dabei nur die

. . by g 4 i .
¢-Werte, die zwischen (0 und ~ liegen. Fiir den Fall, dall tge <=0 ist,
wir also nicht langs der Verzweigungsgeraden gehen, ist nun:

- : f'* 1
limy=1lm_,—-=—1+ )
=0 r—p =TT b o
Setzen wir dann noch weiter voraus, daB wir uns P, nicht lings einer in
- k1 = . a1 :
dem Kegel I'" liegenden Geraden niihern (denn dann wiire ja tge = 1),

so ist limy endlich und von Null verschieden und wir entnehmen dann
r=0

unmittelbar aus (21), daB fir »r= 0 dann I wie - unendlich wird.
y Ve

o - - . - * o
Nihern wir uns dem Punkte P, lings einer Erzeugenden des Kegels I'",
so geht I, wie aus (24) zu ersehen ist, ebenso stark ins Unendliche. Im
Falle schlieBlich, daff wir zur Spitze von I'™ lings der Verzweigungs-
geraden gehen, folgt aus (23), daB die gesamte Funktion w = S 4 I eben-

% 1 - :
falls wie —— unendlich wird.
Ir
Wir wollen noch auf eine wichtige Eigenschaft der Funktion w auf-
merksam machen. Es ist:

'H'(_.l'. o, 57, 0, I; ;{_‘I = 'uni_':". 7, J"; s @, b 1)
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wie man dies leicht mit Hilfe der Darstellung (20) fiir die Funktion w
bestitigt. Diese Tatsache gestattet sofort festzustellen, dafi die Funda-
mentallésung w(r, @, ;7 @, {; ) auch als Funktion von ¥ @, be-
trachtet, die unter 1*. bis 4*. fiir r, @, ¢ formulierten Eigenschaften be-
sitzt. Insbesondere geniigt w als Funktion von #, ¢, ¢ der Wellengleichung.

Schlieflich moge hier noch darauf hingewiesen werden, dall w« eine

gerade Funktion von ¢ — ¢ ist.

VI. Losung der gestellten Aufgabe.

Nach den Uberlegungen im Abschnitte IIT geniigt es, zur Losung der
beiden durch die Bedingungen 1. bis 4. und 1°. bis 4", festgelegten Rand-
wertanfgaben das durch die Bedingungen 1. bis 4", bestimmte Problem
zi 1osen. Diese Aufeabe nehmen wir nun in ;\ngr}iﬂ‘_ Da es uns 1n der
Folge auf eine Unterscheidung der beiden in diesem Probleme auftretenden

Funktionen 2, und %, nicht ankommt (sie unterscheiden sich nur durch

1 )
die Funktionen, die die Anfangswerte bestimmen), bezeichnen wir der
einfacheren Schreibweise wegen mit % irgendeine dieser beiden Funktionen.
Um nun # in einem Punkte 7, ¢, { des Riemannschen Raumes R_ zu
berechnen, nehmen wir, gleich den allgemeinen Fall vorausgesetzt, an,
dieser Punkt sei so gelegen, dall der zur Funktion w(r,q,t; 7, ¢, ;%)
gehorige Kegel I'* die Riemannsche Flache t = t,, auf der unsere Anfangs-
werte gegeben sind, schneidet und der Kegel I', eventuell auch schon von
anderen Kegeln I, geschnitten wird (das letztere ist nur im Falle y < #
moglich). Wir verwenden dann analog wie Hadamard'®) die Fundamental-
formel (1) sowie die Funktion w, die in unserem Falle die Rolle der
Fundamentallosung spielt, Fiir das zuniichst Folgende nehmen wir dabei

an, dall die Existenz unserer Funktion % gesichert sei, setzen in der

Fundamentalformel » = w und wenden sie auf den Raum R, an, der aus
allen Punkten von R_ besteht, die zwischen den beiden Ebenen ¢ = 0
und ¢ = 2 gelegen sind, in denen w definiert und fiir die schlieBlich

t =1, ist. Die Anwendung der Fundamentalformel setzt voraus, dall u
und » = w in dem in Betracht kommenden Raume samt jhren ersten Ab-
leitungen endlich und stetig sind. % hat nun aber in der Verzweigungs-
geraden ¢ — 0 eine singulire Stelle und die Singularititen von w liegen
in den charakteristischen Kegeln I', und I'* und in der Verzweigungs-
geraden ¥ = 0. Um die Fundamentalformel anwenden zu konnen, teilen
wir daher den Raum R, durch alle innerhalb R, verlaufenden Kegel I
und I'* in einzelne Zellen Z, ein. Die Begrenzungsfliche einer Zelle Z,
heille (Z,). Grenzen wir nun in jeder Zelle Z, durch eine nahe an (Z,)

%) J. Hadamard, L c.
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verlaufende Fliche (S, ) einen Raum S, ab, so kénnen wir in §, auf u
und w die Fundamentalformel anwenden. Da beide Funktionen der
Wellengleichung geniigen, gilt die Relation:

_fj » : .'JI J'_"l .
(5,
Lassen wir nun in jeder Zelle Z, die Fliche (S,) gegen die Begrenzung
dieser Zelle (Z,) riicken, so ergibt in jedem speziellen Falle die Be-
ziechung (28) beim Grenziibergang eine neue Relation. Durch Addition
aller dieser Relationen wird sich dann die gesuchte Lésung unseres Pro-:
blems gewinnen lassen.

Betrachten wir zunichst etwa die Zelle Z,,, die die Spitze des Kegels I,
enthilt; sie heifle Z,.
anderen Kegeln I',, von I
¢ = 27 begrenzt. Je nach der besonderen Wahl der Griflen 7, ¢, f, 7
kann aber mit Ausnahme von I, und t =1,
nannten Flichen in der Begrenzung von Z, fehlen. Die Funktion w wird

Z, wird 1m allgemeinen teilweise von [/, und

und schlieBlich von den Ebenen ¢ — 0 und

v

die eine oder andere der ge-

nun in der Zelle Z, schon allein durch das in der Summe S enthaltene

e | i : g S .
Glied —. dargestellt. Sie wird also in der Fliche I, wie —— unendlich,

(1]
verhiilt sich aber in den iibrigen Begrenzungsflichen von Z,, selbstver-

stiindlich abgesehen von ihren Schnitten mit I',, vollkommen regulir.
Lassen wir nun (S,) gegen (Z,) riicken, so werden gewisse Teile der
Flachenintegrale in der Relation:

i e e e i ”
[ [‘l'\u dv % d :','l df =0

(S;)
gegen einen unendlichen Wert streben. Nach Hadamard (das hier fiir die
Zelle Z, behandelte Problem ist vollstindig identisch mit dem wvon
Hadamard (l. ¢.) gelosten) erhalten wir nun bei dem erwihnten Grenz-
libergange eine richtige Relation, wenn wir von allen Integralen nur ihre
endlichen Teile beibehalten. Dabei ist zu beachten: Das iiber I', erstreckte
Flichenintegral entfillt vollstindig. Da aber in dem Punkte #, @, 7 der
Aunsdruck -;l;l-_ von hoherer Ordnung unendlich wird als in den iibrigen

(1]

Punkten von I, so ist dieser Punkt in eine kleine Kugelkalotte einzu-
schlieBen. Beim Grenziibergange ergibt sich dann der endliche Teil des
iiber diese kleine Kugeloberfliche erstreckten Integrales nach Hadamard zu:
— 2au(r, @, t). Wir konnen somit offenbar (7, @, ) zunichst durch
die endlichen Teile von Flichenintegralen darstellen, die iiber die Begren-

. : . Z 3
zung von %, zu erstrecken sind, soweit sie aus dem Kegel I'", den anderen

Kegeln I', (» == 0), den beiden Halbebenen @ — (0, ¢ = 2 » und schlieBlich
=] f f pé
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aus der Riemannschen Fliche t = ¢, besteht. Um dann noch die iiber I'*
und I', (» == 0) und die beiden Ebenen ¢ = 0, ¢ = 2 erstreckten Flichen-
integrale durch die auf der Flache t —{, gegebenen Anfangswerte auszu-
driicken, ist der analoge Grenziibergang auch fiir die iibrigen Zellen Z,
auszufiihren.

Aus der Gesamtheit dieser Zellen greifen wir nun die Zelle heraus,

. - 4 .
die von dem Kegel I'*, der Fliche { —¢,, den Halbebenen ¢ = 0 und

s
@ = 27 und der Verzweigungsgeraden 7 = () begrenzt wird; sie heille Z,.
Da alle Kegel I', auBerhalb I'* verlaufen, so ist in der Zelle Z, keiner
von ihnen vorhanden.

Zuniichst soll der Beitrag berechnet werden, den I zu (28) im Grenz-
falle (S, )—(Z,) liefert. Nun besitzt aber I in den Halbebenen:

(26) g,

; A 1 g . e
die Spriinge ”1‘ Damit also auf I die Fundamentalformel (1) an-

gewendet werden kann, muf die Zelle Z, durch die angegebenen Halb-
ebenen (26) in weitere Zellen Z;", Z;", ... unterteilt werden. In jeder
Zelle Z" ist dann mit dem Integral:

iy ST dw\ ;.
(a3 s f [ \Wasinday) di="
(.\'g.“"]

der Grenziibergang (SY"')— (Z;"') auszufithren. Dabei st6lit man aber auf
ein iitber I'" erstrecktes Integral, das zwecks Losung unseres Problems
durch eine partielle Integration umgeformt werden miifite. Auflerdem
entstiinden Komplikationen wegen des Verhaltens von I in den Schnitt-
geraden von (26) mit den entsprechenden I',. Das wird vermieden, wenn
wir zu (28) die etwa aus dem Gaubschen Satze (5) folgende Relation:
(30) A, = [[ eurl ([t3]ul)df =0

(si)
addieren, in der f den Einheitsvektor in der Richtung der positiven
i-Achse und t den Einheitsvektor in der Richtung des Radiusvektors r
bezeichnet. Da nun:
dul dul fouwl = wl)

(81) curl ([fT]u=1)- Co8 1 — ———8SIh @] - | =
] l | at P 1 At Pl \ dr » f
so ergibt sich mit Riicksicht auf (4) und (6) fiix die Beitrige, die die

einzelnen Teile von Z;" im Grenzfalle zu 4, - A, liefern:

auf der Fliche I'": — IT}”—{ [+2r ”[ ~ ‘.Ii)}cﬂ
3 i ,_IIJ‘ a7 g6

(welches Integral aber mit Riicksicht auf (25) verschwindet),
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auf der Fliche t = ¢;:

(32) [[- ecia el Ol 3 e b oy
o ty

it r-é : ar 2=

wobei die Integration nach ¢ zwischen zwei aufeinander folgenden Halb-
ebenen (26) und nach r zwischen 0 und dem Radius B — f — ¢, — 7 des
Schnittkreises von I'* mit #= ¢, au erstrecken ist.

Um die Integrale iiber die Halbebenen (26) brauchen wir uns nicht
zu kiimmern. Die Integrale (80) iiber die Flichen (26) sind ja Null,
weil der Vektor (31) in den Ebenen ¢ = konst. liegt und daher der Inte-
grand verschwindet, Addieren wir andererseits die auf die Halbebenen
beziiglichen Integrale (29) (d. h. ihre endlichen Teile), so erhalten wir
ebenfalls Null, wenn wir in ihnen, was fiir uns schlieBlich einzig in Be-
tracht kommt, statt I die Funktion w = 8 4 I verwenden. w verhilt
sich ja in den Halbebenen (ihre Schnittlinien mit I"* ausgenommen) voll-
kommen regulir und die endlichen Teile der Flichenintegrale zu beiden
Seiten einer Halbebene (26 ), die zwei benachbarte Zellen Z trennt, sind
einander entgegengesetzt gleich. Wegen der Periodizitiit von % und w ver-
schwindet ferner die Summe der beiden Integrale iiber ¢ — 0 und ¢ = 2 4.

Die Verzweigungsgerade, die Schnittgeraden der Kegel I, mit den
Halbebenen (26) und die Spitze des Kegels I'™ sind bei diesem Grenz-
iibergang mit entsprechenden Flichen zu umgeben. Die Summe der beiden
auf diese Flichen bezogenen Flichenintegrale (29) und (30) verschwindet.

Addieren wir nun die Integrale (32) iiber simtliche Zellen Z“, so
erhalten wir als Resultat:

27 R
(33) J J (1 '::f — 1 :: - : = I:"{U rdrde,
b

) i=tq

wobei hier die Integration iiber ¢ von 0 bis 2 7 zu erstrecken ist. Zu-
nichst bemerken wir, daff dieses Integral konvergent ist. Das Verhalten
des Integranden im Punkte » = 0 ist wohl vollstindig klar. In den Punkten

. - ¥ = : : __ - . . 1
P, mit den Koordinaten R, 4 27 + 7 verhilt sich 7 wie + e und,

wie man sich leicht mit Hilfe von (21) iiberzeugt, wird hier die im Inte-
granden anftretende Kombination der Ableitungen von I nimlich :j — :__:
auch nicht stiirker unendlich. Sodann erkennt man aber, .daB (33) sich
in der Form

21 }.r 2y I ;
(34 ) ] lf :'_“- rdrde - _:-r. J j Tw| rdrdg

[ L ! o [T

; 0 o

t=t,

ERe=

darstellen lafit.
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Um uns davon zu iiberzengen, bemerken wir, daB der Ausdruck (33 ),
wenn wir zunichst die Punkte P, ausschlieBen, durch partielle Integration
e : i g i . I al .
des letzten Gliedes mit Riicksicht auf die Relation '” = — — unmittelbar
! at
in den Ausdruck (34) iibergeht, falls in diesem letzteren die Differentiation

nach # ausgefiihrt wird. Die Punkte F,, wo sich I wie =+ —— verhilt,

,,
verursachen dabei keinerlei Schwierigkeiten, da beim Grenziibergange die
beiden letzten Terme in (33) in den endlichen Teil des zweiten Integrales
in (34) iibergehen.

Nunmehr ist leicht zu erkennen: Da der ganze Beitrag, den [ fiir die
Zelle Z, im Grenzfalle zum Integral (28) liefert, durch (34) gegeben wird,
so erhalten wir offenbar, wenn fiir Z, in (28) der Grenziibergang fiir die
gesamte Funktion w = S - I vollzogen wird, aulier (34 ) nur noch endliche
Teile der mit S gebildeten Flichenintegrale (28 ):

S deu\ 5,
J ) (s —855)ar
und zwar iiber den Kegel I"™ =0 und die Riemannsche Fliche # —t,,
soweit diese Flichen zu Z, gehdren.

Die iibrigen Zellen Z, des Raumes R, werden von der Flache 1 — 1,
von I',, den iibrigen Kegeln I’, und von I'* begrenzt und liegen alle
auBerhalb des Kegels I'™*. In diesen Zellen wird also w schon allein
durch die Summe S dargestellt. Vollziehen wir nun in den einzelnen
Zellen Z, den Grenziibergang (S,) »(Z,), so erhalten wir wieder
richtige Relationen, wenn wir beim Grenziibergang auf jeden Kegel I,
(soweit er zur Begrenzung der betrefienden Zelle Z, gehort) in dem
Flachenintegral das dem betreffenden Kegel I', in der Summe S ent-

T 1 . ; .
sprechende Glied - fortlassen, sonst aber die endlichen Teile aller Inte-

grale behalten.

Es ist nun leicht zu iiberblicken, zu welchem Resultate wir durch
Addition der simtlichen auf die einzelnen Zellen Z, beziiglichen Relationen
gelangen. Die beiden von der Summe § herrithrenden endlichen Teile der
Fliichenintegrale iiber die beiden Seiten einer Begrenzungsfliche, die zwel
Zellen Z, gemeinsam ist, sind einander entgegengesetzt gleich, da die
Richtungen der Konormalen zu beiden Seiten dieser Begrenzungstliche
einander entgegengesetzt gleich sind. Besteht diese Begrenzungsfliche aus
einem Kegel I, so tritt zwar in der Zelle, die im Innern von I, liegt,
ein Glied mit —;—.—' mehr auf als in der Zelle, die aulerhalb I', gelegen ist;

nach dem friither Gesagten ist es aber fortzulassen. Ebenso sind die iiber
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die Halbebenen ¢ = 0 und @ = 2y zu erstreckenden endlichen Teile der
unendlichen Integrale einander entgegengesetzt gleich, da w und x perio-
disch mit der Periode 2y sind. Wegen der Periodizitit von w muB sich
némlich zu jeder Zelle Z,,, die z B. teilweise von der Halbebene g — ()
begrenzt wird, eine andere Zelle Z, angeben lassen, die genau die gleiche
Begrenzung in der Halbebene g = 2y besitzt. Im Falle, daB die Spitze
des Kegels I', hinreichend nahe an einer der Ebenen ¢ — 0 oder ¢ — 2y
gelegen ist, kann es sich ereignen, dafl die Z, 1 dem Raume R, in zwei
riumlichen Bereichen angeordnet sind, die miteinander keine Begrenzungs-
fHichen gemeinsam haben. Es fallen dann aber die Flichenintegrale iiber
die duBere Begrenzung dieser Bereiche fort. Diese Begrenzungsflichen be-
stehen ja dann aus den Kegeln I, und die Summe S reduziert sich auf
das dem betreffenden Kegel I', entsprechende Glied Ir;'_- allein. SchlieBlich

y
bemerken wir noch, dafl das fiir die Zelle Z, iiber die Fliche I'* erstreckte
mit § gebildete Flichenintegral bei der Addition aller Beziehungen (28)
gegen anderen Zellen Z, zugehirige Flichenintegrale sich weghebt. Die
durch 8 dargestellte Funktion ist nimlich in dem Kegel I'* stetig, und
sobald wir uns in einem Bereiche von Z, befinden, wo S auf I'* nicht ver-
schwindet, muB an I'* eine Zelle Z, grenzen, in der w — S also gleich ist

: I N . : 1 :
der Summe aller Glieder = die in der Summe S der Funktion w = § - [

in Z, auftreten. Und umgekehrt: In dem Bereiche, wo w in Z, durch
I allein dargestellt wird (dieser Fall kann nur fir y > eintreten),
werden an I'* keine weiteren Zellen grenzen.

Man erkennt daher, daBl bei der Addition aller Beziehungen (28) alle
Integrale, soweit sie sich nicht auf die Fliche ¢ — 7, beziehen, schlieBlich
fortfallen, wenn wir nur das auf Z, und 7 beziigliche Integral durch die
iiber ‘die Fliche ¢ =1, erstreckten Integrale (83) oder (84) ausdriicken.
o )
d at
Summation all unserer, auf die einzelnen Zellen Z, beziiglichen Relationen

fir # den Ausdruck:
- ._:}L_{ \ (_._1_._ du LA A ) df
H Al VT ot ot (}1‘.-) - fmais j

Da endlich in der Fliche ¢ = ¢,: ist, so erhalten wir durch

(35) 2au(7, @, )= _\T.

Exr R 2x R
» 24 : L et |
—.:—J II 2% rdr dyp -} = J [..’-?r | rdrdp,
g gt lg=¢ dt e t=t,

der, wenn wir die endlichen Teile der unendlichen Integrale nach den im

Abschnitt IV angefithrten Regeln in gewdhnliche Integrale umformen,

auch in der Form: x

44*
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(36) Qau(r, P, t)
\Jljr I df + jl].'}-"f'l L ou uﬂ']
_!' l. . i l.l', at I & Jf r f‘. . e 1--Fh =1y Jfl
2y R 2y &t
o f
J IJ' A rdrdg ; i Ifu rdrdg
o w L T LAY =i
] o 0

geschrieben werden kann. Dabei sind die in diesen beiden Ausdriicken
anter dem Summenzeichen stehenden Flichenintegrale iiber alle Gebiete
su erstrecken, die innerhalb des Bereiches 0,2y der Verinderlichen ¢ und
zugleich innerhalb der Kreise gelegen sind, die durch den Schnitt der
t — t,-Fliche mit den Kegeln I, entstehen.

Beriicksichtigen wir, daB w = S+ I ist, so konnen wir (36) auch in

der Gestalt:

(37) Qau(r, P, t)= H ws | df 4 Jlﬂ"ﬂ’ df
: & ot =t o f lg=¢,

ausdriicken, wobei die Integration iiber den ganzen, innerhalb des Be-
reiches 0,2y der Veriinderlichen ¢ liegenden Definitionsbereich der Funk-
tion w zu erstrecken ist.

Durch (85), (36) oder (37) ist die Funktion u nur fiir einen Be-
reich 0,2y der Verinderlichen ¢ definiert, entspricht also noch nicht der
Forderung 1. Wir kénnen ihren Definitionsbereich aber auf den Varia-
bilititshereich — oo, 4 oo der Veriinderlichen ¢ durch die Festsetzung
erweitern, daB u, als Funktion von ¢ betrachtet, periodisch mit der
Periode 2y sein soll.

T, - - - -+ . f’r " "
Nunmehr kénnen wir zeigen, daB u allen Bedingungen 1 . bis 4

geniigt.
? : "o, - s . . : = . .
Die Bedingung 1°. ist sicherlich erfiillt, falls sich die Funktion % 1n
den Ebenen ¢ — 0 und ¢ = 2y und auch in den iibrigen Ebenen ¢ = 2%y

im allgemeinen ebenso verhiilt, wie in den iibrigen Punkten ihres Defi-
nitionsbereiches. Um uns daven zu iiberzeugen, bemerken wir nur, dall
man (wie dies leicht aus der Periodizitit der Funktion w und der Anfangs-
werte der Funktion u folgt) die gleiche Funktion u erhilt, wenn man zu
ihrer Herstellung auf der Fliche ¢ —1, statt der zwischen den KEbenen
@ =0 und ¢ =2y gelegenen Punkte des Definitionsbereiches der Funk-
tion w, den durch irgendwelche zwei Ebenen ¢ = ¢* und ¢ = @*+ 27
(0 < ¢* < ) begrenzten Definitionsbereich beniitat.

Dal unsere Lisung die vorgeschriebenen Anfangswerte besitzt, d. h.
der Bedingung 2", geniigt, ist einfach festzustellen. Fiir ¢-Werte, die
hinreichend nahe an t, gelegen sind, schneidet namlich innerhalb des Be-
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reiches 0,2y der Verinderlichen ¢ unter allen Kegeln I', und I'™ nur noch
der Kegel I', die Fliche t =1,. Es reduziert sich daher dann die Funk-
tion # auf den von Hadamard angegebenen Ausdruck:

2au (7, §, )=

\YE, at - at \yT,/

und fiir diese Funktion ist von dem genannten Autor der Nachweis er-
bracht worden, dall sie die vorgeschriebenen Anfangswerte besitzt.

Nunmehr miissen wir zeigen, daB « die durch 3”. geforderten Eigen-
schaften besitzt. Um uns zunichst zu iiberzeugen, dall % samt ihren Ab-
leitungen der beiden ersten Ordnungen mit Ausnahme der Verzweigungs-
geraden und der durch die Anfangsbedingungen verursachten singuliren
Stellen iiberall in R, endlich und stetig ist, bemerken wir, daf dieses
Verhalten von # fiir den Beitrag, der durch die Summe S in w geliefert
wird, durch die bereits angefiihrten Untersuchungen von d’Adhémar und
Hadamard verbiirgt ist. In unserem Falle hat man nur noch bei der
Differentiation nach @ zu beachten, daB die Grenzen der Bereiche, inner-
halb deren die einzelnen Glieder in S von Null verschiedene Werte an-
nehmen (d. h. die durch =1, und (26) dargestellten Halbgeraden) zu-
gleich mit @ ihre Lage indern. Da jedoch die gesamte Funktion w — 8 - [
in den genannten Halbgeraden stetig ist, so treten bei der gesamten Funk-
tion % bei der Differentiation nach @ keine Zusatzglieder auf, die sich
auf diese Halbgeraden beziehen wiirden. Was nun den vom Integral 7
herrithrenden Beitrag (34) betrifit, so ist bei der Bildung seiner Ablei-
tungen zu beachten, dall die Integrationsgrenze R von f und 7 abhingt
und, wie dies b (34) betont wurde, im Grenzfalle der Punkte P, die
endlichen Teile der betreffenden Integrale zu nehmen sind, Nach der oben
gemachten Bemerkung iiber die Bildung der Ableitung nach @ kann diese
in (34) formell einfach unter dem Integralzeichen ausgefiihrt werden.

Untersucht man nun das Verhalten von « in der Verzweigungs-
geraden 7 = 0, so kann man zunichst zeigen, daB u beim Hineinriicken
in die Verzweigungsgerade endlich bleibt und zwar so, daB

-

2y R,
Voo
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29 im w (7, ¢, t) :':J_J - e rdrde -+ — I I - _]_ U rdr de
r=20 Frk 6t li=e, gl o Fp* Pty
00 0 o
wird. Iy’ und R, sind dabei die Werte von I'* bazw. R fiir ¥F=10, also
# - ] ; = . . . . .

I'y=—1r"+4(f{ —1)" ud R,=*f —1t, Die Integration ist iiber einen
Kreisseltor zu erstrecken, der auf der Riemannschen Fliche t—1, im
Bereiche 0,2y der Veréinderlichen ¢ liegt und von der Kreislinie r — R,
mit dem Zentrum im Verzweigungspunkte begrenzt, also vom Kegel I'*
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ausgeschnitten wird. Auf den Nachweis dieser Behauptung soll hier nicht
niiher eingegangen werden. Ebenso verzichten wir auf die Wiedergabe des
= . o U : > . 1 - . - — O
Beweises, dal “- im Verzweigungspunkte endlich bleibt und lim 7
- [ 2l

ot =10

hier verschwindet. _
Das Erfiilltsein der Bedingung 4", ist leicht festzustellen. Aus den
Untersuchungen von Hadamard folgt zunichst, dal », soweit es durch
die in (36) unter dem Summenzeichen auftretenden Glieder dargestellt
wird, der Wellengleichung geniigt. Die in unserem Falle bei der Diffe-
rentiation nach @ noch auftretenden Zusatzglieder sind nicht weiter zu
beriicksichtigen, da sie sich, wie oben bemerkt wurde, gegen entsprechende
Terme wegheben, die bei der gleichen Differentiation der in (36) mit /
gebildeten Integrale (d. h. des Ausdruckes (34)) auftreten. Die Tatsache,
daB (84) der Wellengleichung geniigt, folgt dann aus dem Umstande, dall
I eine Losung dieser partiellen Differentialgleichung ist und die wegen
der Veriinderlichkeit der Integrationsgrenze R bei der Differentiation von
(34) noch auftretenden Zusatzglieder mit Riicksicht auf (25) verschwinden.

Zu den obigen Uberlegungen bemerken wir noch, dall sie sich auf
den Fall verallgemeinern lassen, wo die Funktfion % in dem durch 1. bis 4.
definierten Probleme auch noch Stellen besitzt, wo sie in vorgegebener
Weise unendlich wird. Losungen der Wellengleichung, die solche Singu-
larititen aufweisen, lassen sich ja fiir Riemannsche Verzweigungsflichen,
die nur einen einzigen Verzweigungspunkt im Endlichen besitzen, nach dem
Sommerfeldschen Verfahren herstellen und aus ihnen ksmB man dann durch
~Zusammenstiickeln“ Lsungen mit singuliiren Stellen fiir beliebige Riemann-
sche Flichen herstellen. Vom physikalischen Standpunkte aus sind solche
Unendlichkeitsstellen als Energiequellen und Energiesenken zu deuten,
z B. in der Optik als Lichtquellen und Lichtsenken.

a @

. . . . . . ¢ U (4 |/ =
Die Differentialgleichung der Potentialtheorie —; - = ( 18t nun

e e e R T
als ein Spezialfall der jetzt behandelten Wellengleichung (2) aufzufassen.
Es diirfte daher moglich sein, auf dem Wege iiber die Wellengleichung,
auf Grund der oben bewiesenen Sitze, die Riemannschen Existenztheoreme

itber die zdgebmm'hen Funktionen und ihre Integrale zu beweisen. Setzt

m 3 ;
. gleich Null und

liBt von diesem Zeitmomente an Quellen und Senken von geeigneter Be-

. i
man etwa zur Zeit ¢ =, den Anfangszustand « und
2 [

schaffenheit wirken, so kann man in den beiden Fillen der einfach iiber-
deckten Ebene ohne Verzweigungspunkte und der Riemannschen Fliche
mit nur einem einzigen Verzweigungspunkte im Endlichen mit Hilfe der
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gewdhnlichen bzw. Sommerfeldschen Losung der Wellengleichung zeigen,
dall im Grenzfalle t = oo (oder, was auf das gleiche hinausliuft, {,— — o)
die erwihnten Losungen der Wellengleichung in Potentiale mit ent-
sprechenden Unendlichkeitsstellen iibergehen. Man kann daher vermuten,
daBl auch im allgemeinen Falle einer beliebigen Riemannschen Fliche F,
geeignete Losungen der Wellengleichung fiir # = oo in Potentiale mit vor-
gegebenen Unstetigkeitsstellen iibergehen. Dieser Weg, die Existenztheoreme
der Potentialtheorie zu begriinden, wire, da er getreulich die physikalische
Entstehungsweise eines Potentials widerspiegelt, insbesondere dem Physiker
sehr sympathisch?).

Y) Im Falle einer elastischen Membran z. B, kann man sich das Potential da-
durch zustande gekommen denken, daB gewisse Stérungen, die durch das ,Erzeugen*
der Unstetigkeitsstellen verursacht werden, sich durch Wellen ausgleichen, die
gchlieBlich ins Unendliche verlaufen. Nur der durch die Beschaffenheit der Riemann-
schen Fliche und der vorgegebenen singuliren Punkte bedingte Gleichgewichtszustand
bleibt zuriick.

( Eingegangen am 20, 11. 1925.)
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