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Zur Theorie der primiren Ringe™).
Von

Rudolf Hdélzer +.

Unter einem primdren Ring versteht man einen Ring derart, dall
cine Potenz jedes Nullteilers verschwindet. Im Sinne des Ubergangs zu
Bereichen mit Nullteilern stellt der primire Ring also den ersten Schritt
vom Kbrper aus dar, insofern dort jeder Nullteiler verschwindet und inso-
fern alle Ringe ohne Nullteiler durch Quotientenbildung auf Kérper fiihren.
Entsprechend wie in der Kérpertheorie fithrt die Frage des Aufbaues der
primiiren Ringe auf die Idealtheorie im Polynombereich mit Elementen
eines primiren Ringes als Koeffizienten, Wiihrend aber im Polynombereich
mit Koeffizienten aus einem Korper der Teilerkettensatz erfillt ist und
man daher diese Idealtheorie vollstiindig beherrscht, fehlt hier eine solche
Endlichkeitsbedingung.

W. Krull hat in seinen Arbeiten iiber primire Ringe') die an
A. Fraenkel anschlieBen — eine gewisse allerdings viel schwiichere End-

lichkeitshedingung dadurch erreicht, dall er endlichen Exponenien voraus-
setzte, d. h. indem er annahm, dall eine Potenz des aus allen Nullteilern
bestehenden Ideals verschwindet; aullerdem setzte er den Ring als spe-
ziellen primdren voraus, d. h. als einen solchen, der nur Nullteiler und
Einheiten enthilt. Hier kann er?®) durch formal-rechnerische Hilfsmittel,
nimlich durch Ubertragung des Euklidischen Algorithmus — der im Spe-
zialfall sich schon bei Fraenkel findet —, im Fall des Polynombereichs
einer Unbestimmten eine eindeutige Zerlegung der Polynome in paarweise
teilerfremde primiire erreichen; und damit eine eindeutige Zerlegung der
[deale in paarweise teilerfremde Primirideale. Gestiitzt auf dieses Resul-

*) Rudolf Holzer, geboren am 30. September 1903, erlag am 2 Juli 1926 der
Tuberkuloge. Die vorliegende, noch ganz von ihm selbst redigierte Arbeit war als
Dissertation gedacht; zum Examen ist es nicht mehr gekommen.

1) W. Krull, Algebraische Theorie der Ringe, I., Math, Ann. 88 (1923 ), 8. 80 bis
122: 11, Math. Ann. 91 (1924), 8. 1—46; 111, Math. Ann, 92 (1924), 8. 183—213.

%) W, Krull, Algebraische Theorie der Ringe, I, Math. Ann. 88 (1923), 8. 96.
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tat, gelingt ihm wenigstens fiir ..vollkommene* Ringe — eine weit-
gehende Typisierung.

[m folgenden wird eine Idealtheorie im Polynombereich von n Un-
bestimmten eines primiren Ringes ohne Voraussetzung einer Endlichkeits-
bedingung und mit rein begrifflichen Methoden gegeben. Im Mittelpunkt
stehen die Begriffe der Isomorphie und Homomorphie (d. h. der nur in
esnem Sinne eindeutigen Zuordnung von Ringen zueinander), die es erlauben,
aus der bekannten Zerlegung im Polynombereich mit Korperkoeffizienten
auf eine solche im Ring-Polynombereich zu schlieBen. Diese Zuordnung
zwischen Ring und Kérper tritt bei Krull erst an viel spaterer Stelle auf®).

Man gewinnt so als Hauptsatz, wenn man sich vorerst auf spezielle
primire Ringe als Koeffizientenbereich beschriinkt, fiir alle Jdeale der
Dimension Null eine eindeutige Zerlegung als Produkte von paarwese
terlerfremden Primdridealen — was im Spezialfall auf das Krullsche Re-
sultat zuriickkommt. Im Fall einer Unbestimmten folgt daraus die Zer-
legung der Funktionen,

Geht man zu allgemeinen primiiren Ringen iiber, so ergibt hier
unter Benutzung der Resultate von H. Grell*) — der Zerlegungssatz noch
fiir die ,ausgezeichneten“ Ideale der Dimension Null eine eindeutige Zer-
legung in . ausgezeichnete® Primiirideale.

Dald fir Ideale hoherer Dimension die Methode sich nicht direkt iiber-
tragen laflt, zeigen zwei von W. Krull herriihrende Beispiele.

Die von W. Krull in seinen beiden ersten Arbeiten zur Ringtheorie

aufgestellte Theorie der Erweiterungen bezieht sich — abgesehen von der
Beschriinkung auf ,vollkommene* Ringe nur auf eine ganz besondere

Art von Erweiterungen, auf solche nimlich, die sich idealtheoretisch durch
Haunptideale beschreiben lassen. Durch diese absichtliche Beschrinkung wird
es moglich, die Struktur des Ringes weitgehend auf die des zugeordneten
Korpers zuriickzufithren. Tch mache in § 8, 1 einen Vorschlag, wie man
durch Untersuchung eines anderen Idealtyps zur Erfassung der allge-
meinen Erweiterung eines primiren Ringes gelangen konnte. Ich zeige,
wie eine beliebige Frweiterung sich immer in drei charakteristischen
Stufen vornehmen liBt, die etwa den Begriffen Nullteiler, transzendent,
algebraisch entsprechen. In § 3, 2 zeige ich kurz, wie im Fall rein tran-

*) Neuerdings ist Krull einen #hnlichen Weg gegangen, auch teilweise in der
Theorie der Erweiterungen, aber immer unter Festhaltung an der Bedingung des
endlichen Exponenten. Vgl. seine, im iibrigen andere Zwecke verfolgende Note: Alge-
braische Erweiterungen kommutativer hyperkomplexer Systeme, die in Math. Annalen
97 (1927), Heft 3 erscheinen wird. Die hier gegebenen intwicklungen sind unab-
hingig und zeitlich friiher entstanden.

Y) H. Grell, Beziehungen zwischen den Idealen verschiedener Ringe, die in Math.
Annalen 97 (1927), Heft 3 erscheinen wird. Vgl. § 6 iiber den Quotientenring.
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szendenter Erweiterungen sich die Begriffe der Korpertheorie direkt iiber-
tragen, insbesondere der Begriff des Transzendenzgrades, so dafl gleiche
Michtigkeit des Transzendenzgrades die notwendige und hinreichende Be-
dingung fiir dquivalente Erweiterungen abgibt. In dem von Krull be-
trachteten Fall folgt dies direkt aus dessen allgemeinen Sitzen.

§1.
Definitionen und vorbereitende Begriffe.

Definition 1. Ein Ideal q aus i (kommutativer Ring) heilit schwach
primdr, wenn im Restklassensystem Ji|q eine Potenz jedes Nullteilers
verschwindet, stark primdr, wenn in M |q eine Potenz jedes Idealteilers
der Null verschwindet.

In beiden Fillen heilt q primir; die Gesamtheit p der Elemente
aus Y, die Nullteiler in M |q erzeugen, ist ein Primideal, das in q auf-
geht und das zugehorige Primideal heifit®).

Jedes starke Primirideal ist zugleich schwaches Primérideal. Im all-
gemeinen gilt aber nicht die Umkehrung, wie folgendes Beispiel zeigt:
sei M der Polynombereich von abzihlbar vielen Unbestimmten z, mit
Koeffizienten aus einem Korper; sei ferner

FanoL ‘ L | A - \
G (T ey s ity iy 30 s ) (v k).

2 i
Nullteiler im Restlklassenring sind alle und nur die durch p = (2, , 2., ..., &,...)
teilbarem Polynome, und es wird jeweils eine Potenz dieser Nullteiler durch g
teilbar; q ist also schwaches Primirideal mit p als zugehorigem Primideal.
Dagegen ist q nicht starkes Primirideal, wie man durch Betrachtung von
=@ ey ) St d b = T 4y 5ol oy Ry taieia)) S CEREDIYY.
Es 1sta-b=0(q), aber a*==0(q), b"==0(q) fiir jedes x.

Ein schwaches Primirideal ist jedoch stets stark primir, wenn es
endlichen Exponenten hat, d. h. eine Potenz des zugehérigen Primideals
durch q teilbar wird (was z. B. immer der Fall ist, wenn in %R der Teiler-
kettensatz gilt?)).

Ein Element eines Ringes, das nicht Nullteiler ist, heilit regulir.

Definition 2. Ein Ring M heille allgemeiner primdrer Ring, wenn
sein Nullideal schwach primir ist und er mindestens ein regulires Element
besitzt; er heille spezieller primdrer Ring, wenn aullerdem ein Einheits-
element der Multiplikation existiert und jedes reguliire Element Einheit
ist — d. h. Teiler des Einheitselementes.

%) Vgl. hierzu E. Noether, Abstrakter Aufbau der Idealtheorie in algebraischen
Zahl- und Funktionenktrpern, Math. Ann. 96 (1926), S. 26—61, § 5.

%) Vgl. etwa E. Noether, Idealtheorie in Ringbereichen, Math. Ann. 83 (1921),
8. 24 —66.
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Das zum Nullideal gehirige Primideal eines primiiren Ringes 0 sei
stets mit p* bezeichnet; p* ist also das System aller Nullteiler von .
Man kann von einem allgemeinen primiiren Ring immer zu einem spezi-
ellen auf eindeutige Weise gelangen vermittelst einer gewissen Quotienten-
bildung. Ist allgemein 3t ein beliebiger Ring, ® ein System von reguliren
Elementen aus i, so daB neben a und b auch a-b zu & gehdrt, so ver-
steht man unter dem durch & erzeugten Quotientenring von & denjenigen

o ) : : g a
Erweiterungsring von i, der durch Bildung aller ,Quotienten > — Wo a

el : ; deig i AT b
beliebig, b aus & — entsteht, indem man die Festsetzungen trifft: ; gleich 57
'}

a a’ ab'4a'b
dann und nur dann, wemn abd’ —a’b=0 und + = e
b b b
a a’ aa’- : ot : : . ¢ : A
) [st a ein beliebiges Ideal in IR, so bildet offenbar die
) J ) -

Gesamtheit der reguliren Elemente a==0(a), fiir die kein regulires Ele-
ment b==0(a) existiert, so dall ¢-b=0(a), ein System &; den hierdurch
bestimmtan Quotientenrig H, wollen wir den Quotientenring von R nach a
nennen. Ist a insbesondere ein Primideal p, das alle Nullteiler enthilt,

: a Sy e ;
so besteht }H;. aus allen Quotienten 7 Woa beliebig, b==0(p). Ist nun R
; . =vip)

allgemein primir, so ist offenbar NM,. speziell primirer Ring; diese letzteren
sind durch M,. = N charakterisiert.

Sind R und R’ beliebige Ringe, so heilt N “homomorph zu R, R ~ R’
wenn jedem Element aus M ein und nur ein Element aus N’ entspricht,
so daB R’ dabei erschopft wird und auBerdem diese Zuordnung derart
beschaffen ist, dall Differenz und Produkt sich entsprechen. Ist das Ent-
sprechen der Elemente umkehrbar eindeutig, so heifien die Ringe ¢somorph,
R~NR'. Ist ® homomorph zu R’, so entspricht jedem Ideal m aus N
ein und nur ein Ideal m’ in R’, das entsteht, indem man jedes Element
von m durch das ithm in R’ entsprechende ersetzt; m’ heille das Hugchﬁi'ig(’.
Ideal von m oder das ihm in 9%’ zugeordnete. Ist umgekehrt m’ ein be-
liebiges Ideal aus N', so gibt es im allgemeinen mehrere Ideale n in I,
fiir die n’ = m’; wir nennen sie die zugehorigen von m’, ihren groliten
semeinsamen Teiler das grofite zugehdrige Ideal von m’. Es gilt der fiir
das Folgende wichtige

Isomorphiesatz. Bedeutet a das grofite dem Nullideal wvon R’
zugeordnete Ideal von R, und ist m ergendein Teiler von a, so ist
Relm~R"|m"®.

7)) Der Begriffi und die Konstruktion ist vollstindig analog der Bildung des
Quotientenkérpers bei Steinitz, Algebr. Theorie der Kérper, Journ, f. Math, 187; wvgl.
auch Grell, a. a. 0.

") '\":__1(], E. Noether, Abstrakter Aufbau ..., § 4, 3, erster Ismnur]:ilir‘sat-z_
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Sind 7, und 7, zwei Erweiterungen eines Ringes 3, so heillen sie
beziiglich i fquivalent, wenn sie so isomorph aufeinander bezogen werden
kinnen, dal dabei jedes Element von R sich selbst entspricht.

Jedem speziell primiiren Ring R ist eindeutig ein Korper zugeordnet
zu dem er homomorph ist, niimlich das Restklassensystem % p*. Im
folgenden wird das einem Element a von R zugeordnete Element von §t,
also die Klasse, die es repriisentiert, stets mit @ bezeichnet, a ~ a. Ist ©
ein Erweiterungsring von $i, der ebenfalls speziell primir ist, so enthiilt
sein zugehiriger Korper € einen zu & isomorphen Teilkdrper {', der aus
allen Restklassen von & besteht, die durch Elemente von $i reprisentiert
werden konnen: ersetzt man & in @ durch & und definiert in naheliegen-
der Weise die Verkniipfungen, so entsteht eindeutig ein Erweiterungs-
kirper £° von §, wobei &~ 9" wir diirfen deshalb der Einfachheit
halber € stets schon in unmiBverstindlicher Weise als Erweiterungskorper
von & annehmen. Bedeutet weiter %, den Polynombereich in beliebig
viel Unbestimmten mit Koeffizienten aus MR, so ist er dem Polynom-
bereich §, in der gleichen Anzahl von Unbestimmten mit Koeffizienten
aus § homomorph, wobei die Homomorphie von M zu & umfalit wird;
man braucht offenbar nur jedem Polynom aus R, mit den Koeffizienten a,
dasjenige Polynom von &, zuzuordnen, welches die Koeffizienten @, besitzt.

Sei M ein allgemeiner primirer Ring, R’ der ihm, wie oben erklirt,
durch Quotientenbildung zugeordnete speziell primére und X dessen zu-
gehoriger Korper. Dann entsteht, wenn man jedes Element von % durch
das ihm vermoge R’ ~ & entsprechende in & ersetzt, ein Unterring P
von $, dessen Quotientenkorper ® ist; es ist W~ P. Ist ferner © ein
allgemein primirer Erweiterungsring von 9, so ist, in analoger Bezeich-
nungsweise, &~ 2 und € der Quotientenkorper von 2. SchlieBlich 1st
auch hier R ~P,.

Satz. Ist W primar, so ist auch der Polynomring R, primdr, der
aus N durch Adjunktion einer Unbestimmtenmenge beliebiger Mdchtigkert
hervorgeht®).

Wir fiihren noch folgende Bezeichnungsweise ein: Das dem Element
f(a) von )i, zugeordnete in P, sei mit f(a) bezeichnet, das dem Ideal a zuge-
horige mit @, das @ zugehdrige grofite Ideal in i, mit a*; es ist a® = (a, p7).
SchlieBlich nennen wir a reguldr, wenn @ vom Nullideal verschieden,

% E. Noether, Eliminationstheorie und allgemeine Idealtheorie, Math. Ann. 90
(1923), 8. 229261, Hilfssatz I, § 2. Dal dieser Hilfssatz tatsiichlich mit dem obigen
Satz identisch ist, wird im Fall des Primideals ausdriicklich gesagt und gilt wortlich
so bei Primiiridealen. DaB damit auch der Fall einer Unbestimmtenmenge beliebiger
Miichtigkeit erledigt ist, folgt direkt daraus, daB jedes einzelne Polynom nur endlich
viele Unbestimmten enthilt.
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@ ==(0). aheille voll-regulir, wenn auflerdem p* = 0(a). Die nicht-regu-
liren Ideale heilen Nullteilerideale; diese brauchen nicht Idealteiler der
Null zu sein, wie aus dem Beispiel in § 1 unmittelbar folgt. Jedoch
mull von jedem Nullteilerideal mit endlicher Basis eine Potenz verschwin-
den. Es gilt: Aus a= 0(b) folgt @ = 0 (b), aber nicht umgekehrt; ebenso
folgt aus a-b= ¢ stets a-b —¢. Jedem qa ist eindeutig ein vollregulires
zugeordnet, nimlich a*; die Zuordnung zwischen den a* und @ ist umkehr-
bar eindeutig.

3

win

[dealtheorie im Polynombereich primirer Ringe.

I. Von jetzt ab sei R ein spezieller primdrer Ring, in dem also
jedes regulire Klement Einheit ist, i, der Bereich aller Polynome in
Xy, .0, &, mit Koeffizienten aus 9. -

Bine Funktion aus R, heilit regulir, wenn sie mindestens einen regu-
liren Koeffizienten besitzt, sonst Nullteilerfunktion; die groBte vorkom-
mende Exponentensumme mit von Null verschiedenen Koeffizienten heif3t
die Ordnung der Funktion, die groBte vorkommende Exponentensumme
mit reguliren Koeffizienten ihr Grad. Der Grad einer Funktion ist gleich
dem Grad der zugeordneten Funktion in §,; aus der Homomorphie zu &,
folgt sofort, daB sich die Gradzahlen bei Multiplikation addieren, insbesondere
also, daB die Funktionen positiven Grades keine Einheiten sein kénnen.

. Die Einheiten von R, sind die reguliren Funkiionen vom Grade

Null.

Eine solche Funktion hat die Form e(x,, ..., r) =10~ Ql@ys ney )
wo a ein regulires Element aus R, ¢ (a,,....x, ) eine Nullteilerfunktion;
e(@y, .., @,) 18t zu dem Hauptideal (q(z,, ..., z,)) teilerfremd, also auch

zu jeder Potenz von (g (z,,...,z,)), mithin zu (0). Zusammen damit,
dall Funktionen positiven Grades keine Einheiten sein konnen, driickt dies
die Behauptung von I aus.

Die Gesamtheit der Nullteilerfunktionen von a bildet ein Nullteiler-
ideal 1, das Vielfaches von a ist. Ist b echter Teiler von a und bildet u
ebenfalls die Gesamtheit der Nullteiler von b, so muB offenbar b echier
Teiler von a sein. Auf dieser Bemerkung beruht

II. In ?Hf gilt der Teilerkettensatz modulo rrf. D.h die Kette
a,, a,, Oz, ..., wo a; echter Teiler von a,_, ist, bricht nach endlich viel
Schritten ab, wenn dies fiir die Kette wu, uy, uy, ... gilt.

Da nidmlich in & der Teilerkettensatz gilt, so muB die Kette
iy, Oy, ... im Endlichen abbrechen. Sei 1 eine natiirliche Zahl, so daB

ﬂ.i.
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iy =0y =-... und 1; = Uy =...; dann st auch @y =030y =..., Wie
unmittelbar aus der obigen Bemerkung folgt.

I11. Jedes Ideal in R ; besitzt modulo p* eine endliche Basis: d. h.
s I8t @ =(F (@ -y Ty)o= ool @yy oe ey x,),u). III folgt aus IT nach
bekannten Schliissen der Tdealtheorie 7).

Ein Ideal in &, heifle von der Dimension Null, wenn alle seine zu-
gehorigen Primideale die Dimension Null haben'!); a in %, heille von
der Dimension Null, wenn @ die Dimension Null hat. FEin Ideal der Di-
mension Null ist sicher regulir.

Satz 1. p est dann und nur dann Primideal, wenn es vollreguldr
und p Primadeal ist.

Beweis. DaB p voll-regulir ist, ist offenbar notwendig, da sonst

I

ein Element == 0(p) wire, von dem eine Potenz teilbar wird. Ferner
ist nach dem Isomorphiesatz o|p ~ & |p, unter o das Einheitsideal von
S{f verstanden. Emnthilt also S{";. p keine Nullteiler, so gilt das gleiche
fiilr o|p und umgekehrt, woraus Satz 1 folgt.

Satz 2. Hin Ideal ¢ von der Dimension Null ist dann und nur
dann Primdrideal, wenn § primdr ist.

Beweis. Man erkennt dies zuniichst fiir das zu q gehorige voll-
regulire Ideal q* wie eben aus der Beziehung o|gq*~ §,/q. Zu zeigen
ist also: g ist dann und nur dann primér, wenn g* es 1st. Sel q* primir.
Zuniichst ist von jedem Element aus q* eine Potenz durch g teilbar (was
allgemein fiir a* und q gilt). Ist ndmlich ¢ ein beliebiges Element aus q*,
so enthilt q ein Element &', fiir das ¢’ = «(p*), und es ist mithin fiir
eine natiirliche Zahl 1: (¢ —¢')" =0, «*=0(q). Die Elemente des
Primideals p von q* erzeugen also Elemente von o|q, von denen eine
Potenz verschwindet; somit geniigt es zu zeigen, dal die Elemente == 0(p)
keine Nullteiler in p|q ergeben.

Dazu bemerkt man, daB p von der Dimension Null ist und die Prim-
ideale von der Dimension Null keinen echten Teiler == p haben. Beides
folgt aus der Homomorphie und Satz 1, wenn man beachtet, dall p das
zugehorige Primideal von § ist. Sei nun ¢ ==0(b), dann ist (e, p)= 0.
Folglich gibt es ein Hauptideal (#)= 0(p), so dall (&, ) = o0. Ist etwa
(B)°=0(q), so folgt (¢, B°) =0, (¢, q)=0. Das bedeutet aber, dal «
eine Einheit in o|q erzeugt.

10y Vgl. E. Noether, Idealtheorie in Ringbereichen, § 1.

1) Zum Dimensionsbegriff der Primideale — Transzendenzgrad des Restklassen-
kirpers — vgl. E. Noether, Eliminationstheorie, § 4, Satz 5. Dimension Null heifit
also, daB jedes Element des Restklassenkorpers algebraisch in bezug auf den Grund-
bereich ist.
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Sei umgekehrt g primér, p das zugehorige Primideal. Die Homo-
morphie ergibt § = 0(p). Weiter folgt aus der Homomorphie, daBl fiir

eine natiirliche Zahl o: p¢ = 0(q) sein mull; ist nimlich f,, ..., f. eine
Basis von p modulo p* und etwa fi* =0(q),..., " = 0(q), so braucht

man nur o > Mp, zu wihlen. Da § die Dimension Null hat, folgt aus

p¢ = U(q) bekanntlich, daB § primér ist; also ist nach dem zu Anfang
Bewiesenen auch q* primiér.

Hilfssatz. Aus (a,b)=o folgt (a,b) =0 und wmgekehrt. Aus
Ay, ..., @, voll-reguldr und (a,a,)=0 (¢=+k) folgt a,a,...a, wvoll-
regildr.

Beweis, Dall aus (a,b)=o0 folgt (a,b)=10, ist evident. Ist
umgekehrt (i1, b) =10, so sei etwa f-- 7— ¢ (& Einheitselement von K,
{ bzw. g aus a bzw. b); dann ist, wenn £, g irgendwelche Polynome aus a
bzw. b sind, die /, 7 vermége der Homomorphie entsprechen, f--g — e’
wo e’ eine Einheitsfunktion bedeutet. Hierausfolgt abere’=1.f-1-e'~1.g— e.
[st ferner (a;, n,) = o, so ist das Produkt gleich dem Durchschnitt, und
da L!I”: in allen aq; enthalten ist, so gilt dies auch fiir das Produkt.

Satz 3. In N, lafit sich jedes Ideal von der Dimension Null ein-
deutrg darstellen als Produkt paarweise teilerfremder Primdrideale (von
der Dimension Null).

Beweis. Sei a das vorgelegte Ideal und a =§,...q, die bekannte
Zerlegung von a in &, als Produkt paarweise teilerfremder Primérideale.

[st q* das zu q; gehorige voll-regulire Ideal, so ist a*=gq/...q/
die Zerlegung von a* nach Satz 3. Die Homomorphie ergibt nimlich
qi° .- .07 = 0(a*); aullerdem folgt aus dem Hilfssatz, daB q¢.*...q* voll-
0(g:...q,7). Nach Satz 2 sind iiberdies die qg;*

Primiirideale von der Dimension Null.

- 3

regulir ist, also a?

[st p;, das zugehorige Primideal von g%, so sei etwa

D, { Jf'l‘ AR T 11}*), e AR I:J'EP-I e i‘-‘,s -p;':k}:

wir betrachten v, = (fi,...sf)s +-os T, =(Ry, .- 5 B;). 1; 186 ZU P, ge-
horiges Primirideal von der Dimension Null (1, = p,). Die Homomorphie
ergibt, dal ein Potenzprodukt der t durch a* teilbar wird. Da, wie
beim Beweise von Satz 2 gezeigt wurde, eine Potenz eines jeden Ele-
mentes von a* zu a gehort, folgt hieraus, dall auch ein Potenzprodukt
der v durch a teilbar ist: r{*...r/” = 0(a) (endliche Basis der r,!). Sei

gesetzt q,= (a, r;"). Da g, ein Teiler von §;’, so ist q; und somit auch g,
Primiirideal von der Dimension Null. Ferner folgt aus dem Hilfssatz

(g;50,)=0. BEsist a=q,...q, die behauptete Zerlegung von a. Nach
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Definition von g, und wegen (q;, q,)= 0 ist nidmlich a= 0(q,...q,)
Andererseits ist (a7, a’~ltr, ..., th...v ) = 0(a).

Hiermit ist die Existenz der Zerlegung bewiesen; die Eindeutigkeit
folgt nach bekannten Rechenregeln fiir Teilerfremdheit **), ans denen sich
wegen der Dimension Null zuerst das Ubereinstimmen der Primideale
und dann das der Primidrkomponenten ergibt. Denn zu verschiedenen
Primidealen gehérige Primarkomponenten sind nach déem Hilfssatz teiler-
fremd, da dies in ."i"t"f wegen der Dimension Null erfiillt ist.

Um eine Folgerung aus Satz 3 zu ziehen, beschrinken wir uns auf
den Fall n =1.

Im Polynombereich i [«] einer Unbestimmten & heillen zwei Funk-
tionen f, () und f, (z) teilerfremd, wenn die aus ihnen abgeleiteten Haupt-
ideale es sind. Der Hilfssatz ergibt, daB f, und f, dann und nur dann
teilerfremd sind, wenn dies fiir f, und f, gilt. ¢ (z) heiBe Primfunktion
(Primirfunktion), wenn @ prim (primér) ist. Man erkennt leicht, auf
Grund des Hilfssatzes, dall eine Primfunktion dadurch charakterisiert ist,
zu allen reguldren Funktionen niedrigeren Grades teilerfremd zu sein; eine
Primirfunktion ist, wie die Homomorphie zeigt, stets von der Form
hiz)=-e(z)g(x) -+ g(z), wo g(x) prim, e(x) bzw. g(a) eine Einheits-
bzw. Nullteilerfunktion.

IV. Jedes reguldre Ideal in R[x] ist von der Form a= (f(x), u),
wo 1t wieder das aus allen Nullteilern von a bestehende Ideal bedeutet.
In Sf",. ist jedes Ideal Hauptideal und etwa a = [f} Wihlt man f(x) = 0(a)
so, dall es bei der Homomorphie f entspricht, so ist a= (f(«), u). Fur
beliebiges «(a) = 0(a) hat man nimlich @ — 1f, also, wenn A ein be-
liebiges 1 zugeordnetes Polynom bedeutet, «(z) — 4(2)f(z)= gq(z), wo
g(x) eine Nullteilerfunktion; offenbar ist g ()= 0(u), womit IV be-
wiesern.

Satz 4. Jede regulare Funktion f(x) in N[x] laft sich bis auf
Einheitsfunktionen eindeutig in ein Produkt von teilerfremden Primdr-
funktionen zerlegen.

Beweis. Man erkennt zundchst:

1. Ein regulires Hauptideal (f(a)) besifzt kein echtes Vielfaches,
das demselben Ideal in &, zugeordnet ist.

2. Zwei dquivalente regulire Funktionen unterscheiden sich nur durch
einen Einheitsfaktor.

Dabei sind unter idquivalenten Funktionen solche verstanden, die
Basis desselben Hauptideals sein konnen.

12) Vgl etwa E. Noether, Abstrakter-Aufbau..., § 4, 4.
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In der Tat, ist a"= (f (x), u’) ein solches Vielfaches, so ist f'= 1f.
Aus der Voraussetzung folgt, dall f und f" denselben Grad haben miissen;
also ist i Einheitsfunktion und f=21""f". Sind ferner fy und f, dqui-
valent, f, = A1f,, so folgt aus demselben Grunde, daB 1 REinheitsfunk-
tion ist.

Ist nun f(x) vorgelegt, so zerlege man a=(f(x)) nach Satz 3:
a=(h, (), qy)...(h. (%), q,). Wird a"=(k,(2))...(k (2)) gesetzt, so
ist a’ Vielfaches wvon a und a’=agq, also nach 1. a"=a. Aus
(f(x)) = (hy()...h (x)) folgt aber nach 2.: f(z)=-e(z) h(2)... h.(x),
wo e(x) Einheitsfunktion, Da ferner nach Voraussetzung &, (2) und damit
h;(2) primir und mit h,, h, auch k;(x), h, (2) teilerfremd, ist die Existenz
der Zerlegung bewiesen. Die Eindeutigkeit (bis auf Einheitsfunktionen)
folgt, wie man leicht mit Hilfe von 2. sieht, ebenfalls aus Sats 3.

2. LBt man die Voraussetzung fallen, dal in i jedes reguliire Ele-

ment Einheit ist — setzt man also N als allgemeinen primdren Ring
voraus — so bleibt nur ein geringer Teil der Resultate von 1. giiltig.

Wir konnen hier eine entsprechende Zerlegung nicht mehr bei einem
beliebigen Ideal der Dimension Null vornehmen, sondern nur noch bei
gewissen ,.ausgezeichneten* Idealen. Um diese zu definieren, sei mit R’
der eindeutig bestimmte speziell primire Erweiterungsring von R be-
zeichnet, der, wie in § 1 erklirt, durch Quotientenbildung entsteht. Dann
haben wir in ﬂi; einen Krweiterungsring von Ji, vor uns, dessen Ideal-
theorie wir nach 1. kennen. Wir nennen ein Ideal m aus N, ausgezeichnet,
wenn es in EH;.' ein Ideal n gibt, so daB m gleich dem (mengentheoretischen )
Durchschnitt von 9, mit n ist, in Zeichen: m = [R,, n]. Unter dem aus
dem Ideal m von %, abgeleiteten Ideal m” in ﬂ\",.’ versteht man den
Durchschnitt aller Tdeale in .*]1‘;, die alle Elemente von m enthalten: ist
m ausgezeichnet, so ist offenbar m - [R,, m"]. Wir legen ferner dem
ausgezeichneten Ideal m die Dimension Null bei, wenn m’ die Dimension
Null hat; da schlieBlich, wie weiter unten gezeigt wird, fiir jedes aus-
gezeichnete Ideal m gilt: M,..m = m, so darf man zwei ausgezeichnete
Ideale m,, m, innerkalb des Systems aller ausgezeichneten Ideale teiler-
fremd nennen, falls (m,, m,) =R . Es gilt nun

Satz 5. In N, ldfit sich jedes ausgezeichnete Ideal der Dimension
Null eindeutiy darstellen als Produkt von ausgezeichneten Primdridealen
der Dimension Null; die Komponenten sind paarweise teilerfremd inner-
halb des Systems aller ausgezeichneten Ideale.

Dieser Satz, der sich auch (wenigstens zum groBten Teil) direkt mit
unseren Hilfsmitteln beweisen lilit, folgt, wie mir H. Grell spiter mit-
teilte, unmittelbar aus einem allgemeinen Satz seiner Theorie der Ideal-
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korper ). Ist P ein beliebiger kommutativer Ring, = ein QQuotientenring
von P (gemiB der Definition in § 1), und definiert man ausgezeichnete
[deale von P wie oben, so lautet der betreffende Satz:

Das System der ausgezeichneten Ideale von P und das System aller
Ideale in > sind vollstindige und isomorphe Idealkérper. Unter einem
vollstindigen Tdealkdrper ist dabei ein System von Idealen eines kommu-
tativen Ringes verstanden, das neben zwei Idealen auch deren Produkt
und Quotient, neben beliebig vielen Idealen auch deren gréfiten gemein-
samen Teiler und kleinstes gemeinschaftliches Vielfaches enthilt; isomorph
heiflen zwei solche Idealkorper natiirlich, wenn sie derart eineindeutig auf-
genannten vier Ver-
kniipfungen erhalten bleiben. Die Zuordnung des Satzes ist dabel so, dal3
dem ausgezeichneten Ideal m von 9, sein abgeleitetes Ideal m’ in R/
entspricht.

einander bezogen werden konnen, dali dabei die eben

.

Nun ist klar, daB hieraus Satz 5 unmittelbar folgt. In der Tat ist
E]{,.F ein Quotientenring von M ; nimlich der durch das System aller regu-
liren Elemente von 9t erzeugte. Sei m ein beliebiges ausgezeichnetes
Ideal der Dimension Null von 3., dann gibt es nach Satz 3 in ?]tlr-" eine

7o Y . e ! f L5 e o " ol A HE] 2 | @ 10
Zerlegung: m’=q/...q/. Sind q,...q, die ausgezeichneten Ideale, dic
den ¢/ vermbge der Isomorphie entsprechen, so 1st also m=gq ...q,.

Die q, sind Ideale der Dimension Null und aullerdem primir; wegen
q; = [, q/] ist néimlich, wie man sich leicht iiberzeugt, M, q; einem
Unterring von ‘:h‘;.q; isomorph. Ferner kann es keine andere solche Dar-
stellung von m geben, da man sonst vermége der Isomorphie einen Wider-
spruch gegen die Eindeutigkeit der Darstellung in ﬂi; bekime.

Offenbar ist E]t‘,. selbst ausgezeichnetes Ideal und E}{; sein zugehoriges;
da .‘]il,i' ein Hinheitselement enthilt, ist ﬂi;vll[* —m' fiir jedes Ideal m’
In 5]1‘; und die Isomorphie ergibt daher: J.m = m fir jedes ausgezeich-
nete Ideal m aus 9i,.. Wir kénnen also von Teilerfremdheit im System
aller ausgezeichneten Ideale von %, reden, und aus ( q:._ 1';;_) = :}{I:- fiir 2 ==k
folgt (q;, q,)= M,. Damit ist Satz 5 bewiesen.

Nennt man, im Falle n =1, zwei Primfunktionen wesentlich ver-
schieden, wenn sie sich nicht nur durch eine Einheit aus %" unterscheiden,
so bleibt von Satz 4:

Zu jeder reguliren Funktion f(x) in N, gibt es emn reguldres Hle-
ment z aus N, derart, dafi »-f(x) als Produkt von Primdrfunktionen
darstellbar ist, die zu wesentlich verschiedenen Primfunkiionen gehiren.

Ist nimlich f(z)="h,(z)... k. (z) in ':]i';, so gibt es regulire Kle-
mente z;, aus N, derart, dall »,k,(x) zu f']{r gehort (z. B. das Produlkt

1) H. Grell, a.a.0. § 6.

—
Mathematische Annalen. 96, 41
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der Nenner der Koeffizienten von A (x)); offenbar geniigt es, » — ITx,
zu wiihlen.

3. Es entsteht die Frage, ob die Resultate von 1. sich auf den Fall
hoherer Dimension ausdehnen lassen. Dall dies unméglich ist, zeigen die
folgenden mir von W. Krull mitgeteilten Beispiele: Sei & Kérper, i = & («)
mit ¢ =0, N, =N[a,y], 8, = K[, y], a Ideal in R, a zugehdriges

[deal aus R..

1. a=(x, ¢y) ist nicht primir, da keine Potenz von y durch a teil-
bar wird; @ = (¥) ist jedoch primiir.

2 a= (2% zy f.'.c-.'.f'f‘.-""h ist primér, dagegen @ — (Z% Ty) mcht.

irweiterungen primiirer Ringe.

1. Unter einem Oberring @ eines primiren Ringes R sei ein Er-
weiterungsring verstanden, der ebenfalls primér ist. Ist S ein System von
Elementen aus ©, so verstehen wir unter dem durch Adjunktion von S
zu M entstandenen Ring N (S) den Durchschnitt aller in & gelegenen
Oberringe von M, die alle Hlemente von S enthalten,

[st a ein Ideal im Polynombereich $i, von n Unbestimmten, so ver-
steht man unter einer Nullstelle von a ein System S von n Elementen
aus einem Oberring © derart, daBl alle zu a gehérigen Polynome fiir S
verschwinden. Ist umgekehrt S ein System von Elementen aus &, so

bildet die Gesamtheit der Polynome in R ., die fiir

verschwinden, ein
Ideal, das Nullstellenideal as von S. Es ist stets: R(S)~N |as.

Damit ein Ideal a aus N, Nullstellenideal sei (d. h. damit ein Ober-
ring von i existiert, der durch Adjunktion einer Nullstelle von a ent-
steht), ist offenbar notwendig und hinreichend, dafl es primir ist und kein
Element aus R enthilt; denn dann ist ‘:}fha ein solcher Oberring.

Wir nennen ein Nullstellenideal a aus 9%, von der Dimension Null,
wenn das aus ihm abgeleitete Ideal @ im Polynombereich mit Koeffizienten
aus § die Dimension Null hat; es ist dies identisch damit, dafl jede Null-
stelle von @ aus lauter in bezug auf § algebraischen Elementen besteht

(vgl. Anmerkung "))

Ein regulires Nullstéllenideal der Dimension Null a aus .‘Hf. heille Ideal
erster Art, wenn jedes Element seines zugehorigen Primideals p modulo a
emem Hlement aus M kongruent ist. Es folgt dann, daB jedes Element

von p modulo a einem Nullteiler aus R kongruent ist, da sonst eine Potenz
) Man bestitigt dies etwa daraus, dalB jedes Element aus i, modulo a eine
Darstellung zuliBt: [ (y)+ ¢g(y)-+ ez, wo f und g Polynome, ¢ ein Element aus §.
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eines reguliren Elementes, die also von Null wverschieden ist, im Null-
stellenideal a liegen wiirde; ferner wird p gleich @, wenn p und @ die zu-
gehérigen Ideale in P, sind (§1). Ein nichtregulires Nullstellenideal u
aus 9, heille Ideal erster Art, wenn jedes Element seines zugehdrigen
Primideals p* modulo 1t einem Element aus 3t kongruent ist.

‘3Ll|]19[’|h:,h verstehen wir unter einem Ideal zweiter Art u ein Nullstellen-
ideal, das alle Potenzprodukte der a; von einer gewissen Dimension an
enthilt. 9 |u entsteht durch Adjunktion vou Nullteilern, und umgekehrt
ist das Nullstellenideal eines Systems von Nullteilern stets ein Ideal
dieser Art.

Definition 1. Ein Element a von & heilt algebraisch in bezug
auf N, wenn a,

© heiBt algebraisch in bezug auf 9, wenn alle Elemente es sind,
sonst transzendent.

P sei derin § 1 erklirte, ;i zugeordnete Ring, ebenso &, S, 2, a~a
die dort erklirten Bezeichnungen.

reguliir ist, sonst transzendent.

I. a aus © ist dann und nur dann algebraisch in bezug auf R,
wenn @ algebraisch in bezug auf S ist.

Die Notwendigkeit ist evident. Ist umgekehrt @ algebraisch in bezug
auf ', so geniigt es einem Polynom fL_l_h mit Koeffizienten aus §t. Offen-
bar gibt es in § ein Element % <+ 0, so dall %-fla)=g(x) z2u 2 ge-
hort. Ist g(ax) ein Polynom aus NR,, das g(z) zugeordnet ist, so ist
g(a) = g ein Nullteiler aus &. Verschwindet von diesem etwa die o-te
Potenz, so enthilt a, die regulire Funktion (g(x))®.

Definition 2, @ aus © heiBt reguldr algebraisch in bezug auf M,
wenn a, regulires Ideal erster Art ist.

Einen Oberring © nennen wir reguldr algebraische Erweiterung von R,
wenn es ein wohlgeordnetes System von Ringen gibt: 3t, R, M, ..., N, ..., ©
derart, daB jeder Ring durch Adjunktion eines regulir algebraischen Kle-
mentes ans dem vorangehenden hervorgeht oder (falls ein unmittelbar
vorangehender nicht existiert) die Vereinigungsmenge der vorangehenden
Ringe ist.

II. Der Oberring © ist dann und nur dann reguldr algebraische
Erweiterung von N, wenn er algebraisch ist und keine neuen Nullteiler
enthdlt, d. h. alle seine Nullteiler schon in 3 liegen.

Ist zuniichst @ regulir algebraisch in bezug auf N, so ist R (a) ~ N, |a
und die Nullteiler von Ji (@) sind diejenigen Elemente, die den aus dem
sugehorigen Primideal p, hervorgehenden Restklassen entsprechen; diese
konnen aber, da a, Ideal erster Art ist, durch Elemente aus Ji reprasen-
tiert werden, so daB also 9i(a) keine neuen Nullteiler enthilt. Ist © eine

47*




732 R. Hélzer.

beliebige regulir algebraische Erweiterung von 3, so ergibt sich diese
Tatsache leicht durch transfinite Induktion.

[st umgekehrt © eine algebraische Erweiterung von ™R, die keine
neuen Nullteiler enthilt, so sei @ ein Element aus &, @’ ein beliebiger
Zwischenring zwischen It und ©. Dann ist @ regulir algebraisch in bezug
auf ©': denn da alle Nullteiler von S’ (a) bereits in liegen, so miissen
die Restklassen, in die das zum Nullstellenideal gehorige Primideal zer-
fallt, durch Elemente aus 3 reprisentierbar sein. Hiernach kann man
mit Hilfe des Wohlordnungssatzes eine verlangte Kette von Ringen leicht
konstruieren.

Jede algebraische Erweiterunng © von I zerfillt eindeutig in eine
Nullteilererweiterung (durch Adjunktion von Nullteilern entstehende) und
eine darauf folgende regulir algebraische Erweiterung. In der Tat braucht
man offenbar nur alle Nullteiler von & zu i zu adjungieren, nm eine
solche Zerlegung zu erhalten; dafl es keine andere derartige Zerlegung gibt,
1st: ebenfalls evident.

Definition 3. Ein transzendentes Element ¢ aus & heille reguldr
transzendent 1n bezug auf M, wenn a, Ideal erster Art ist.

Entsprechend heifle ein Oberring & regulir transzendente Erweite-
rung von M, wenn es ein wohlgeordnetes System von Ringen gibt:
N, RN, .. N, ..., & derart, daB jeder Ring durch Adjunktion eines
regulir transzendenten Elementes aus dem vorangehenden hervorgeht oder
(falls ein unmittelbar vorangehender nicht existiert) die Vereinigungsmenge
der vorangehenden Ringe ist.

LIL. Der Oberring © ist dann und nur dann regulir transzendente
Erweiterung von M, wenn er transzendent ist und keine newen Nullieiler
enthdli.

Die Richtigkeit ergibt sich genau wie bei II. Ebenso zerfillt, wenn
€ rein transzendente Erweiterung von § ist, © eindeutig in eine Null-
teilererweiterung und eine darauf folgende regulir transzendente.

Ein beliebiger Oberring @ von R zerfillt der Reihe nach in 1. eine
Nullteilererweiterung, 2. eine darauf folgende reguliir transzendente, 3. eine
darauf folgende regulir algebraische Erweiterung. Man braucht eben nur
alle Nullteiler von © zu M zu adjungieren und dann I zu benutzen, in-
dem man beachtet, dall jede Erweiterung eines Kérpers in eine rein tran-
szendente und eine darauf folgende algebraische zerfillt. Lassen sich diese
drei Stufen jeweils durch Adjunktion endlich vieler Elemente erreichen,
so wollen wir & einen endlichen Oberring nennen. Dann gilt nach dem
Vorangegangenen:

Ein beliebiger endlicher Oberring @ des primiiren Ringes 9t entsteht,
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indem man 1. in %, ein Ideal q, zweiter Art Null setzt, R’ =R, | q,;
2. in %/ ein nicht regulires Ideal erster Art gy, R” =%/ [q,; 3. in R
ein regulires Ideal erster Art q5, © =&/ |q;.

Da man jeden beliebigen Oberring von i aus endlichen Oberringen
aufbauen kann, so reichen also die beiden angegebenen Typen von Idealen
zur Beschreibung dieser allgemeinsten Erweiterung aus. Hiermit ist die
wesentliche Frage aufgeworfen, wann zwei regulire Erweiterungen beziiglich
% dquivalent sind, d. h. wie weit man aus der Definition der Ideale erster
Art auf Isomorphie ihrer Restklassenringe schliefien kann.

Diese Betrachtungen bleiben giiltig, wenn man als Grundbereich R
einen speziellen primiren Ring wihlt. Unter einem Oberring © von %N
verstehen wir dann einen solchen Erweiterungsring von R, der ebenfalls
speziell primir ist. Ist S ein System von Elementen aus &, so bedeutet
% (S) den Durchschnitt aller in @ gelegenen Oberringe von 3, die alle
Elemente von S enthalten; R (S) ist wieder Oberring. Ein regulires
[deal a in N, ist dann und nur dann Nullstellenideal, wenn es primir
ist, kein Element aus 9t enthilt und die Dimension Null hat; denn dann
hat das zugehorige Primideal keinen von o verschiedenen echten Teiler
und im Restklassenring nach a werden alle reguliren Elemente Hinheiten.
Definition 1 und 2. sowie I und II und die Zerfillung der algebraischen
Erweiterungen gelten auch hier. Die Definition der regulir transzendenten
Erweiterungen gestaltet sich etwas anders. Man betrachtet hier zweck-
mifig nicht Nullstellenideale in '?]ir« sondern Nullteilerideale 11 im Quotienten-
ring :}1',.* von R, nach 1‘;-*: u heife dann ganz analog Ideal erster Art,
wenn jeder Nullteiler von 5" modulo u einem Element aus H kongruent
ist. Modifiziert man Definition 3 in diesem Sinne, so bleibt III und das
obige Schluliresultat bestehen.

2. Ich zeige noch kurz, wie sich im Falle rein transzendenter Er-

weiterungen die Begriffe der Korpertheorie direkt iibertragen.

a aus © heiBe total transzendent, wenn a, = (0 ); & heille rein tran-
szendente Erweiterung von i, wenn es ein wohlgeordnetes System von
Oberringen gibt: R, R,, R,. .. .. N, ..., ©, derart, dab jeder Ring durch

Adjunktion eines total transzendenten Elementes aus dem vorangehenden
hervorgeht oder (falls ein unmittelbar vorangehender nicht existiert) die
Vereinigungsmenge der vorangehenden Ringe ist. Analog der Korper-
theorie gilt:

1V. Ist © rein transzendente Erweiterung von R, so ist jedes Ele-
ment von & total transzendent; ausgenommen sind nur die Nullteiler und
diejenigen Elemente, die sich als Summe eines reguliren Elementes aus 3
und eines Nullteilers darstellen lassen.
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Daff diese letzteren Elemente ausgeschlossen sind, ist natiirlich klar,
denn sie geniigen Gleichungen der Form z¢ =0 bzw, (# —a)* = 0. Ist
a ein von diesen verschiedenes Element und M. M, ..., N, ..., S ein
System von Ringen nach Definition, ferner i, der erste Ring, in dem a
vorkommt, so existiert offenbar ein vorangehender Ring :i,_;. TFiir durch
Adjunktion eines total transzendenten Elementes entstehende Erweite-
rungen. d. h. fir den Polynombereich einer Unbestimmten, ergibt sich die
Behauptung aber wie folgt. Ist f(a) eine Funktion positiven Grades, so
sei etwa a,- a,f(x)+ ...+ a, (f(z)) = 0 eine Gleichung niedrigsten
Grades, der f(x) geniigt (@; aus M, a,==0); hieraus wiirde folgen:
fla)(a, +a,f(z)+ ...+ a, |__f'[.-.=:'.1}'l: '—a,. Da f(x) in einem geelg-
neten Erweiterungsring eine Nullstelle besitzt (man braucht nur zum Rest-
klassenring nach dem Hauptideal (f(z)) iiberzugehen), ist diese Beziehung
unmaoglich.

V. Ist {...a,...} ein wohlgeordneles System wvon Elementen aus
einem Oberring ©, und a, total transzendent in bezug auf den durch Ad-
junklion seines Abschnitles zu M hervorgehenden Ring, so st a, awuch
total transzendent in bezug auf den Ring, der aus N durch Adjunktion
aller iibrigen a, entsteht. Der Beweis kann wortlich wie in der Korper-
theorie gefithrt werden'®).

Ein System S von Elementen aus & heille irreduzibel, wenn jedes
seiner Elemente total transzendent ist in bezug auf den durch Adjunktion
der iibrigen Elemente entstehenden Ring. Wegen V ist ein Oberring dann
und nur dann rein transzendent, wenn er durch Adjunktion eines irredu-
ziblen Systems erhalten werden kann. Ist nimlich & rein transzendent
Ny, ..., S ein System von Ringen nach Definition, be-

and M, o
deutet ferner S das System der primitiven Elemente derjenigen Ringe H,.
die unmittelbar vorangehende besitzen, so 18t N (8)—= & und S nach V
irreduzibel; ist umgekehrt S irreduzibel, so kann man vermittelst des
Wohlordnungssatzes leicht ein definitionsgemifles System wvon Ringen fiir
R (S) aufstellen.

Zweil verschiedene Elemente des irreduziblen Systems S konnen offen-
bar nicht nach dem Ideal aller Nullteiler von & kongruent sein; daher
haben S nnd S stets gleiche Méchtigkeit, wenn 8§ das homomorphe System
in 2 bedeutet. Ist ferner S irreduzibel in bezug auf M, so 1st, wie man
sich leicht iiberzeugt, S irreduzibel in bezug auf &, und ist S erzeugen-
des irreduzibles System von &, d.h. R(S)= &, so ist auch & {S-] — Bl
Jei Korpererweiterungen haben nach Steinitz alle erzeugenden irreduziblen
cten folgt, dafl sich dies

Systeme gleiche Miichtigkeit: aus dem eben Bemer

15y Vel. etwa Steinifz.
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vermittelst der Homomorphie ohne weiteres auf primire Ringe iibertrigt.
Wir konnen also auch hier einen ,Transzendenzgrad® als die gemeinsame
Miichtigkeit aller erzeugenden irreduziblen Systeme definieren; der Tran-
szendenzgrad von & in bezug auf N ist gleich dem von & in bezug auf §.

Haben &, und &, gleichen Transzendenzgrad 7, so sind sie bexziig-
lich M #quivalent; fiir 7 =1 ist dies unmittelbar LLu, allgemein folgt es
durch transfinite Induktion. Sind umgekehrt &, und &, mit den Tran-
szende nzfrmdvn 7, und 7, dquivalent beziiglich R, so sind offenbar 2| und
und 2, beziiglich P .1r_|_1|1\uﬂm1t also auch £, und ¥, iquivalent beziig-

Also:

Zwei vein transzendente Erweiterungen von R sind dann und nur
dann beziiglich N dquivalent, wenn sie gleichen Transzendenzgrad haben.

lich § und die Korpertheorie ergibt 7, = 7,.

Auch diese Entwicklungen bleiben unter Voraussetzung eines speziell
primiiren Grundbereiches ]JL‘bLPIlR’Il Die Begrifie Oberring und Adjunktion
sind so zu verstehen, wie in 1. definiert; dann kann die DL-[LrlltJmn des
total transzendenten Flunmta\a ungeiindert bleiben und IV, V. sowie das
SchluBiergebnis iiher die Aquivalenz gelten auc h hier, wie man sich leicht
iiberzeugt, wenn man beachtet, dall man die jeweiligen Oberringe bekommt,
wenn man zuniichst im Sinne der allgemein primiiren Ringe erweitert und
dann zum Quotientenring iibergeht.

( Bingegangen am 15. 5. 1926.)

Berichtigung
zu dem Aufsatze von P. E. Béhmer ,Uber die 'I‘rfmuzvnrlvn? gewisser dyadischer
Briiche", Math. Annalen 96, 8. 367—577.
S. 5871 Z. 12 v, o. lies:

(1—2)" 7 4
; l_l ,\-‘.qqu o
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